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LEZIONI 


CAPITOLO  PRIMO 

NOZIONI  PRKI.I  MINA  HI. 

Oggetto  dell'  algebra.  — Prime  difficoltà  che  «i 

1 • In  tutte  le  quistioni  die  possonsi  proporre  sui  numeri , 
debbono  esistere  tra  le  date  e le  incognite  certe  coudizioni  che 
dall’  enunciato  della  quistione  vengono  indicate  : la  soluzione  à 
per  iscopo  la  determinazione  delle  incognite  di  maniera  tale  che 
esse  verifichino  queste  condizioni.  Quindi  bisogna  da  prima  appli- 
carsi a ben  comprendere  le  diverse  relazioni  con  le  quali  tutte 
le  quantità  e cognite  ed  incognite  sono  tra  loro  ligatc  , ed  indi 
trovare , per  mezzo  di  queste  relazioni , quali  operazioni  debbansi 
effettuare  sulle  quantità  date  per  ottenere  le  incognite.  Questo  è 
l’oggetto  speciale  di  questa  parte  delle  matematiche  che  à ricevuto 
il  nome  di  Algebra. 

>.  Per  mettere  vie  più  in  chiaro  i primi  mezzi  de’  quali  essa 
si  serve,  prenderemo  ad  esempio  il  seguente  problema:  dividere 
52  in  tre  parti  tali  che  la  parte  inedia  superi  di  9 la  minore,  e 
che  sia  superata  di  15  dalla  maggiore. 

Mercè  questo  enunciato  , le  parti  incognite  debbono  sodisfare 
a tre  condizioni  : 

1. °  Che  la  media  sia  eguale  alla  minore  aumentata  di  9. 

2. °  Che  la  maggiore  sia  eguale  alla  media  aumentata  di  13. 

3. °  Che  la  somma  delle  Ire  parti  sia  32. 

Ecco  ora  per  quali  deduzioni  si  perviene  ai  valori  delle  in- 
cognite : 

Poiché  la  parte  media  deve  essere  eguale  alla  minore  più  9 , 
essendo  la  maggiore  eguale  alla  media  più  13 , sarà  dessa  eguale 
alla  minore  più  9 , più  13. 

Lez.  di  Alg.  1 
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Dunque  la  somma  delle  Ire  parti  si  compone  di  tre  volte  la 
minore , più  due  volte  9,  più  13  ; e come  due  volte  9,  più  13, 
fanno  31  possiam  dire  ancora  che  questa  somma  eguagli  tre  volte 
la  parte  minore  , più  31. 

Ma  l’ enunciato  esige  che  questa  somma  sia  eguale  a 62  : dun- 
que sottraendo  31  da  52 , il  resto  21  sarà  eguale  a tre  volte  la 
parte  minore  ; e quindi , dividendo  questo  resto  per  3 , il  quo- 
ziente 7 sarà  la  parte  minore. 

Allora  evidentemente  risulta  che  la  parte  media  sia  7 più  9 , 
ossia  16  ; e che  la  parte  maggiore  sia  16  più  13,  ossia  29.  Così 
le  tre  parti  incognite  sono  7 , 16  , 29. 

S.  Se  nell’  enunciato  della  quistionc  si  cambiassero  i numeri 
dati , senza  far  alcun’  altra  alterazione , si  arriverebbe  ai  valori 
delle  incognite  con  ragionamenti  affatto  simili.  Ma  possiamo  pro- 
porci la  quistione  più  generalmente  come  segue  : 

Dividere  una  quantità  data  in  tre  parti  tali  che  si  abbia  una 
data  differenza  tra  la  parte  media  e la  minore , ed  anche  una 
data  differenza  tra  la  media  e la  maggiore. 

Per  tale  enunciato  le  quantità  date  possono  essere  di  una  qua- 
lunque grandezza , e non  si  tratta  più  di  trovare  a qual  numero 
particolare  siano  eguali  le  incognite , ma  bensì  quali  operazioni 
bisogna  effettuare  sulle  quantità  cognite  per  ottener  le  incognite. 
A ciò  perverremo  con  gli  stessi  precedenti  ragionamenti , ed  ecco 
allora  in  qual  modo  si  presentano. 

La  parte  media  è eguale  alla  minore,  più  l’eccesso  della  media 
sulla  minore. 

La  parte  maggiore  è eguale  alla  media  , più  l' eccesso  della 
maggiore  sulla  media.  Dunque  potrem  anche  dire  che  è dessa 
uguale  alla  minore , più  l’ eccesso  della  media  sulla  minore , più 
1’  eccesso  della  maggiore  sulla  media. 

Facendo  la  somma  delle  tre  parti , si  vede  dunque  che  essa 
conterrà  tre  volte  la  parte  minore  , più  due  volte  l’ eccesso  della 
media  sulla  minore,  più  una  volta  l’ eccesso  della  maggiore  sulla 
media. 

Ma  l’ enunciato  esige  che  questa  somma  sia  eguale  al  numero 
a dividersi , dunque  sottraendo  da  questo  numero  due  volte  l’ec- 
cesso della  parte  media  sulla  minore,  ed  una  volta  l’eccesso  della 
maggiore  sulla  media , il  resto  sarà  uguale  a tre  volte  la  parte 
minore  ; e qnindi  dividendo  questo  resto  per  3 si  avrà  la  parie 
minore. 
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Allora  aggiungendo  a questa  parte  la  differenza  della  parte  media 
su  essa,  avremo  questa  inedia;  e poi  aggiungendo  a questa  parte 
inedia  la  differenza  della  parte  maggiore  su  essa , conosceremo 
quest’ ultima  parte. 

4.  Nella  soluzione  che  abbiamo  fin' ora  esposto  sono  ad  osser- 
varsi due  difficoltà.  L’  una  deriva  dal  perchè  ciascuna  quantità , 
sia  cognita  sia  incognita , vien  continuamente  indicata  per  l’ in- 
sieme di  più  parole  , come  il  numero  a dividersi , la  parte  mi- 
nore , ecc.  L’ altra  risulta  dal  perchè  nel  richiamare  le  relazioni 
che  ànno  tra  loro  le  quantità  , bisogna  frequentemente  ripetere  le 
espressioni  che  indicano  tali  relazioni , coinè  più , meno , molti- 
plicato per  ecc.  Per  verità  queste  parole  sono  in  piccol  numero, 
nel  problema  che  abbiam  tolto  ad  esempio  ; ma  ben  si  comprende 
che  se  vi  fossero  molte  quantità  ad  addizionare , a sottrarre , a 
moltiplicare  ecc.  , il  quadro  delle  diverse  relazioni  con  le  quali 
son  legate  tra  loro  le  quantità , sarebbe  troppo  esteso  per  po- 
tersene a colpo  d’occhio  vedere  l’assieme.  Queste  difficoltà  essendo 
ben  comprese , passiamo  a far  vedere  come  possano  evitarsi. 

Segni  algebrici.  — Spiegazione  di  qualche  denominazione. 

5.  Per  evitare  la  difficoltà  che  viene  dall’  esprimere  con  peri- 
frasi le  quantità  che  entrano  ni  una  quistione  , rappresentiamo 
tali  quantità  con  delle  lettere.  Comunemente  le  date  vengono  rap- 
presentate con  le  prime  lettere  dell’alfabeto,  a,6,c. .;  e le  in- 
cognite con  le  ultime  , x ,y , z. . . 

Spesse  volte  per  indicare  differenti  grandezze , ma  che  abbiano 
tra  loro  un’  analogia  che  importa  aver  presente , ci  serviamo  della 
medesima  lettera  aggiungendo  ad  essa  uno  o più  accenti  ; come 
ad  esempio  a' ,a"  ,a‘" ec.  che  leggonsi , a primo,  a se- 
condo , a terzo ; c spesso  ancora  ricorriamo  all’  alfabeto  gre- 

co. Il  lettore  darà  senza  alcuna  difficoltà  tutta  1’  estensione  pos- 
sibile a queste  prime  convenzioni. 

Se  alcune  delle  quantità  date  fossero  espresse  in  cifre , e sopra 
tutto  se  tali  quantità  fossero  numeri  semplicissimi,  si  avrà  poco 
vantaggio , riguardo  alla  brevità  , rimpiazzandoli  con  lettere.  Ma 
siccome  questi  numeri  vengono  alterati  per  i calcoli  successivi , 
così  sarà  impossibile  il  riconoscere , al  termine  delle  operazioni , 
in  qual  guisa  entrino  essi  nella  composizione  del  risultato  ; e 
quindi  ne  segue  che  cambiando  questi  numeri  nella  quistione  bi- 
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sogna  ricominciare  i calcoli  già  fatti.  Per  evitare  tale  inconve- 
niente possiamo  anche  sostituire  le  lettere  per  tali  numeri  ; ed 
è questo  uno  de’  grandi  vantaggi  che  si  ottengono  rappresentando 
con  lettere  le  diverse  grandezze. 

8.  La  seconda  difficoltà  , quella  cioè  che  nasce  per  la  ripeti- 
zione delle  parole  più , meno  ecc.  messe  per  indicare  le  relazioni 
delle  quantità  tra  loro , si  risolve  naturalmente  adottando  segni 
particolari  per  indicare  queste  diverse  relazioni.  Passiamo  ad 
esporre  i più  usitati. 

9.  ■+■  significa  più,  e — - significa  meno.  Così  per  indicare  l’ad- 
dizione di  b ad  a si  scriverà  a b \ come  per  indicare  la  sottra- 
zione di  h da  a si  scriverà  a — b. 

8.  Si  farà  uso  del  segno  X,  o di  un  semplice  punto,  per  in- 
dicare una  moltiplicazione.  Scrivendo  quindi  oXà  o n-b  si  viene 
ad  esprimere  che  la  quantità  a è moltiplicata  per  b.  Similmente 
oXfcXc  o a-b-e  significa  che  a è moltiplicato  per  b e che  il 
prodotto  è moltiplicato  per  c. 

Quando  i moltiplicatori  successivi  sono  indicati  con  semplici 
lettere , si  sopprimono  per  brevità  i segni  della  moltiplicazione  ; 
rosi  nbc  vale  Io  stesso  che  a-b-c  o oX^Xc. 

Tale  semplificazione  è inapplicabile  quando  i fattori  son  nu- 
meri, poiché  volendo,  ad  esempio,  indicare  il  prodotto  di  3 per  4, 
scrivendo  34  si  confonderebbe  tal  prodotto  col  numero  trenta- 
quattro. 

Allorché  si  moltiplica  una  quantità  letterale  per  un  moltipli- 
catore numerico,  si  mette  questo  innanzi  tal  quantità,  e prende 
allora  il  nome  di  coefficiente.  Cosi  3a  e valgono  lo  stesso  che 
nXfteèX*;  3 e ' diconsi  coefficienti. 

».  Per  indicare  una  divisione  si  suole  scrivere  il  divisore  al 

disotto  del  dividendo  separandoli  con  una  linea  orizzontale:  cosi  - 

significa  a diviso  per  b.  Talvolta  si  suole  anche  scrivere  a : b. 

IO.  Diconsi  potenze  d’una  quantità  i prodotti  che  si  ottengono 
moltiplicando  una  o più  volte  tal  quantità  per  se  stessa  : aa  è la 
seconda  potenza , o il  quadrato  di  a , aaa  ne  è la  terza  potenza , 
o il  cubo  , ama  la  quarta  ecc.  Tali  potenze  vengono  indicate 
in  maniera  abbreviala  con  Io  scrivere  una  sola  volta  la  lettera  > 
ponendo  però  alla  sua  dritta,  e un  poco  al  disopra,  un  numero 
che  dicesi  esponente  , c che  indica  quante  volte  dovea  quella  let- 
tera essere  '-critta.  Così  ad  esempio  n4  rappresenterà  aana  o la 
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quarta  potenza  di  a,  e si  leggerà  a riponente  quattro,  o piò  sem- 
plicemente a quattro.  Questa  abbreviazione  inventata  dal  Descartes 
à vantaggiato  di  molto  l’ algebra  ne'  suoi  progressi. 

Non  bisogna  però  confondere  il  coefficiente  con  l’ esponente  ; 
rosi  scrivendosi  3 a il  numero  3 sarà  un  coefficiente  ; mentre 
scrivendosi  a*  il  numero  3 sarà  un  esponente.  In  effetti  3a  ed  a3 
esprimono  quantità  di  gran  lunga  differenti , poiché  3a  vai  quan- 
to a + a-f-a,  mentre  a*  vai  quanto  nXaXa.  D’ altronde  molto 
meglio  ancora  si  renderà  manifesta  tal  differenza , se  in  luogo 
della  lettera  a mettiamo  un  numero  particolare.  Cosi  sostituendo 
4 per  a , 3a  equivale  a tre  volte  4 ossia  12 , mentre  che  a3 
equivale  a 4x4x4  ovvero  61. 

11.  Le  quantità,  che  innalzate  a potenze  producono  una  quan- 
tità data,  diconsi  rollici  di  essa.  Saranno  poi  radici  2/  3/  4.*  ecc. 
secondochò  bisognerà  fare  la  seconda , la  terza , la  quarta  ecc. 
potenza  di  esse  per  riprodurre  la  quantità  data.  Cosi  la  radice  4.“ 
di  16  è 2,  poiché,  innalzando  2 alla  4.*  potenza,  si  riproduce  il 
numero  16.  La  radice  2.*  dicesi  comunemente  radice  quadrata, 
e la  3.‘  dicesi  radice  cubica. 

Il  segno  1/ , che  dicesi  radicale  indica  una  estrazione  di  ra- 
dice a farsi  ; và  a questo  annesso  un  numero  che  dicesi  tspo~ 

' A _ 

nenie  o indice,  che  indica  qual  sia  la  radice  ad  estrarsi;  così  V a 
indica  la  radice  4*  di  a.  Nella  radice  quadrata  l’indice  và  sop- 
presso scrivendosi  semplicemente  V a. 

1*.  11  segno = indica  l’eguaglianza.  Così  scrivendo  3a-+-2a=5o , 
vicn  ad  indicarsi  che,  se  a tre  volto  a si  aggiunga  due  volte  a 
si  avrà  una  somma  uguale  a cinque  volte  a.  L’  assieme  di  due 
quantità  separate  dal  segno  = prende  nome  di  eguaglianza.  Cia- 
scuna delle  due  quantità  dicesi  membro.  Quella  che  è a sinistra 
dicesi  primo  membro  , e quella  a dritta  dicesi  fecondo  membro. 

*».  Il  segno  > vuol  dire  maggiore  di,  ed  il  segno  < vuol 
dire  minore  di.  Così  a > b significa  a maggiore  di  6 , ed  a < b 
significa  a minore  di  b.  In  somma  l’apertura  del  segno  è sem- 
pre rivolta  dalla  parte  della  quantità  maggiore. 

• 4.  L’ espressioni  di  quantità  letterale,  quantità  algebrico, 
espressione  letterale , espressione  algebrica , vengono  adoperate 
indifferentemente  per  indicare  un  assieme  qualunque  di  quantità 
espresse  per  lettere  , e congiunte  tra  loro  con  i segni  delle  di- 
verse operazioni;  come  sarebbero  2 a3,  ed  a3 — \Z~vL. 
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Le  singole  quantità , che  congiunte  tra  loro  con  i segni  -f- , 
e — compongono  le  espressioni  algebriche  diconsi  termini , ed 
il  più  delle  volte  il  segno  fa  parte  del  termine;  così  nell’ espres- 
sione 9 a — ah* + 1/(10  sono  a distinguersi  tre  termini,  cioè 
9a,  — ab*  , + \/ab. 

Dicesi  quantità  monomia  o semplicemente  monomio , un’espres- 
sione algebrica  di  un  sol  termine  , e polinomio  il  complesso  di 
molti.  In  particolare  dicesi  binomio,  trinomio,  quatrinomio , qui- 
nomio^ quelli  che  anno  due,  tre,  quattro,  cinque  termini.  Spesso 
ancora  i monomi  diconsi  quantità  incomplesse , e i polinomi  quan- 
tità* complesse. 

Diconsi  termini  simili  quelli  composti  delle  medesime  lettere, 
affette  dagli  stessi  esponenti;  d’altronde  posson  essi  differire  e pel 
segno  e pel  coefficiente;  così  nell’ espressione  \a*b — 3 ab* — 2a*b 
il  primo  termine  -4 a*b  è simile  al  terzo  — 2a*b  quantunque  dif- 
ferente pel  segno  e pel  coefficiente.  Quante  volte  un  polinomio 
comprende  termini  simili,  è suscettibile  di  una  semplificazione  di 
cui  parleremo  poro  innanzi  (*•). 

In  algebra  diconsi  quantità  razionali  quelle  che  non  contengono 

b 

radicali;  tali  sarebbero  17, -fa, a-)--. 

Diconsi  quantità  intiere  le  quantità  razionali  che  non  conten- 
gono denominatore;  tali  sarebbero  17,2a*6,3o*  — bc. 

■ 15.  Se  una  quantità  si  compone  di  un'altra,  dicesi  la  prima 

funzione  della  seconda,  cosi  l’espressione  3x* — \/ x è una  fun- 
zione di  x. 

Per  indicare  d*  una  maniera  generale  una  funzione  di  x , si 
scrive  F(x) , e la  lettera  F dee  ritenersi  come  un’  abbreviazione 
della  parola  funzione.  Che  se  si  avessero  ad  indicare  più  funzioni 
differenti  di  x , si  adopereranno  anche  diverse  iniziali.  Cosi  si 
scriverà  ¥(x),f[x),<f[x) , qualunque  sia  d’altronde  la  legge  con 
la  quale  ciascuna  delle  funzioni  è composta. 

Per  indicare  due  funzioni  composte  similmente , ma  con  di- 
verse quantità,  come  ad  esempio,  l’una  con  x l’altra  con  y , di 
tal  maniera  , che  la  prima  si  cangia  nella  seconda , col  sosti- 
tuirvi y in  luogo  di  x , ci  serviremo  della  stessa  iniziale , scri- 
vendo F(z) , e F(y). 

Il  detto  sin’  ora  si  estende  naturalmente  all’  espressioni  com- 
poste di  più  quantità,  così  la  espressione  Zxy—x\+\/y  sarà 
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una  funzione  di  x ed  y ; e scrivendo  F(x , y) , verremo  ad  indi- 
care di  una  maniera  generale  una  qualunque  funzione  di  x ed  y. 

Applicazione  dei  tigni  algebrici. 

IO.  Perchè  si  possa  a ragione  conchiudere  sul  vantaggio  die 
ai  calcoli  si  arreca  con  1’  uso  de’  segni  algebrici , noi  passeremo 
ad  applicarli  alla  soluzione  del  problema  enunciato  al  n.°  3. 

Chiameremo  a il  numero  a dividersi , b 1’  eccesso  della  parte 
media  sulla  minore , e c l’ eccesso  della  maggiore  sulla  media. 


Di  più  chiamando  la  parte  minore  con x , 

Sarà  la  media x-\-b  , 

La  maggiore  sarà ar-J-  6-}-c, 

E la  somma  delle  tre  parti  sarà 3x-f-26-f-c. 


Ma  dovendo  tal  somma  essere  eguale  al  numero  a dividersi  a; 
si  avrà  perciò  l’uguaglianza 

3x-+-26-f-c=a. 

Sottraendo  ora  da  ciascun  membro  26 , e c , si  avrà 
3a?=a — 26  — c ; 

e dividendo  per  3 si  avrà  per  l’ incognita  x , 

a — 26  — c , 

x—  - 

Essendo  una  volta  conosciuta  la  parte  minore , si  otterranno 
con  faciltà  le  altre  due. 

il.  L’espressione  dell’incognita  x richiama  la  nostra  atten- 
zione : non  è d’ essa  un  valore  numerico , ma  bensì  una  for- 
molo , una  espressione , che  mette  in  evidenza  quali  siano  quelle 
operazioni  che  effettuar  si  debbono  su  le  date , per  avere  le  in- 
cognite. In  effetti , noi  possiam  sostituire  alle  lettere , ed  alle 
cifre  delle  espressioni  conforme  alle  convenzioni  stabilite  ; ed 
allora  la  forinola  , cosi  tradotta  in  linguaggio  ordinario  , si  cam- 
bia in  questa  regola  : 

Dal  numero  a dividerti  si  sottrae  il  doppio  dell’ eccesso  della 
parte  media  sulla  minore  , ed  anche  l’ eccesso  della  maggiore  sulla 
mtdia , e si  divide  indi  il  resto  per  3 ; sarà  il  quoziente  la  parte 
minore. 

Prendendo  per  le  date  numeri  particolari , le  operazioni  po- 
tranno eflettuarsi  ; e ciò  dicesi , mettere  una  formala  in  numeri. 
Ad  esempio , prendendo  quei  numeri  che  sono  nell’  enunciato 
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del  n.*  » , dovrein  sostituire  52  ad  a,  9 a b , 13  a e ; ed  allora 
si  avrà 

52  —9x2  — 13  52  — 18—13  21  _ 

•*  3 3 "3  ‘ 

1 8.  Le  formolo  che  bisogna  mettere  in  numeri  non  son  sem- 
pre tanto  semplici.  Supponiamo  che  un  problema  ci  abbia  con- 
dotto alla  seguente , 

S 

3a*6  — Va' 

X— 

s __ 

9a6*-el/a* 

e che  si  voglia  calcolare  il  valor  della  incognita  x prendendo  per 
date  o=8,  e b— 2.  Osserveremo  da  prima  che: 

3 rt=«'Xl  X3  = 8*X  2 x3=61x2x3  = 381, 
9o6*  = a Xb*X 9=8  X'2“X9=  8 X^X 9 = 288, 

3 J 3 _ 

Ka»=k/8^=l/G4=4. 

Quindi  si  avrà  per  l’ incognita  x , 

381  — 4 380 88 22 

X 2KH  -+-  \ 292  1 292  l73’ 

Tornerà  vantaggioso  ai  principianti  1’  esercitarsi  in  tradurre  le 
formolo  algebriche  in  linguaggio  ordinario  , e metterle  in  numeri. 

Delle  quantità  negative. 

19.  L’algebra  ammette  ne’ suoi  calcoli  una  specie  di  quantità 
come  — 5,  — 7,  ecc.  che  diconsi  quantità  negative,  c che  fin 
d'ora  importa  conoscere.  La  seguente  quistione,  quantunque  sem- 
plicissima , renderà  più  chiaro  i seguenti  ragionamenti. 

(In  mercante  à fatto  un  certo  guadagno  nel  primo  anno  del 
suo  commercio  ; ed  una  certa  perdita  nel  second’anno;  cercasi  il 
cambiamento  che  à subito  il  suo  capitale. 

Chiamiamo  a il  guadagno  del  primo  anno,  e b la  perdita  sof- 
ferta nel  ^secondo.  Se  a è maggiore  di  b , è chiaro  che  il  capi- 
tale del  mercante  avrà  ricevuto  mi  aumento  espresso  da  a — b. 

Che  se  b fosse  maggiore  di  a , essendo  la  perdita  maniere  del 
guadagno,  avrà  dovuto  il  capitale  ricevere  una  diminuzione  espressa 
da  b — a.  In  tal  caso  l’espressione  o — b,  che  rappresenta  sem- 
pre un  aumento  del  capitale  , non  offre  più  alla  mente  che  l’ idea 
d’ una  sottrazione  impossibile.  Non  per  tanto  gli  algebristi  ritengou 
sempre  l’ espressione  a— b per  indicare  il  cangiamento  del  ea- 
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pitale , ma  , non  potendo  più  sottrarsi  b da  u , fanno  essi  la  sot- 
trazione in  ordine  contrario,  cioè  sottraendo  a da  b,  e situando 
il  sogno  — innanzi  il  resto.  Con  tal  segno  vengono  essi  ad  indicare, 
che  il  risultato  non  dovrà  più  riguardarsi  come  un  aumento  ar- 
recato al  capitale,  ma  sibbene  come  una  diminuzione.  Cosi,  sup- 
ponendo o=7000  fr. , e 6=4000  fr.  si  avrebbe  effettivamente 
un  aumento  di  3000  fr.;  mentre  se  fosse  a=4000  fr.  c 6=7000 
fr.  ùi  vece  di  dire  che  il  capitale  diminuisce  di  3000  fr.  potrem 
dire  in  linguaggio  quantunque  non  ordinario , che  esso  aumenta 
di  — 3000  fr. 

Abbiamo  numerosi  esempi , in  cui  le  grandezze  si  presentano 
. sotto  due  sensi  del  tutto  contrari , cioè  1’  uno  come  dovendo  es- 
sere aggiunte  e l’altro  come  dovendo  esser  sottratte.  Tali  sa- 
rebbero , i guadagni  e le  perdite  di  un  giocatore , 1’  avanzo  ed 
iì  ritardo  di  un’  orologio  ; tali  ancora  le  distanze  che  un  mobile 
percorre  su  d'  una  linea  , secondochè  s’ avanza  verso  l’ una  estre- 
mità di  questa  linea  , o verso  l’ opposta.  Ed  appunto  per  riunire 
d’  una  maniera  generale  questi  due  sensi  contrari  ànno  gli  alge- 
bristi impiegate  le  quantità  negative;  e , lasciando  da  banda  ogni 
quistione  particolare , dalla  sottrazione  fanno  derivare  essi  tali 
quantità , come  abbiamo  or  ora  fatto  osservare. 

Cosi , ricapitolando  , allorché  in  una  fot  trazione  la  quantità  da 
sottrarsi  è maggiore  di  quella  da  cui  deve  esser  sottratta,  è con- 
renzione  stabilita  di  sottrarre  la  minore  dalla  maggiore,  e d’ in- 
dicare questa  inversione  d’ordine  con  affigere  al  risultato  il  se- 
gno — . 

Le  quantità  isolate , precedute  dal  segno  — diconsi  negative , 
c per  lo  contrario  quelle  non  affette  da  tal  segno  , ritengonsi 
avere  il  segno  -+-  e diconsi  positive. 

90.  Riprendiamo  l’espressione  a — 6,  e supponendo  che  a con- 
servi sempre  la  stessa  grandezza , facciam  crescere  6 a partire 
da  zero.  Otterremo  da  prima  risultati  decrescenti  ; e quando  b 
diventa  uguale  ad  a , la  differenza  a — 6 diventa  zero.  Conti- 
nuando a far  crescere  6 , troveremo  delle  quantità  negative , che, 
considerate  nel  loro  valore  assoluto,  saranno  tanto  più  grandi  quan- 
to più  6 sarà  grande.  Gosì  prendiamo  a=3,  e facciamo  succes- 
sivamente 6=0, 1,2, 3,  i valori  di  a — 6 saranno  3, 2, 1,0. 

Ma  se  6 continua  a crescere,  e che  si  faccia  6=1 ,5,6 si 

avrà  per  a,  — 1, — 2,  — 3 

Or  poiché  questi  valori  negativi  vengou  dopo  i numeri  decre- 
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scenti  3 , 0 , 1 , 0 , conviene  die  si  riguardino  come  minori  di  0 ; 
e po ielle  le  quantità  negative  clic  anno  un  valore  assoluto  mag- 
giore vengon  dopo  quelle  che  ànno  un  valore  assoluto  minore , 
così  le  prime  si  riguardano  come  minori  delle  seconde. 

Così  , dopo  tali  convenzioni, — 2 dovrà  ritenersi  come  minore 
di  zero,  e — 5 come  minore  di  — 2;  e servendosi  de’ segni  < 
e > , de' quali  abbiamo  stabilito  l’uso  nel  n.°  13 , potremo  scrivere 
i—  2<0, — 5< — 2,  ovvero  0> — 2,  — 2>— 5. 

CAPITOLO  II. 

DEL  CALCOLO  ALGEBRICO. 

— «»— »♦  tow- 

Come  ti  eitendino  alti  quantità  negative  le  operazioni  dell’  aritmetica. 

91.  Le  diverse  operazioni  di  addizioni  di  sottrazione  ecc.  pos- 
sono eseguirsi  sulle  quantità  algebriche  come  sui  numeri,  ma, 
per  le  quantità  letterali,  tali  operazioni  risultano  di  gran  lunga 
differenti  da  quelle  che  si  eseguono  sui  numeri , poiché  i loro 
risultati , non  potendo  essere  che  indicazioni  di  calcoli  a farsi , 
non  presentano  realmente  che  una  trasformazione  delle  opera- 
zioni primitive , in  altre  che  debbon  produrre  gli  stessi  risulta- 
menti.  Le  regole  che  bisogna  seguire  per  effettuare  tali  trasfor- 
mazioni costituiscono  l’ algoritmo  algebrico. 

99*  Se  si  considerano  le  sole  grandezze  positive , le  definizioni 
di  aritmetica  fan  conoscere  con  precisione  l’oggetto  di  ciascuna 
operazione  ; ma  esse  tornano  insufficienti  se  vogliano  applicarsi 
alle  quantità  negative.  Per  esempio  qual  significato  potran  dare 
tali  definizioni  agli  enunciati  come:  aggiungere  — 5,  e — 7,  mol- 
tiplicare-!-5 per — 7,  ecc.  ? e non  è certamente  chiaro  che  si- 
mili espressioni  debbono  essere  rigettate  come  del  tutto  vuote  di 
senso,  a meno  che  non  si  stabilisca  con  nuove  convenzioni  qual 
significato  ci  vogliamo  associare  ? e ciò  passiamo  ora  a fare.  A 
tale  effetto  riprenderemo  ciascuna  delle  quattro  operazioni  ed 
estenderemo , per  quanto  sarà  possibile , la  definizione  di  cia- 
scuna di  esse  ai  novelli  casi  che  si  presenteranno;  e quando  ciò 
non  potrera  fare  stabiliremo  delle  nuove  convenzioni  alle  quali 
questi  casi  danno  luogo. 
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tl<  Addizione.  Questa  operazione,  come  sappiamo  dall’  aritme- 
tica , à per  oggetto , la  ricerca  di  una  quantità  che  uguagli  da 
se  sola  tutte  le  unità , c parti  di  unità , che  sono  in  più  quan- 
tità date.  Taf  definizione  non  può  applicarsi  che  alle  sole  quan- 
tità positive  ; conseguentemente  abbisogna  che  si  stabiliscano 
nuove  convenzioni  per  far  conoscere  qual  debba  essere  l’ addi- 
zione di  due  quantità  come -f- 3 e — 5,  o come  — 3 e 4-5,  o 
anche  come — 3 e — 5.  Or  tutti  questi  diversi  casi,  come  anche 
quello  in  cui  le  due  quantità  fossero  positive , si  posson  compren- 
dere nelle  due  convenzioni  o regole  seguenti  : 

1. °  Per  addizionare  due  quantità  dello  stesso  segno,  si  ad- 
dizionano quest e due  quantità , fatta  astrazione  del  segno  , e si- 
tuando tal  segno  innanzi  la  somma. 

2. °  Per  addizionare  due  quantità  di  segno  contrario,  si  sot- 
trae la  minore  dalla  maggiore , senza  aver  riguardo  al  segno , 
dando  poi  al  resto  il  segno  della  maggiore. 

Dopo  tali  convenzioni  as  remo  immediatamente , 

(4-3)-f-(4-5)=4-8,  ( — 3 ) 4-  ( — 5)= — 8, 

( 4-  3 ) 4-  ( — 5)  = — 2,  ( — 3)-t-(4-5)=-{-2. 

Dove  abbiam  poste  le  parentisi  afTin  di  far  meglio  avvertire  i 
segni  che  appartengono  ai  numeri , c quelli  che  servono  ad  in- 
dicare l’ addizione. 

Giova  osservare  che  dopo  le  stesse  convenzioni  possiam  sem- 
pre invertir  1’  ordine  di  due  quantità  che  si  addizionano  senza  che 
si  cangi  il  risultato. 

Ben  si  vede  che  in  algebra  l’ addizione  non  porta  sempre  seco 
l’ idea  di  aumento.  Non  pertanto , il  nome  di  somma  ò sempre 
usato  per  indicar  il  risultato.  Qualche  volta  vi  si  aggiunge  la  pa- 
rola algebrica , per  distinguerla  dalla  somma  aritmetica  , in  cui 
non  si  considerano  che  le  grandezze  assolute  delle  quantità,  senza 
tener  conto  alcuno  de’  segni  da  cui  esse  sono  affette. 

*4.  Sottrazione.  Questa  operazione , come  in  aritmetica,  può 
considerarsi  come  avente  per  iscopo  la  ricerca  di  una  quantità 
tale , che  aggiungendo  ad  essa  una  data  quantità  , si  riproduca 
un’  altra  quantità  data.  Tal  definizione  ò evidentemente  applica- 
bile a tutti  i casi  che  possono  presentarsi.  Essi  a quattro  si  ri- 
ducono , che  andremo  successivamente  ad  esaminarli. 

1.®  Se  le  due  quantità  son  positive  , e che  si  abbia  a sot- 
trarre dalla  maggiore  la  minore  , rieaderemo  nel  caso  ordinario 
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di  aritmetica , ed  il  resto  dovrà  considerarsi  come  avente  il  se- 
gno-K  Che  se  si  avesse  a sottrarre  la  quantità  maggiore  dalla 
minore,  si  avrà  il  caso  che  dà  origine  alle  quantità  negative  (t») 
ed  in  tal  caso  si  toglierà  anche  la  minore  dalla  maggiore  dando 
però  il  segno  — al  resto.  Così  si  à 

(-+-7)  — (-)- 3)=-|-4  , e (-f-3) — (4-7)= — 4. 

2. ®  Supponiamo  che  da  una  quantità  positiva  si  voglia  sot- 
trarre una  quantità  negativa:  ad  esempio  da-t-3  si  voglia  sot- 
trarre— 7.  Bisogna  che  il  risultato  sia  tale,  che  aggiungendo  ad 
esso — 7,  si  abbia -4  3.  Da  ciò  segue  che  il  risultato  debb’  essere 
positivo;  poiché  se  fosse  negativo,  aggiungendo  ad  esso — 7,  si 
avrebbe  un  numero  negativo.  Di  più,  poiché  per  addizionar  due 
quantità  di  segno  contrario,  bisogna  sottrarre  la  minore  dalla  mag- 
giore , e dare  al  resto  il  segno  della  maggiore  (#•),  così  è chiaro 
che  il  risultato  debba  essere  maggiore  di  7 , e precisamente  uguale 
a 34-7  ovvero  a 10.  Dunque 

( + 3)-(-7)=+10. 

3. ®  Supponiamo  che  da  una  quantità  negativa  si  debba  sot- 
trarre una  quantità  positiva  : ad  esempio , die  da  — 3 si  debba 
sottrarre  4-  7.  Il  risultato  deve  esser  tale , che  aggiungendo  ad 
csso4-7  , si  abbi  — 3.  Ma  la  somma  di  due  quantità  positive  sa- 
rebbe positiva  ; dunque  il  risultato  dovrà  essere  negativo.  Dippiù, 
è chiaro  che , facendo  astrazione  dal  segno  del  risultato , e sot- 
traendone 7 , il  resto  deve  essere  uguale  a 3 ; dunque  questo 
risultato , in  grandezza  assoluta,  è uguale  a 34-7  ovvero  a 10. 
E dando  ad  esso  il  segno — , si  avrà  il  risultato  richiesto — 10. 
Dunque 

( — 3) — (4-7)= — 10. 

• 4.®  Finalmente  passiamo  al  caso , in  cui  le  due  quantità 
sieno  negative.  Supponendo  ad  esempio  che  da  — 3 si  debba 
sottrarre — 7,  osserviamo  che  aggiungendo  — 7 al  risultato  ri- 
chiesto si  debba  avere — 3;  e siccome  7 è maggiore  di  3,  è 
chiaro  che  tal  risultato  debb’  essere  un  numero  positivo  eguale 
all’ eccesso  di  7 su  3.  Dunque 

( — 3) — ( — 7) =4- 4. 

Se , ai  contrario,  da — 7 si  dovesse  sottrarre  — 3,  è chiaro  che 
il  risultato  debb’  essere  negativo , e che  la  sua  grandezza  as- 
soluta è eguale  all’  eccesso  di  7 su  3 ; cioè  die  si  avrebbe , 

( — 7)  — ( — 3)  = — \i 
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Iu  ciascuno  di  questi  quattro  casi  che  abbiamo  percorsi , è da 
osservarsi , che  il  risultato  è sempre  quello  stesso  che  si  otter- 
rebbe aggiungendo  al  primo  numero  il  secondo  con  segno  cam- 
biato; riportandosi  però,  per  tale  addizioni,  alle  convenzioni  del 
n.°  SS  ; quindi  ricaviamo  questa  regola  semplicissima  e facile  a 
ritenersi  : 

La  sottrazione  si  riduce  ad  un’addizione,  nella  quale,  la  quan- 
tità a sottrarre  , presa  con  segno  contrario  , si  aggiunge  all’  altra 
quantità. 

Per  tal  regola  si  avrà 

( — 17)— (—»)  = ( — 17)  + ( + »)s=+-M. 

(-4-14) — ( — 12)={4-14)-+-(-t-14)=-(-26. 

*5.  Moltiplicazione.  Sieno  a e b due  numeri  qualunque,  ab- 
biamo a distinguere  quattro  casi , cioè  : 

+ aX+4,-flX+4,  + flX-i,-aX-4. 

11  primo  caso  è quello  appunto  dell'  aritmetica , poiché  4-  a 
e — 6 valgon  lo  stesso  che  a e b;  e siccome  il  prodotto  di  a 
per  b s’indica  con  ab,  e che  ab  è lo  stesso  che -f- ab , potremo 
scrivere,  mettendo  i segni  in  evidenza ,+«X+i=+a*. 

La  definizione  ordinaria  della  moltiplicazione  può  applicarsi  al 
secondo  caso  ; ma  per  dimostrarlo  più  chiaro  bisogna  esaminare 
successivamente  le  ipotesi  di  b intiero  e di  6 frazionario.  Se  que- 
sto moltiplicatore  b è un’intero,  ad  esempio  3,  ripetendo,  con- 
forme le  regole  dell’addizione  (**),  il  moltiplicando  — n tante 
volte  quante  unità  contengonsi  in  3,  si  avrà — a — a — o ovve- 
ro— 3a:  cioè  che,  per  moltiplicare  una  quantità  negativa  per  un 
numero  intero  e positivo , si  dee  fare  il  prodotto , fatta  astra- 
zione dal  segno , e dare  ad  esso  il  segno — . Da  ciò  ancora  con- 
chiudesi  che , per  dividere  una  quantità  negativa  per  un  numero 
intero  e positivo , basta  prendere  il  quoziente , fatta  astrazion 
de’ segni , e dare  ad  esso  il  segno — . 

Supponiamo,  che  nel  prodotto — ax-4-fc,  il  moltiplicatore  sia 
un  numero  frazionario , ad  esempio  -y.  Per  lo  spirito  della  mol- 
tiplicazione , bisogna  prendere  | del  moltiplicando  ; o , in  altri 
termini , bisogna  dividere  questo  moltiplicando  per  5 , e molti- 
plicar per  7 il  risultato.  Ma  abbiam  dimostrato  che  queste  ope- 
razioni si  debbono  eseguire  senza  aver  riguardo  al  segno — dando 
però  questo  segno  al  risultalo;  dunque — oX+}= — | a.  E 
quindi  qualunque  sia  b si  avrà  sempre — «X+4^  — <di. 
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Negli  altri  due  casi4-«*X— b,  e — aX — b,  il  moltiplicatore 
è sempre  negativo.  Or , per  la  definizione  della  moltiplicazione , 
dovendosi  il  podotto  comporre  per  mezzo  del  moltiplicando,  come 
il  moltiplicatore  si  compone  con  l’unità,  non  si  addimostra  adatto 
come  si  possa  tener  conto  del  segno  — di  che  è afletto  il  mol- 
tiplicatore , e sotto  tal  rapporto  riesce  insufficiente.  Per  correg- 
gere questo  difetto,  osserveremo  che  nel  caso  in  cui  il  moltipli- 
catore è positivo , il  segno  del  moltiplicando  resta  lo  stesso  nel 
prodotto  ; che  perciò  siam  condotti  naturalmente  ad  aggiungere, 
come  complemento  alla  definizione , questa  nuova  convenzione 
che  , nel  coito  in  cui  il  moltiplicatore  è negativo  , bisogna  far  la 
moltiplicazione  come  se  fosse  positivo  , ed  indi  cambiar  di  segno 
il  prodotto.  Da  ciò  conchiudiamo  immediatamente  che  si  debba 
avere  +ax — 6= — ab,  e — aX — b = -h  ab. 

1 differenti  casi  che  abbiamo  finora  discussi  possono  riassu- 
mersi nella  seguente  regola  : 

Per  moltiplicare  due  quantità  tra  loro , qualunque  sieno  i loro 
segni,  se  ne  farà  il  prodotto,  fatta  daprima  astrazion  de’ segni, 
e dando  in  seguito  al  prodotto  il  segno  quando  i due  fattori  son 
dello  stesso  segno,  ed  il  segno — quando  fossero  di  segno  diverso. 

La  regola  de’  segni  suol  anche  comunemente  esporsi  per  queste 
espressioni  abbreviate  : 

4-  per  4-  da  4- , — per  da  — , 

4-  per — da — , — per  — da  4-. 

E qui  è da  osservarsi  che  , cambiando  i segni  ad  un  fattore  il 
prodotto  cambia  segno  , c che  cambiando  i segni  de’  due  fattori, 
il  seguo  del  prodotto  resta  lo  stesso.  È da  osservarsi  ancora  che 
il  prodotto  non  cangia  con  l’ invertire  l’ordine  de’ due  fattori. 

*•.  Divisione.  La  definizione  comunemente  data  della  divisione 
si  adatta  perfettamente  all'  algebra.  È sempre  il  suo  Oggetto  la 
ricerca  di  uno  de’ fattori  di  un  dato  prodotto,  quando  si  conosca 
1’  altro  fattore  ; e quindi , moltiplicando  il  quoziente  ed  il  divi- 
sore tra  loro , dovrà  sempre  riprodursi  il  dividendo. 

Primieramente  è chiaro  che  facendo  la  divisione  senza  aver  ri- 
guardo ai  segni , si  avrà  il  quoziente  fatta  astrazion  dal  segno  che 
debbo  avere.  Resta  adunque  a determinare  qual  debbe  essere  que- 
sto segno. 

Quando  il  dividendo  ed  il  divisore  son  dello  stesso  segno , dorrà 
il  quoziente  avere  il  segno  4-  ; poiché  se  avesse  il  segno  — , il 
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prodotto  del  divisore  pel  quoziente  sarebbe  di  segno  contrario  al 
divisore , c quindi  anche  di  segno  contrario  al  dividendo. 

Ma  quando  il  dividendo  ed  il  divisore  son  di  segno  contrario, 
il  quoziente  avrà  il  segno  — ; poiché  se  avesse  il  segno  + il  pro- 
dotto del  divisore  pel  quoziente  sarebbe  dello  stesso  segno  del 
divisore,  e quindi  non  potrebbe  riprodurre  il  segno  del  dividendo. 

Da  ciò  potrà  conchiudersi  che  se  a c b son  due  grandezze  as- 
solute , il  cui  quoziente  venga  indicato  per  c , si  debba  avere 


■+■  a 
-e  b 


e. 


Addizione  e sottrazione  de’  monomi. 


*T.  Chiamiamo  a e b due  grandezze  positive.  L’addizione  per 
rispetto  ai  segni  da  cui  queste  quantità  possono  essere  affette , 
può  dar  luogo  alle  quattro  espressioni  : 

[1]  (+«)+(-+.ò),(+0)+(_6),(_fl)+(4-ò),(-a)+M). 

Finché  le  lettere  a e b non  prendono  valori  particolari , sarà 
del  tutto  impossibile  ridurre  queste  espressioni  ad  un  sol  termi- 
ne; ma  potranno  almeno  semplificarsi  liberandole  dalle  parentesi 
e da  più  segni  inutili. 

Primieramente  le  parentesi  non  servono  che  a metter  vie  me- 
glio sott’ occhio  il  segno  proprio  di  ciascuna  delle  quantità  che 
si  addizionano  , cosicché  non  son  esse  essenzialmente  necessarie, 
e potranno  quindi  sopprimersi.  Di  più , poiché  a c b valgon  lo 
stesso  che  -t-a  e -hb,  potrem  togliere  il  segno situato  nelle 
parentisi.  Per  tal  modo  le  quattro  espressioni  precedenti  divengono 

o-f- ò,  a ~( b , — a-\-b,  — o-l 6. 

Ma  sonvi  in  esse  ancora  de’ doppi  segni  che  possonsi  evitare.  In 
efletti , per  la  regola  della  sottrazione  (**) , 1’ addizione  di — b 
con  una  quantità  qualunque  si  riduce  a sottrarre  b da  tal  quan- 
tità ; e quindi,  in  luogo  di  -j b,  potrà  scriversi  — b,  ed  al- 

lora l’ espressioni  [1]  si  riducono  alle  seguenti  forme,  che  sono 
le  più  semplici  che  posson  prendere , 

o-f-fc,  a — b , — a+b , — a — b. 

Dunque  potrem  conchiudere  la  regola  generale  che:  l’addizione 
di  due  monomi  si  riduce  a situarli  l'  un  dopo  l'  altro  senza  cam- 
biare i loro  segni. 

Per  conseguenza  immediata  , stantecchè  la  sottrazione  è un’  ad- 
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dizione  in  cui  la  quantità  a sottrarre  è presa  con  segno  con- 
trario (•4),  potrà  conchiudersi  die , nella  sottrazione  la  quantità 
a sottrarsi  presa  con  segno  contrario  si  debba  situare  dopo  la  quan- 
tità da  cui  dece  esser  sottratta. 

*8.  Le  due  regole  precedenti  s’ applicano  immediatamente  al- 
1’  addizione  c sottrazione  di  un  numero  qualunque  di  monomi , 
qualunque  siano  i loro  segni.  Cosi  se  da  — 2 a*  si  voglia  sot- 
trarre — 3a*  b , e che  al  resto  si  debba  aggiungere  5 ab*  e — b‘ , 
si  scriveranno  queste  quantità  le  une  dopo  1’  altre  , avendo  cura 
di  restar  gli  stessi  i segni  delle  quantità  che  debbonsi  aggiunge- 
re , e di  cambiarli  a quelle  che  si  debbon  sottrarre.  In  tal  modo 
s’  avrà  per  risultato  il  polinomio 

— 2<j5  + 3 a*b  -+-  !iab'  — 6*. 

99.  Può  talvolta  accadere  che  tra  i monomi  ve  ne  siano  dei  si- 
mili (A4).  In  tal  caso,  il  polinomio  risultante  avrà  anche  esso 
dei  termini  simili , che  passiamo  a dimostrare  potersi  sempre 
rimpiazzare  con  un  sol  termine  ; il  che  dicesi  riduzione. 

Non  v’  à affatto  difficoltà  quando  tutti  i termini  son  dello  stesso 
segno  ; cosi  si  à evidentemente 

2a*  -+-la*'-t-3a*  = 9a*,  e — 2 a2  — 4 a*  — 3a*  = — 9a*. 

In  ciascun  di  questi  esempi  non  abbiamo  addizionate  che  quan- 
tità dello  stesso  segno  , conseguentemente  la  prima  regola  del 
n.°  88  dà  immediatamente  tali  riduzioni. 

Per  rinvenire  la  regola  da  tenersi  quando  i termini  simili  sieno 
sparsi  in  un  polinomio,  ci  awaleremo  d’ un’ osservazione  di  un  uso 
quasi  continuo  ; cioè  che  il  valore  di  un  polinomio  resta  sempre 
lo  stesso , qualunque  sia  l’ ordine  dei  suoi  termini , purché  cia- 
scun d’esso  resti  sempre  preceduto  dallo  stesso  segno. 

In  effetti , essendo  dato  un  polinomio  qualunque  , immaginia- 
mo che  si  sia  scritto  , come  formante  due  somme  separate  , 
l’una  di  tutti  i termini  positivi , e l’altra  di  tutti  i negativi.  Esa- 
minando con  attenzione  ciascuna  delle  addizioni  e sottrazioni  in- 
dicate nel  polinomio  dato,  si  comprenderà  assai  Itene  che  que- 
ste operazioni  successive  si  riducono  ora  a sottrarre  , una  parte 
della  seconda  somma  , da  una  parte  della  prima  ; ora  a sottrarre, 
ima  parte  della  prima , da  una  della  seconda.  Da  ciò  è evidente 
che  il  risultato  definitivo  debbe  essere  eguale  all’ eccesso  della 
somma  maggiore  sulla  minore,  e debbe  avere  il  segno  della  mag- 
giore ; or  essendo  le  due  somme  le  stesse , qualunque  sia  l’ or- 
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dine  de’  termini  del  polinomio , potrem  conci  mule  re  che  l’ ordine 
di  questi  termini  può  invertirsi  a piacere  „ senza  che  il  valore  del 
polinomio  venga  alterato. 

Ciò  posto , supponiamo  che  il  polinomio  dato  abbia  de’  tcrmiui 
simili  ; ad  esempio  supponiamo  che  sia 

— 8/^-t-7o»-(-3ò3  — 9a*A — 5A*-f-aA*-t-dA*. 

Potranno  cambiarsi  di  posto  i quattro  termini  simili  — 8A* , -f-  3A\ 

— 5AJ,  -+-4A*  e ravvicinarsi  come  segue  . 

3ò» -+- — 8ò*  — 5òJ  •+•  7a>  — 9a*6  + ai* . 

Allora  osserviamo  che  i termini  positivi  3A*-f-4A3  possono  rim- 
piazzarsi da  un  solo,  -t-7A3;  e che  anche  i termini  negativi 

— 8 A3  — 5A3  possono  venir  rimpiazzati  da  un  sol  termine  — 13A*; 
e quindi  i quattro  termini  simili  saranno  già  ridotti  a due-t-7A* 

— 13A3.  Ma  questi  due  anche  essi  posson  ridursi  ad  un  solo — GA*; 
quindi , ponendolo  all’  ultimo  posto , il  polinomio  semplificato  sarà 

7a3  — 9a*A  •+-  aA» — 6A*. 

In  generale  , più  termini  simili  potranno  sempre  ridursi  ad  uh 
solo;  ed  il  sito  coefficiente  sarà  la  differenza  tra  la  somma  de’  coef- 
ficienti de’ termini  preceduti  dal  segno  -+-  e la  somma  dei  coeffi- 
cienti di  quelli  preceduti  dal  segno — ; ed  il  suo  segno  sarà  quello 
dei  coefficienti  la  cui  somma  è maggiore. 

Nell’  applicazione  di  questa  regola  non  bisogna  dimenticarsi  che 
il  primo  termine  quando  non  à segno  si  ritiene  avere  il  se- 
gno-t-,  ed  i termini  senza  coefficienti  avere  per  coefficiente  1. 

30.  Osservazione.  Quantunque  l’ ordine  de’ termini  sia  indiffe- 
rente , tutta  volta  quasi  sempre  si  dispongono  di  maniera  che  gli 
esponenti  di  una  stessa  lettera  vadano  crescendo  o diminuendo  ; 
e ciò  diccsi  ordinare.  Il  polinomio  precedente  è ordinato  per  rap- 
porto alle  potenze  decrescenti  di  a e per  rapporto  ancora  alle  po- 
tenze crescenti  di  A. 

Addizione  s sottrattone  de’  polinomi. 

31.  Se  ad  a— A si  debba  aggiungere  c-t-d  — e,  per  indicar 
quest’  addizione  si  chiuderà  in  parentesi  la  seconda  quantità  , « 
si  scriverà 

a — 6 -+-  ( c -+-  ti  — e)  ; 

ma  noi  passiamo  a dimostrare  che  le  parentesi  posson  sopprimersi 
Supponiamo  per  un  momento  che  nel  secondo  polinomio  c+d — e 
Lez.  di  Alg.  3 
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siensi  effettui  te  le  operazioni  indicate,  e che  il  risultato  sia  una 
quantità  positiva  4~P.  Addizionando  -1-P  con  a — A,  si  avrà 
a — A-t-P;  c potrà  cambiarsi  l’ordine  dei  termini,  e scriversi 
-+-P-4-H — b.  Or  si  vede  che  l’addizione  di  a e la  sottrazione 
di  b vengon  dopo  le  operazioni  che  danno  -4-  P ; quindi  potrà  ri- 
mettersi , in  vece  di  -1-P,  il  polinomio  c-\~d — e,  ed  allora  si 
avrà  c + d — e 4- a — b.  Finalmente  trasportando  all’ultimo  posto 
i termini  provenienti  da  -f-P , si  avrà 

a — b-t-c-i-d — e. 

Se  il  secondo  polinomio  fosse  eguale  ad  una  quantità  negativa 
— P , mettendo  sempre  — P in  luogo  di  4~  P , con  ragionamenti 
affatto  simili  si  arriverebbe  allo  stesso  risultato  ; dove  i termini 
dei  due  polinomi  si  trovano  scritti  , con  i loro  segni , gli  uni 
dopo  gli  altri  ; e siccome  l’ istesso  accade  per  qualunque  sieno  i 
polinomi  da  addizionarsi , potrem  conchiudere  questa  regola  : 
Per  addizionare  dei  polinomi,  basta  scriverli  l’un  dopo  l’altro 
conservando  gli  stessi  segni  in  tutti  i loro  termini. 

Dopo  aver  applicata  questa  regola , non  bisogna  trascurare  di 
fare  la  riduzione  dei  termini  simili , se  ve  ne  sono.  Per  agevolar 
questa  riduzione , assai  sovente  si  ordinano  i polinomi  rispetto 
ad  una  lettera , e si  scrivono  l’ un  sotto  l’ altro  ; ed  allora  la  ri- 
duzione immediatamente  si  elTettuisce.  Eccone  un  esempio 

8 a*  — iab  — 2A«— * 
Polinomi  da  addizionarsi....  ' — a*-\-\ab  4-  7c*4-2 

{ ab  4-2  A*  4-  ic»4-j 

Somma 7oa — ^aA  4-llc*4-v 

3*.  Passiamo  ora  alla  sottrazione.  Per  indicare  che  da  a — A 
si  debba  sottrarre  e 4 -d  — e,  si  scrive 

a — A — (c4-d — «)’, 

e per  arrivare  ad  un’  espressione  libera  di  parentesi  si  ragionerà 
come  segue  : 

Per  ciò  che  si  è detto  al  n.*  *4 , la  sottrazione  si  riduce  ad 
un’addizione  nella  quale  la  quantità  a sottrarsi  ò presa  con  segno 
contrario.  Or  il  valor  di  un  polinomio  è uguale  alla  differenza 
che  esiste  tra  la  somma  de’  suoi  termini  positivi  e quella  de’  suoi 
termini  negativi  ; ed  il  segno  di  tal  valore  è quello  della  mag- 
giore delle  due  somme  : dunque  cambiando  nel  polinomio  tutti 
i 4-  in  — , e tutti  i — in  4-  , dovrà  tal  valore  cambiar  di  se- 
gno. Da  ciò  segue  che , per  sottrarre  un  polinomio  da  una  quan- 
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tità  qualunque  , basta  cambiar  di  seguo  tutti  i suoi  termini , e 
addizionarlo  a tal  quantità.  Ma  , nell’  addizione , i polinomi  da 
addizionarsi  si  pongono  gli  uni  dopo  gli  altri  ritenendo  ne’  loro 
termini  gli  stessi  segni  ; dunque  , 

Per  sottrarre  un  polinomio , basta  dopo  aver  cambiati  i segni 
a tutti  i suoi  termini , scriverlo  dopo  la  ipiantità  da  cui  deve  esser 
sottratto. 

Può  ancora  dimostrarsi  questa  regola  provando  che , aggiun- 
gendo al  risultato  il  polinomio  da  sottrarsi , si  riproduca  la  quan- 
tità da  cui  dovea  sottrarsi.  In  effetti,  per  eseguire  questa  addi- 
zione , si  scriveranno  dopo  il  risultato  i termini  di  questo  poli- 
nomio con  i loro  segni  ; ma  questi  termini  trovandosi  tutti  nel 
risultato , con  segni  coutrari , è chiaro  che  si  distruggeranno  , 
e che  dopo  la  riduzione  non  resteranno  più  che  quelli  che  com- 
pongono la  quantità  su  cui  la  sottrazione  dovea  eseguirsi. 

Ecco  un  esempio  di  sottrazione  : 

Sottrarre  da  9 a*  — 3 ab  -+■  2 h%  -4- 1 br. 

Il  polinomio ba*-+-4aò — 3 ò* — jbc 

ni  • j . ( 9a*  — — —f—  2ò*  — t—  I bc 

Resto  prima  della  riduzione.  1 . , ' , ■ 

v (—  ba* — M-hJb'-hibc 

Dopo  la  riduzione 4a* — 7ab  -+-  t>ò*  -+-  J bc. 


Moltiplicazione  dei  monomi. 

SS.  Per  indicar  successive  moltiplicazioni , è convenzione  sta- 
bilita (8)  di  scrivere  i fattori  l’ un  dopo  l’ altro , separandoli  col 
segno  X , o con  un  punto , o anche  senza  alcun  segno , quando 
non  possa  nascerne  ambiguità.  Ad  esempio , dovendosi  moltipli- 
care a’b  per  c,  ed  il  prodotto  per  d*,  si  scriverà  a*hXcXd*, 
o a*b  • c - d*  , o semplicemente  a*bcd *. 

Se  dovesse  moltiplicarsi  a*  per  un  numero , come  3 , o f , 
questo  numero  diverrebbe  il  coefficiente  di  «*,  e si  scriverebbe 
3a* , o fa*. 

Per  indicar  la  moltiplicazione  di  a*b  per  ed* , si  scriverà  indif- 
ferentemente a'b  x ed* , o a*b  ■ cd * ; ma  non  dovrà  affatto  sop- 
primersi il  segno,  poiché  allora  si  avrebbe  l’ espressione  a*bcd*, 
la  quale  significa  che  a*b  è moltiplicato  per  c , c che  il  prodotto 
a*bc  è moltiplicato  per  d* , e non  è affatto  questo  ciò  che  volea 
indicarsi.  Per  verità  le  due  espressioni  a*bx.cd*,  c a'bcd*  sono 
equivalenti , ina  bisogna  dimostrarlo , e ciò  passiamo  a fare  ri- 
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cordandoci  che , per  un  principio  dimostrato  in  aritmetica , può 
moltiplicarsi  una  quantità  per  un  prodotto  di  più  fattori,  molti- 
plicando questa  quantità  successivamente  per  ciascuno  di  essi  (“). 

84.  Faremo  d’  ora  innanzi  astrazione  dai  segni  essendosi  già 
stabilite  per  essi  le  regole  al  n.°  88.  Sietio  primieramente  due 
quantità  a*  ed  a*.  Per  la  definizione  dell’  esponente , a*  ed  a* 
sono  lo  stesso  che  aa  ed  aaa  , dunque  a*XnJ  = aaXaaa.  Or 
pel  principio  poco  fa  richiamato,  dovrà  aversi  aaX<iaa=aaaaa; 
dunque 

a2Xa*=a*. 

Prendendo  altri  esponenti  ò chiaro  che  bisognerebbe  sempre 
aggiungerli  per  aver  l’ esponente  del  prodotto  ; quindi , in  gene- 
rale : quando  si  moltiplicano  tra  loro  delle  jx>ten:e  di  una  stessa 
quantità , si  dee  dar  a questa  un  esponente  eguale  alla  somma 
di  quelli  de’  suoi  fattori. 

Una  lettera  senza  esponente  dee  riguardarsi  come  avente  per 
esponente  l’unità:  così  si  à a1xa  = a *. 

8 A.  Consideriamo  ora  de’  monomi  qualunque.  Sia  ad  effettuarsi 
il  prodotto 

3a*6‘cX7a*ed*. 

I due  monomi  potranno  scriversi  così,  3 Xa'X^Xe,  e 
7 Xo’XcXd1;  e quindi,  pel  principio  innanzi  detto  sarà  il  loro 
prodotto 

3Xa«x64XcX7Xa5XeXò* 

Cambiando  l’ordine  dei  fattori  avremo 

3x7Xa*Xfl'X4*XcXcX<i*. 

Or  in  vece  di  3x7  potrà  mettersi  21  ; in  luogo  di  due  fattori 
successivi  a*  ed  a5 , potrà  mettersi  il  loro  prodotto  , che , per 
la  regola  precedentemente  trovata , ò as  ; in  vece  dei  due  fattori 
uguali  a c , si  metterà  il  loro  prodotto  c2  ; e i fattori  64  e dl 
resteranno  nel  prodotto  senza  alcuna  alterazione  gli  stessi.  Per 
tal  modo  si  avrà 

3a2b*c  X 7a,cd* = 2 1 a*blc2d2. 

Ragionamenti  affatto  simili  potranno  farsi  su  monomi  qua- 
lunque ; quindi , fatta  astrazion  dal  segno , il  prodotto  di  due 
monomi  ti  otterrà  moltiplicando  i coefficienti  tra  loro , dando  a 
ciascuna  lettera  comune  ai  due  monomi  un’  esponente  uguale  alla 

(*)  Sia  m una  quantità  che  si  debba  moltiplicare  pel  prodotto  abe.  Poi- 
ché un  prodotto  non  cambia  , qualunque  sia  1*  ordine  dei  fattori , si  avrà 
m x abe zz  abem  ss  mabe  : questo  è il  principio  di  cui  si  tratta. 
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sommo  di  quelli  da  cui  essa  l affetta  in  questi  mommi , e pren- 
dendo le  altre  lettere  senza  cambiar  i loro  esjtonenti. 

Combinando  questa  regola  con  quella  dei  segni  stabilita  al 
n.®  88 , si  troverà  immediatamente 

— 7«%/*X  13a36*c=  — Dla’ft’eri* , 

— fo6*c  X—  ;-o»c=-t-  y,a’ù*ca. 

Moltiplicazione  de'  polinomi. 

80.  Se  si  anno  dei  polinomi  come  2 a — b,  e a*  — ab-+-  2.  c 
die  si  voglia  indicare  il  loro  prodotto , si  dovrà  far  uso  delle  di- 
verse specie  di  parentesi,  e scrivere 

(2a — b)[a* — aà-t-2),  o [2a — 6][a* — aà-t-2]. 
Talvolta  ancora,  ma  più  di  rado,  si  adoperano  delie  linee  come 
qui  appresso: 

a* — aé  -t-  2 X 2« — b. 

3».  Per  effettuare  simili  moltiplicazioni , ragioneremo  da  prima 
come  se  le  sottrazioni  indicate  ne’  polinomi  non  dovessero  giam- 
mai introdurre  quantità  negative  ; ed  indi  dimostreremo  che  la 
regola  ritrovata  per  tale  ipotesi , si  estende  a tutti  i casi. 

Supponiamo  primieramente  che  un  sol  fattore  sia  polinomio , 
come  nell’  espressione  : 

(a-t-6  — c)x  m 

Se  si  avesse  semplicemente  a moltiplicare  a,  per  m il  prodotto 
sarebbe  am.  Ma  dovendosi  moltiplicare  per  in,  a -h  b , è evidente 
che  il  prodotto  si  avrà  prendendo  separatamente  m volte  la  quan- 
tità a , m volte  la  quantità  b , e addizionando  i due  prodotti  : or 
questi  prodotti  parziali  sono  espressi  da  «m , e bm  ; dunque  sarà 
(a-t-à)Xwi  = anH-àw.  Ma  essendo  a-\-b — c il  moltiplicando, 
e quindi  la  quantità  a +6  essendo  diminuita  di  c,  ne  segue, 
che  moltiplicando  a-\-b  per  ni  si  debba  avere  un  prodotto  mag- 
giore di  m volte  c ; e quindi  da  tal  prodotto,  che  è am  + bm , bi- 
sogna sottrarre  quello  di  c per  m che  è cm  ; dunque  finalmente 
(a-hb — c)Xin=am+bm  — cm. 

Per  quanti  siano  di  numero  i termini  del  polinomio  , è chiaro 
che  nel  prodotto  ciascun  d’essi  si  trova  moltiplicato  per  m,  ri- 
tenendo lo  stesso  segno  che  avca  nel  polinomio. 

Supponiamo  ora  il  moltiplicando  ed  il  moltiplicatore,  polinomi; 
ad  esempio  si  abbi 

(«-+-*  — c )x(m  — n -*-/)). 

Immaginiamo  che  siansi  effettuate  le  operazioni  indicate  nel  poli- 
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■tornio  a-+-b — c,  « che  si  abbi  per  risultato  T.  Il  prodotto  ad 
effettuarsi  addiverrà  Tx(m — Allora,  l’un  de’ fattori 
essendo  monomio , por  ciò  che  abbiamo  or  ora  detto , si  avrà 
(a-{-b — c)x(m — =Tx(m — n-t-p)  = Tm  — Tn-+-Tp. 

Poiché  T esprime  il  valore  del  polinomio  a-hb — c , Tm  egua- 
glia il  prodotto  di  a-\-b — c per  m ; e perciò  che  precede,  tal 
prodotto  sarà  am-\-bm — cm. 

Similmente  T»  uguaglia  il  prodotto  di  a + b — c per  n,  che 
b nn-\-bn — cn. 

E per  la  stessa  ragiono  T p uguaglia  il  prodotto  di  o-f-ò — c 
per  p ovvero  ap-\-bp  — cp. 

Or  da  T m dee  sottrarsi  Tn,  ed  indi  aggiungere  Tp ; dunque, 
dopo  i termini  del  primo  prodotto , dovranno  scriversi  tutti  quelli 
del  secondo , con  segni  contrari , (•*) , e tutti  quelli  del  terzo 
con  gli  stessi  loro  segui  (SI).  Conseguentemente  si  avrà 
( a -{-b  — c ) X ( »»  — n -f- p ) = 4- firn -|- àm  — cm 

— an  — bn  -)-cn 
-t-  «p4-òp  — cp. 

Da  ciò  ricaviamo  la  seguente  regola  : Per  effettuirc  la  molti- 
plicazione ile’ polinomi , si  moltiplicano  successivamente  tutti  » ter- 
mini del  moltiplicando  per  ciascun  termine  del  moltiplicatore  , 
avendo  cura  di  restar  gli  stessi  tulli  i segni  del  moltiplicando  , 
quando  il  termine  del  moltiplicatore  à il  segno  -+-,  e di  cambiarli, 
quando  à il  segno  — . 

Se  ne’  due  polinomi  si  considerino  tutti  i termini  , presi  coi 
loro  segni , conte  monomi  isolati , e si  moltiplichino  successiva- 
mente , tutti  i termini  del  moltiplicando  per  ciascun  termine  del 
moltiplicatore,  e si  aggiungano  in  seguito  tutti  i prodotti,  è chiaro 
che  si  avrà  lo  stesso  risultato  che  per  la  regola  precedente. 

È necessario  ora  dimostrare  che  questa  regola  convenga  a 
tutti  i casi  ; ma  facciamo  da  prima  , due  osservazioni. 

La  prima  si  è , che  comunque  s’ inverla  1'  ordine  de’  termini 
ne'  due  polinomi  , il  risultato  che  trovasi  applicando  loro  questa 
regola  non  cambia  valore.  In  etTetti , per  questa  regola  istessa, 
egli  è chiaro  che  il  risidtato  conterrà  sempre  gli  stessi  termiui; 
solamente  saranno  in  un’  ordine  differente , il  che  non  altera  il 
suo  valore. 

La  seconda  osservazione  si  è , che  cambiando  tutti  i segni  ad 
mio  dei  polinomi , i termini  del  risultato  cambieranno  segno , e 
quindi  il  valore  espresso  da  tal  risultato  cambierà  egualmente.  A 
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ciò  aggiungeremo  clic  , se  si  mutassero  anche  i segni  dell’  altro 
polinomio,  i termini  del  risultato  non  sarebbero  affatto  alterali; 
poiché  dopo  il  primo  cambiamento  dovrebbero  essi  subirne  un  se- 
condo, che  verrebbe  a ristabilire  il  risultato  qual’ era  da  principio. 

Ciò  posto , chiamiamo  V l’ insieme  dei  termini  che  s’  ottiene 
applicando  la  regola  a due  polinomi  qualunque,  e passiamo  a di- 
mostrare che  il  prodotto  di  questi  polinomi  è sempre  uguale  a V. 
Supponiamo  da  prima  che  questi  polinomi  àbbian  valori  positivi, 
ma  che  facendo  le  addizioni  e le  sottrazioni  che  sonvi  indicate , 
si  debba  passare  per  delle  quantità  negative  prima  d’ arrivare  al- 
1’  ultima  operazione.  Potendo  invertirsi  1’  ordine  dei  termini  d’  un 
polinomio  senza  che  il  suo  valore  si  cambi , scriveremo  in  cia- 
scun fattore  prima  tutti  i termini  positivi , e dopo  tutti  quelli 
negativi  : allora  la  difficoltà  di  cui  si  tratta  sparisce , c la  regola 
precedente  farà  trovare  il  prodotto  richiesto.  Or , per  la  nostra 
prima  osservazione , tal  prodotto  è uguale  a V. 

Supponiamo  ora  che  uno  de’ due  polinomi  abbia  un  valore  ne- 
gativo , il  che  avviene  quando  la  somma  dei  suoi  termini  nega- 
tivi , supera  quella  de’ suoi  termini  positivi.  Cambiando  i segni  a 
tutti  i suoi  termini  il  valore  di  questo  polinomio  diverrà  positivo, 
senza  alcun’  altra  alterazione  ; allora  potrà  applicarsi  la  regola  , 
e , per  la  seconda  osservazione , si  avrà  un  prodotto  di  segno 
contrario  a V.  Ma  poiché  si  è preso  positivamente  un  fattor  che 
dovea  esser  negativo  tal  prodotto  deve  essere  di  segno  contrario 
al  prodotto  cercato  (**);  e quindi  V è il  prodotto  richiesto. 

Finalmente , se  i due  polinomi  ànno  valori  negativi , si  cam- 
bieranno i segni  a tutti  i loro  termini , il  che  darà  due  polinomi, 
i cui  valori  saran  positivi , e il  cui  prodotto  si  avrà  per  la  regola 
del  numero  precedente.  Per  la  seconda  osservazione,  tal  prodotto 
avrà  gli  stessi  termini  che  V ; ma  i valori  de’ due  fattori  avendo 
cambiato  segno , il  loro  prodotto  non  à dovuto  affatto  cangiarlo; 
e quindi  anche  V sarà  il  prodotto  richiesto. 

»».  Per  maggior  faciltà  tornerà  vantaggioso  d’ ordinare  i poli- 
nomi. Un’esempio  farà  chiaro  come  si  disponga  l’operazione. 


Moltiplicando 3os — 5 a*b — \al » 

Moltiplicatore....  — 2n* — 3 ab  -f-ò* 


— 6oJ  -+- 10  o‘ò  -+-  «’i* 

— 9alb  -+-  lo«3òa  + { <fb* 

-h  ffa'ò*  — 5a*é’ — gab* 

Prodotto — 6a»-4-  a«6  -+- 19  a’b*  — J a‘b>  — ì«/7‘T 
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La  prima  linea  de’  prodotti  parziali  risulta  dalla  moltiplicazione 

di  tutti  i termini  del  moltiplicando  per  il  primo  termine  — 2 u” 
del  moltiplicatore.  I segni  del  moltiplicando  si  son  cambiati  poi- 
ché questo  termine  à il  segno — . 

La  seconda  linea  de’ prodotti  parziali  risulta  dalla  moltiplica- 
zione dei  termini  del  moltiplicando  pel  secondo  termine  — •iati 
del  moltiplicatore  ; e si  son  dovuti  ancora  cambiar  tutti  i segni  del 

moltiplicando.  • 

La  terza  linea  de’  prodotti  parziali  comprende  i prodotti  di  tutti 
i termini  del  moltiplicando  pel  terzo  termine  -4-6*  del  moltipli- 
catore ; ed  avendo  questo  termine  il  segno  -+■ , son  rimasti  gli 
stessi  i segni  del  moltiplicando. 

Finalmente , facendo  le  riduzioni  fra  tutti  questi  prodotti , si 
sostituirà  -t-a*6  a +100*6  — 9a*6 , -+-  19a’6*  a aJ6*  -4-  15as6» 
-f-3a56*,  c — i a.%b*  a — 5a*6*.  Cosi  il  prodotto  cer- 

cato sarà  qual  di  sopra  si  è scritto. 

40.  Quando  si  vogliano  ordinare  de’  polinomi  per  rapporto  ad 
una  lettera,  può  succedere  che  vi  sieno  più  termini  in  cui  que- 
sta lettera  sia  affetta  dallo  stesso  esponente.  In  tal  caso  si  ordi- 
neranno questi  termini  tra  loro  per  rapporto  ad  un’altra  lettera, 
come  si  osserva  nel  polinomio  or* — ar*-4-a®x — ax — a.  Con- 
tiene esso  due  termini  in  x * che  si  sono  ordinati  tra  loro  per 
rapporto  ad  a , e due  termini  in  x * ordinati  similmente. 

Ma  il  più  dello  volte  soglionsi  riunire  i termini  che  contengono 
una  stessa  potenza  di  x in  un  prodotto  di  cui  questa  potenza  sia 
un  fattore.  Così,  osservando  che  il  prodotto  (a — l)j;*=ar® — i*, 
che  (a*  — a )x=zalx  — ax  ; il  polinomio  di  sopra  potrà  scriversi 
sotto  questa  forma:  (a — l)x®-f-(a* — a)x  — a. 

Per  offrir  1’  esempio  d’una  moltiplicazione  in  cui  s’adoperi  que- 
sta seconda  maniera  d’  ordinare  , prenderemo  il  seguente  : 

(a  — l)z:,  + (a*  — a ) zr — a 
(a  +1  )jc® — a*x 

(n*  — l)a;*  + (a’  — a )xJ — (a*  + a ).r* 

— (a3  — a*  ) x3  — (a*  — a3  ) x*  -4-  a3x 
(a*  — 1 )ar4,+  (a*  — a )x3  — (a* — a3  -f-  a*  -4-  a ) x% •+■  a3x. 

Si  considerano  in  ciascun  polinomio  tutti  i termini  che  conten- 
gono ima  stessa  potenza  di  x come  formanti  un  sol  termine,  e 
si  segue  la  regola  generale  del  n.°  39.  Ma  allora,  tra  le  opera- 
zioni parziali , soavi  delle  moltiplicazioni  de’  polinomi.  Cosi , per 
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moltiplicare  il  moltiplicando  per  (a 4-1  ) x* , che  è la  prima  parte 
del  moltiplicatore  , dovrà  moltiplicarsi  a — 1 , n* — a,  e — a per 
a-t-  1.  Si  trova  che  questi  prodotti  sono  a* — 1 , a1 — a, — (a*-Hi), 
e che  son  essi  quelli , che  nella  prima  linea  di  prodotti  parziali, 
son  situati  innanzi  le  potenze  x* , x’,  x*;  similmente  è formata 
la  seconda  linea.  I principianti  debbono  aver  somma  cura , anzi 
ogni  altro  , di  non  commettere  errore  ne’  segni. 

41.  Mercè  la  moltiplicazione  si  dimostrano  più  proposizioni  di 
un  uso  frequente.  Esequiamo  le  moltiplicazioni  seguenti  : 
a-hb  a — b a-f -b 

a-t-b  n — b a — b 

a%-\-ab  a*  — ab  a* -{-ab 

+ ni-t-i*  — ab-\-b*  — ab — b* 

a*-{-2ab-hb,‘,  a * — 2 aò-f-i»,  a*  — 6*. 

Il  primo  prodotto  è il  quadrato  di  a-\-b  ; e potendo  neh  rap- 
presentar quantità  qualunque  , potrà  conchiudersi  che  il  quotimi» 
della  forum  a di  due  quantità  , contiene  il  quadrato  della  prima  , 
più  due  volte  il  prodotto  della  prima  per  la  feconda  , più  il  qua- 
drato della  feconda. 

Similmente  la  seconda  moltiplicazione  dimostra  che  il  quadrato 
della  differenza  di  due  quantità  è uguale  al  quadrato  della  prima , 
meno  due  volte  il  prodotto  delle  due  quantità , più  il  quadrato  della 
feconda. 

Finalmente  dalla  terza  moltiplicazione  risulta  che  il  prodotto 
della  tomma  di  due  quantità  per  la  loro  differenza  è uguale  albi 
differenza  dei  quadrati  di  quelite  due  quantità. 

Moltiplicando  il  quadrato  di  a-f-ò  per  a-t-à  si  troverebbe  come 
è composto  il  cubo  della  somma  di  due  quantità.  Moltiplicando 
il  cubo  per  n-l-à  , si  verrebbe  a conoscere  di  quali  parti  si  com- 
pone la  quarta  potenza  , e cosi  in  seguito. 

4*.  Queste  proposizioni  posson  sovente  abbreviar  i calcoli.  Sup- 
ponghiamo  che  si  abbia  ad  effettuare  il  prodotto 

( 3a>6  -f  - 2a*6*  -+-  ab3 — b*  ) ( 3asft* + 2a 'b • — ab*  -4-  b*  ) . 

Il  primo  fattore  è la  somma  delle  due  quantità  3a3ft-t-2a*ft* , 
ed  ab* — 6*,  mentre  che  l’altro  fattore  ne  è la  differenza,  dun- 
que , in  virtù  della  terza  regola  del  numero  precedente , il  pro- 
dotto richiesto  sarà  uguale  alla  differenza  dei  quadrati  di  queste 
due  quantità.  Ma  1'  uno  di  questi  quadrati  è quello  d’  una  somma , 
I’  altro  quello  d’ una  differenza  , dunque  potranno  formarsi  mercè 
Le z.  di  Alg.  ' 4 
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le  due  prime  regole  ; c quindi  si  avrà  immediatamente  il  prodotto 
richiesto 

9o'-6*  -1-  12a»6s  -+-4a*6*  — 0*6»  -+-  2ai’  — A*. 

Divisione  de’  monomi. 


43.  Le  regole  de’ segni  essendo  già  conosciute  (*3)  supporremo 
che  i monomi  sien  positivi,  e ci  proporremo  , ad  esempio,  d’ef- 
fettuar la  divisione  indicata  sull’  espressione 

48a’  b3c * 

6a*6*~’ 


i 


Il  quoziente  dee  esser  tale  che  moltiplicandolo  pel  divisore 
G a*//3  si  riproduca  il  dividendo  '18a’ò3c*.  Or  un  polinomio  molti- 
plicato per  un  monomio  non  potrebbe  affatto  dare  un  monomio; 
dunque  dovrem  considerare  il  quoziente  come  monomio,  e per 
scoprirlo  faremo  il  seguente  ragionamento. 

Per  la  regola  della  moltiplicazione  (35)  il  coefficiente  48  del 
dividendo  deve  essere  il  prodotto  dei  coefficienti  del  divisore  e del 
quoziente. 

Per  le  stesse  regole,  l’esponente  7 del  dividendo,  dev’ esser 
la  somma  degli  esponenti  della  lettera  a nel  divisore  e nel  quo- 
ziente ; dunque  la  differenza  7 — 4 ossia  3 sarà  l’esponente  che 
debbo  aver  a nel  quoziente. 

Filialmente,  per  le  stesse  regole,  abbiamo  ancora  che  ledettero 
che  non  sono  comuni  al  divisore  ed  al  quoziente  debbansi  trovare, 
senza  alcun  cambiamento  nei  loro  esponenti , nel  dividendo  ; dun- 
que la  lettera  A,  che  à lo  stesso  esponente  e nel  dividendo  e nel 
divisore  , non  dee  affatto  appartenere  al  quoziente;  e per  lo  con- 
trario , la  lettera  e,  che  non  v’ è nel  divisore , deve  trovarsi  nel 
quozienlcacon  lo  stesso  esponente  che  à nel  dividendo. 

Presentemente  il  quoziente  è conosciuto  e si  à 


48o’  b3  c* 
6 a*b3 


=8a3  c* 


Dai  ragionamenti  precedenti  potrà  conchiudersi  questa  regola: 
Per  effettuar  la  divisione  de’  monomi  si  dividerà  il  coefficiente  del 
dividendo  j>er  quello  del  divisore  , e si  avrà  il  coefficiente  del  quo- 
ziente ; allorché  una  lettera  è comune  ai  due  monomi  e che  à 
nel  dividentlo  un’  esponente  maggiore  che  nel  divisore , si  scriverà 
essa  nel  quoziente  con  un  esponente  eguale  alla  differenza  di 
questi  due  csjwnenti  ; allorché  una  lettera  à lo  stesso  esponente 
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e « el  dividendo  « nel  divisore  non  si  scriverà  affatto  nel  quoziente; 
e finalmente  allorché  una  lettera  del  dividendo  non  v’è  nel  divi- 
sore si  scriverà  essa  al  quoziente  senza  cambiare  il  suo  esponente. 
Combinando  questa  regola  con  quella  de’  segni  (Ufi)  si  avrà 

^-2a»  agaV--Sfl4J, 


Va* 


—7  aJx* 


Divinati*  de’  polinomi. 


44.  Se  un  polinomio  debba  dividersi  j>er  un  monomio , osser- 
viam  da  prima  che  il  quoziente  dev’  esser  polinomio  ; e siccome 
un  polinomio  si  moltiplica  per  un  monomio  moltiplicando  tutti 
i suoi  termini , presi  co’  loro  segni , per  tal  monomio , cosi  potrà 
reciprocamente  conchiudersi  che  un  polinomio  si  divide  per  un 
monomio  divididendo  separatamente  per  questo  monomio  tutti  i 
termini  del  dividendo. 

Per  il  che  si  avrà  : 

8a*6  — 2a3&*-t-4a*M  _ . , , . . 

= — 2 a*-{~iab — 6*. 

— 4a‘6 


45.  Passiamo  al  caso  in  cui  il  dividendo  ed  il  divisore  sieu 
polinomi.  La  quistione  riducesi  a ciò:  Essendo  dato  un  polinomio, 
che  chiamiamo  A , prodotto  di  un  altro  polinomio  anche  dato  B 
per  un  polinomio  incognito  C , trovar  questo  C.  Il  polinomio  A 
è il  dividendo,  B il  divisore,  e C il  quoziente. 

Per  le  regole  della  moltiplicazione  , se  si  conoscesse  il  quo- 
ziente C , bisognerebbe , per  riprodurre  A , moltiplicare  i ter- 
mini di  B successivamente  per  ciascun  termine  di  C ( tenendo 
conto  della  regola  de’  segni  ) , e addizionar  tra  loro  tutti  questi 
prodotti  parziali.  Ciò  essendo  , se , nel  dividendo  A , si  potessero 
trovar  i prodotti  parziali  di  un  certo  termine  di  B per  i diversi 
termini  di  C , qual’  erano  prima  delle  riduzioni  egli  è chiaro  che 
dividendo  tali  prodotti  parziali  pel  termine  di  B col  quale  son  for- 
mati si  verrebbero  facilmente  a conoscere  tutti  i termini  di  C. 
A prima  vista  quest’ osservazione  non  sembra  dover  tornar  a 
grande  utilità  , a cagion  delle  riduzioni  che  àn  potuto  operarsi  sui 
termini  simili.  Non  pertanto,  riflettendo  da  vantaggio , e sopratutto 
osservando  che  l’esponente  di  una  lettera,  in  ciascun  prodotto 
parziale,  è la  somma  degli  esponenti  che  à essa  nei  due  termini 
di  cui  questo  prodotto  parzial  si  compone  (34} , si  vede  chiaro 
che , considerando  in  particolare  il  termine  di  B nel  quale  una 
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lettera  à il  maggiore  esponente  , eil  il  termine  di  C nel  quale 
questa  lettera  à anche  il  maggiore  esponente,  il  prodotto  parziale 
risultante  dalla  moltiplicazione  di  questi  due  termini  debba  anche 
esso  contener  questa  lettera  con  un  esponente  maggiore  che  tutti 
gli  altri  prodotti  parziali  : dunque  tal  prodotto  parziale  dee  tro- 
varsi trai  termini  di  A senza  alcuna  alterazione.  Quindi,  pren- 
dendo quel  termine  del  dividendo  che  contiene  una  lettera  al  mag- 
giore esponente  , e dividendolo  per  quel  termine  del  divisore  in 
cui  anche  questa  lettera  à il  maggiore  esponente  , sarem  certi 
d’ aver  un  termine  del  quoziente.  Potremo  ancora  osservare  che 
questo  termine  è anche  quello  che,  nel  quoziente,  dee  contener 
questa  istessa  lettera  al  maggior  esponente. 

Siccome  il  dividendo  A nasce  dall’  addizione  dei  termini  che  si 
ottengono  moltiplicando  tutti  i termini  di  B per  ciascun  termine 
di  C , ne  segue  che  moltiplicando  il  divisore  pel  termine  già  tro- 
vato del  quoziente , e sottraendo  tal  prodotto  dal  dividendo , il 
resto  sarà  uguale  al  prodotto  del  divisore  per  gli  altri  termini 
ancora  incogniti  del  quoziente. 

Potrà  ragionarsi  su  questo  resto  , dopo  avervi  fatte  le  ridu- 
zioni provenienti  dalla  sottrazione  , come  sul  dividendo  A.  Con- 
aequentementc  potrem  conchiudere  che  dividendo  quel  termine 
che , in  questo  nuovo  dividendo , contiene  una  lettera  al  maggiore 
esponente  pel  termine  che  , nel  divisore  , contiene  anche  questa 
lettera  al  maggiore  esponente,  verremo  a conoscere  un  secondo 
termine  del  quoziente. 

Si  farà  il  prodotto  del  divisore  per  questo  termine  e si  sot- 
trarrà dall’ ultimo  dividendo.  S’avrà  così  un  secondo  resto  , che 
anche  esso  dovrà  considerarsi  come  un  nuovo  dividendo  parziale, 
sul  quale  potranno  ancora  ripetersi  gli  stessi  ragionamenti  ; il 
che  farà  conoscere  un  terzo  termine  del  quoziente. 

Continuando  similmente , è chiaro  che  si  debban  trovare  tutti 
i termini  del  quoziente , ed  arrivando  ad  un  resto  zero  sarem 
certi  non  esservi  altri  termini  a conoscersi. 

Gli  stessi  ragionamenti  sussisteranno  ancora  se , in  luogo  dei 
termini  in  cui  una  lettera  à il  maggiore  esponente , si  conside- 
rano quelli  in  cui  è essa  alletta  dal  minor  esponente.  Quindi 
nelle  divisioni  parziali  potrem  servirci  di  quest’  ultimi  come 
de’  primi. 

Si  agevolerai  di  molto  i calcoli  ordinando  i polinomi  di  ma- 
niera che  gli  esponenti  di  una  stessa  lettera  vadan  crescendo  o 
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«lini innondo.  In  tal  modo  , i termini  del  dividendo  e del  divisore, 
che  debbon  essere  divisi  1’  un  per  1’  altro , si  troveranno  i primi 
sulla  sinistra , e l' istesso  succede  anche  nelle  altre  divisioni  par- 
ziali se  si  lascino  sempre  i resti  o dividendi  parziali  ordinati  come 
il  primo  dividendo.  La  disposizjon  dei  calcoli  è d’  altronde  la  stessa 
rhe  in  aritmetica. 

Se  restasse  qualche  dubbio  al  lettore  il  seguente  esempio  lo 
toglierà 

Dividendo  Divisore 


Ita»— 27a*6-+-2ia’i»  — 3a»fc3— 2ah* 

— lta»-+-21««6— Ho»  6* 

1. ®  resto — (ja4/>-+-  7 a*h* — 3 a*h' — 2 ab1 2 

-+-  6(1*1) — 9a*6*-t-6a*6* 

2. °  resto — 2a>h*-i-'3a*b' — 2ah* 

-(-  2 a*h* — 3n*6»-+-2a//‘ 

3. ®  resto ’ 5 0 0~ 

Ordinati  i polinomi  per  rapporto  agli  esponenti  decrescenti  di  a , 
c supponendo  che  il  quoziente  sia  similmente  ordinato,  saremo 
certi  che  il  1®  termine  I ta*  del  dividendo  è il  prodotto  del  1°  ter- 
mine del  divisore  2 a*  pel  1°  termine  del  quoziente  ; di  maniera 
che  dividendo  I ta*  per  2n«  si  avrà  il  1°  termine  del  quoziente. 
Questo  termine  deve  essere  positivo , come  risultante  della  divi- 
sione di  due  termini  positivi  (*«),  ed  è desso  eguale  a 7 a». 

Si  moltiplicherà  quindi  il  divisore  per  7 a» , e si  sottrarrà  tal 
prodotto  dal  dividendo.  A tal  uopo  si  scriveranno  i termini  di 
tal  prodotto,  cambiati  i loro  segni,  sotto  al  dividendo,  e si  fa- 
ranno poi  le  riduzioni  : si  otterrà  in  tal  modo  il  resto. 

Il  l.°  termine  di  questo  resto  è — Ga*6,  c dividendolo  per  2a* 
si  avrà  — 3a*6  per  2.°  termine  del  quoziente.  Si  moltiplicherà 
ancora  il  divisore  per  questo  termine  , si  scriveranno  ancora  i 
prodotti  parziali  con  i segni  cambiati  sotto  del  1.®  resto,  e dopo 
la  riduzione  si  avrà  il  secondo  resto. 

Finalmente  il  1.»  termine  di  questo  resto  b — a’b*  , e divi- 
dendolo per  2o*  si  avrà  che  il  terzo  termine  del  quoziente  b — ah*. 
Si  formerà  il  3.®  resto  similmente  che  i precedenti  ; ma  questo 
resto  essendo  zero  si  conchinderà  che  1’  operazione  è terminata, 
c che  il  quoziente  richiesto  è 7«3  — 3a*h — ah ». 


in* — 3«  -+-2A* 


Quoziente 
7 ri» — 3 a*b — ah* 


Digitized  by  Google 


30 


LEZIONI  DI  ALGEBRA, 


Continuazione  — Divisione  dei  caei  i più  complicati . 


46.  Ordinando  per  rispetto  ad  una  lettera  i polinomi  che  si 
voglion  dividere , può  tal  volta  succedere  che  più  termini  conten- 
gano al  medesimo  grado  questa  lettera.  In  tal  caso  debbono  or- 
dinarsi questi  termini  rispetto  ad  un’  altra  lettera.  Ad  esempio , 
se  si  trattasse  dei  termini  abx*-t-a*x*  — b*x*  che  contengono 
tutti  e tre  x%  , si  ordinerebbero  per  rapporto  ad  a,  e si  dispor- 
rebbero orizzontalmente  in  una  di  queste  due  maniere , 
a*x*-habxa — b*x%  , (a*-+-aà — b*)xa, 
ovvero  verticalmente  in  una  di  queste  altre  due 


a*x* 
-\-abxa 
— b*x* 


-\~ab 

—b* 


x *. 


Qualunque  di  queste  maniere  si  adoperi , si  riconosce  sempre  con 
la  stessa  chiarezza  che  a‘xa  è il  l.°  termine,  che  -\-abx%  è il  2.®, 
e che  — b*x*  è il  3.° 

In  tal  caso  potrà  seguirsi  perfettamente,  per  la  divisione,  l’an- 
damento accennato  nell’articolo  precedente  ; poiché  egli  è chiaro 
clic  in  ciascuna  divisione  parziale  il  i.°  termine  del  dividendo 
debba  sempre  essere  il  prodotto  del  1.®  termine  del  divisore  pel 
1.®  di  quelli  che  debbon  trovarsi  al  quoziente.  Per  tal  modo  si 
otterranno  tutti  i termini  del  quoziente  , ordinati  nella  stessa 
maniera  che  nel  divisore  e nel  dividendo. 

41.  Possiamo  ancora  concepir  come  tutti  i termini  di  ciascun 
polinomio,  che  contengono  una  stessa  potenza  della  lettera  per 
la  quale  abhiam  da  prima  ordinalo,  non  formino  che  un  sol  ter- 
mine ; e allora  le  divisioni  parziali  potranno  essere  anche  esse  di- 
visioni complesse  , che  bisognerà  a parte  eseguire. 

Per  convincerci  dell’  esattezza  di  un  tal  ragionamento , pren- 
diamo due  polinomi  ordinati  per  rapporto  ad  x , come 
Aa;»-(-Bx*-|-Ca:-+-D,  Mx»-4-Nx-t-P. 

E supponiamo  che  le  lettere  A,  B ,...  P,  rappresentino  quantità 
complesse  che  non  contengono  affatto  x.  Egli  è chiaro  che,  nel 
prodotto  de’  due  polinomi , la  parte  contenente  x al  maggior  espo- 
nente h uguale  ad  A.iJxMz* ; dunque  reciprocamente,  dividendo 
questa  parte  per  A a?3 , si  troverà  la  parte  M.ra  contenente  i ter- 
mini dell’  altro  fattore  nel  quale  a;  è al  maggiore  esponente.  Si 
Milc  adunque  che  il  ragionamento  è esattamente  lo  stesso  , che 
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se  le  diverse  potenze  di  x fossero  moltiplicate  per  semplici  mo- 
nomi. L’  esempio  seguente  toglierà  ogni  difficoltà. 

.V.  B.  I termini  affetti  della  stessa  potenza  di  x sono  ordinati  in  co- 
lonne ; e per  brevità  non  si  sono  scritti  i termini  che  debbon  distruggere 
la  prima  colonna  di  ciascun  dividendo  parziale.  Similmeule  si  sotlintcn- 
douo  in  ciascun  resto  le  colonne  del  dividendo  che  dovrebbersi  quivi  si- 
tuare senza  altra  alterazioue. 


a*  x*-4-a5 

— as6  — a*6 

-4-  a"6*  -l-  as  6“ 

— a6J  -4-o*65 

— a5 

— a56* 

x*—  aJ6 
— 2a*6* 
— ab’ 

xs-4-  a*6® 
-4-  a®6* 

x*-4-  a*65 
-4-  2a’6* 

X* 

j x — a*6c 

— a*6 
-4-a®6J 

x* — as6 

— a *6® 
-t-  a®6* 

— o65 
-4-  o*6 
-4-  0*6* 

x®  — a*  61 1 
— a56*| 

X 

-4-  a®6* 
— a6J 

x*-t-a36*x 

a* 
— ab 


x’-t-  a’x — a®6* 


a 

-4' 


x® — a®6|x- 
— ob*| 


•6* 


— as6*x -4-0*6® 


1.*  divisione  parziale.. 


& 


a*  — a36 -4-0*6® — ai5 
«-*-0*6 


-4-  a*b*  — aA® 
— a®4*  -4-  ab’ 


a*  — ab 
a*  -4-  4» 


2.*  divisione  parziale. 


— o*6  -t-  a®65 
-+-  a*6  — aJ6* 


• ai 


— aJ6®  -4-  a‘6® 
-t-  0*6*  — a®6J 


— a®4  — ai» 


-t-a*6*  — ab” 
— o*6*  -t-  ab* 


o*  — ab 


-4-6* 


3.*  divisione  parziale..] 

( 0 <T 

4#.  Come  ultimo  caso  della  divisione,  farem'menzione  di  qnello 
in  cui  il  divisore  non  contiene  affatto  una  lettera  x,  rispetto  a cui 
si  è ordinato  il  dividendo.  Sia  Ax*  + Bx-(-C  il  dividendo,  ed 
M il  divisore  che  non  contiene  all'atto  x.  Perchè  il  quoziente  mol- 
tiplicato per  M riproduca  il  dividendo , bisogna  che  questo  quo- 
ziente contenga  le  stesse  potenze  di  x che  il  dividendo , e che 
moltiplicando  per  M le  parti  di  questo  quoziente  che  compren- 
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dono  tali  potenze  , si  abbi  Aj"“  -+-Rr  + C.  Dunque  , per  eseguir 
la  divisione  proposta , si  debbon  dividere  separatamente  pel  divi- 
sore le  parti  del  dividendo  affette  dalle  diverse  potenze  di  ,r. 

4».  Talvolta  il  dividendo  può  decomporsi  in  fattori  tali  che 
abbiano  il  divisore  in  evidenza  ; basta  in  tal  caso  sopprimerlo  per 
aver  il  quoziente.  Sia  ad  esempio  a dividersi 

xl — 4zrx1-(-4o*.r*  — \b* x*  per  .»•* — %ax  -+-  Ibx. 
Osserveremo  che  i tre  primi  termini  del  dividendo  sono  il  qua- 
drato di  x*  — 2 ax  (41) , e che  da  questo  quadrato  si  sottrae 
4 b*x*  che  è il  quadrato  di  2Ar.  È dunque  il  dividendo  la  diffe- 
renza dei  quadrati  di  x*  — 2 ax  e di  2bx  : dunque  è uguale  al 
prodotto  della  somma  di  queste  due  quantità,  moltiplicata  per  la 
loro  differenza  (4t);  e,  limitandosi  a solamente  indicar  la  mol- 
tiplicazione , potrà  scriversi  cosi:  (a:1 — ‘2ax (.r*  — 2<ur 
— 5lbx).  Ma  il  primo  fattore  è il  divisore  proposto,  dunque  l’altro 
è il  quoziente.  L’  esercizio  continuo  de*  calcoli  può  solamente  sug- 
gerire simili  decomposizioni. 

Continuazione — Caratteri  per  distinguere  la  possibilità 
o V impossibilità  della  divisione. 

50.  Nel  n.°  45,  per  iscoprire  l’ andamento  della  divisione,  alt- 
biain  supposto  che  il  dividendo  fosse  un  prodotto  del  divisore  per 
, un  polinomio  incognito.  Passiamo  ora  a dimostrare  che , per  lo 
stesso  processo , può  riconoscersi  se  à luogo  o no  tal  condizione: 
o in  altri  termini,  potrà  conoscersi  se  è possibile  o no  la  divisione. 

Supponiamo  , per  meglio  fissar  le  idee  , che  siasi  ordinato  per 
rapporto  alle  potenze  discendenti  della  x.  È chiaro  che  nel  l.° 
termine  di  ciascun  resto  , 1’  esponente  di  x è minore  che  nel 
1."  termine  del  resto  antecedente;  conseguentemente  si  dee  neces- 
sariamente arrivare  ad  un  resto  nullo  , o ad  un  resto  il  cui  i.° 
termine  contenga  x ad  un  esponente  minore  che  il  i.°  termine 
del  divisore. 

Nel  primo  caso  la  divisione  è possibile.  In  effetti , sottraendo 
dal  dividendo  i prodotti  del  divisore  per  i diversi  termini  della 
quantità  situata  al  quoziente  , si  perviene  appunto  al  resto  zero: 
ma  la  somma  di  questi  prodotti  parziali  compongono  il  prodotto 
del  divisore  per  la  quantità  scritta  nel  quoziente;  dunque  il  divi- 
dendo è uguale  a tal  prodotto. 

Nel  secondo  caso  è evidente  che  il  1.”  termine  del  resto  non 
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potrà  dividersi  pel  l.°  termine  del  divisore.  Ma  abbiam  veduto 
ne’  ragionamenti  del  n.°  45  che , sopposto  il  dividendo  nn  pro- 
dotto del  divisore  , tal  divisione  debba  dare  un  termine  del  quo- 
ziente ; dunque , poiché  questa  divisione  è impossibile , il  sarà 
anche  quella  de’  polinomi  proposti.  Così  la  divisione  seguente  è 
impossibile,  poiché  il  l.°  termine  del  resto  3x — 1 non  può  più 
dividersi  pel  l.“  termine  a:*  del  divisore. 

x*  — 9x-f-8 
— 2xJ — 4x*-f-Cx 

— 3x*  — 3x  ■+■  8 
-4- 3x* -+- 6x  — 9 

-4™  3.r  — 1 

Talvolta  l’ impossibilità  della  divisione  si  manifesta  senza  spin- 
gere tanto  l’ operazione , e ciò  quando  nel  l.°  termine  del  divi- 
sore sonvi  differenti  lettere  che  impediscono  le  divisioni  parziali. 
Conviene  ancora  , prima  di  cominciar  1’  operazione  , riflettere  su 
ciascuna  delle  lettere  comuni  ai  due  polinomi  proposti;  e,  se  per 
alcun  di  esse  succede  che  i termini  del  dividendo  e del  divisore 
che  la  contengono  rispettivamente  al  maggiore  esponente  o al 
minore  non  sieno  divisibili  I’  un  per  1’  altro  , sarem  sicuri  che 
la  proposta  divisione  è impossibile.  Questa  osservazione  dee  ap- 
plicarsi anche  alle  divisioni  parziali  alle  quali  il  calcolo  può  con- 
durre. 

Nell’  ultimo  esempio , può  completarsi  il  quoziente  aggiungen- 
dogli un’  espressione  frazionaria  sulla  quale  sarà  accennata  la  divi- 
sione dell’  ultimo  resto  pel  divisore  , e si  avrà 

2xJ  -t-  x* — 9xh-  8 0 , 3x — 1 

x*  -t- 2x  — 3 ~lX  ■*-x*+2x  — 3‘ 

Il  secondo  membro  di  questa  eguaglianza  è sovente  adoperato  pel 
primo  ; e ciò  che  dee  osservarsi  in  questa  trasformazione  è che 
il  numeratore  della  parte  frazionaria  non  contiene  più  x ad  un 
così  alto  grado  che  il  denominatore.  In  ciò  à dessa  una  certa 
analogia  con  l’estrazione  degli  interi  in  aritmetica. 

5 1 . V’  è ancora  un  altro  carattere  per  riconoscere  l’ impossi- 
bilità della  divisione , nascente  dal  perché  il  termine  del  dividendo 
in  cui  una  lettera  à il  minore  esponente  dee  provvenir , senza 
riduzioni , dalla  moltiplicazione  dei  termini  del  divisore  e del  quo- 
ziente sui  quali  questa  lettera  à il  minore  esponente.  Da  ciò 
segue  che,  dopo  aver  ordinato  per  rapporto  agli  esponenti  decre- 
sci. di  Alg.  - • ' , . ;j  5 


xa  -4-  2x  — 3 
ir  — 3 
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scenti  di  una  lettera  , se  si  divida  l’ ultimo  termine  del  dividendo 
per  l’ ultimo  del  divisore  , dovrà  ottenersi  l’ ultimo  del  quoziente, 
cioè  quello  in  cui  questa  lettera  à il  minor  esponente.  Conseguen- 
temente , quando  le  operazioni  successive  conducono  a situar  nel 
quoziente  questa  lettera  con  un  minor  esponente  , sarem  certi 
che  la  divisiouc  è impossibile:  poiché  le  operazioni  susseguenti 
non  daranno  che  esponenti  minori. 

Nel  seguente  esempio  , se  la  divisione  fosse  possibile , l’ ultimo 
termine  del  quoziente  dovrebbe  essere -|- x4  ; or  il  calcolo  dà  il 
termine — x 4 al  quoziente,  senza  che  la  divisione  si  compi;  sa- 
rem sempre  sicuri  che  non  dee  essa  allatto  compiersi,  ed  è quindi 
inutile  continuarla,  salvo  che  si  volessero  effettuar  le  trasformazioni 
di  cui  abbiam  parlato  alla  fine  del  n.°  precedente 


x‘-+-  x' — ax5-+-ax4  I xl  -t-  x*  -t-  a 


— zc* tH  x1 — 2 ax*-+-axK 
+ x*-+-  x7-t-  ax 4 


-4-2r7 — 2 ax”  -f-  2 ax* 

5*.  Ordinando  per  rapporto  alle  potenze  ascendenti  d'  una  let- 
tera, l'impossibilità  della  divisione  si  manifesta  d’un  modo  analogo. 
Allora  l’ ultimo  termine  del  dividendo  diviso  per  l’ ultimo  termine 
del  divisore,  dee  dar  il  termine  del  quoziente  in  cui  questa  let- 
tera à il  maggior  esponente  ; dunque  , se  il  calcolo  introduce  nel 
quoziente  questa  lettera  con  un  esponente  maggiore , la  divisione 
sarà  impossibile. 

AS.  Porteremo  qui  appresso  due  esempi  di  divisione  che  con- 
ducono a notevoli  risultati  di  cui  farem  uso  in  appresso 

li  primo  esempio  sarà  la  divisione  di  x m — am  per  x — a.  Divi- 


dendo i binomi  x * — a» , x * — a* 


-+-«  » 


x 4 — 


a4 , per  x — a si  à 


=x*4-ax  4-a* , 


x*  — a* 

— - ~x,-haxt~^-a,x-has. 

x — a 


Una  legge  semplicissima  si  osserva  in  questi  quozienti  : 1."  tutti 
i termini  ànuo  il  segno 2.”  il  primo  termine  e l’ultimo  son 
formati  sottraendo  un'  unità  agli  esponenti  di  x e di  a del  divi- 
dendo ; 3.°  nell’  intervallo  , gli  esponenti  di  x van  diminuendo  di 
un’  unità  , e quelli  di  a vanno  aumentando  similmente , di  maniera 
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che  la  somma  degli  esponenti  di  x e di  a , in  ciascun  termine, 
è costantemente  la  stessa. 

Giusta  tal  legge,  indicando  con  m un  numero  intero  positivo 
qualunque,  dovrà  conchiudersi 
atm — am  . 

=:xm~‘  x-t-  am~' . 

x — a 

I punti  indicano  una  lacuna  che  dee  esser  riempiuta  di  termini 
sottointesi  che  van  soggetti  alla  stessa  legge  dei  precedenti.  Tal 
quoziente  l’abbiamo  assunto  per  una  semplice  analogia;  per  verità, 
potrebbe  esso  rinvenirsi  dividendo  immediatamente  xm — am  per 
x — a , e riflettendo  alla  maniera  con  cui  ciascun  termine  del  quo- 
ziente è formato;  ma  tornerà  più  facile  il  verificarlo  moltiplican- 
dolo pel  divisore  x — a.  Allora  si  à 

xm-\-axm~'  -t -atxn~‘ 

— axm~‘ — atxM~‘ — am~‘  x — am. 

Or  è evidente  che  nella  prima  linea  ciascun  termine , a partir 
dal  secondo , dee  aver  al  di  sotto  un  termine  uguale  e di  segno 
contrario  col  quale  si  distrugge , di  maniera  che  dopo  la  ridu- 
zione si  trova  il  dividendo  xm  — a". 


Il  secondo  esempio  che  proponiamo  sarà  la  divisione  del  po- 
linomio x"  +px",-'-+-qx"~* Mx-l-u  per  x — a 


xm+  pj~-'  -hqjr- -Mx-t-ul 

x — a 

t t - 

4-/;|  -bpa 

-+-pam-‘ 

-+-aa 

X— * -H 

+9 

-+qam—' 

-hpa 

-1-9 

H-l 

Dividendo  xm  per  x si  à x1*—'  pel  primo  termine  del  quoziente. 
Nel  primo  resto  la  parte  in  xm~‘  è (a-t-p) xm~' , che  dividen- 
dola per  x si  ottiene  (a-fc-p) xm~*  al  quoziente;  nel  secondo  resto 
la  parte  in  xm~ * è («‘-t-pa-J-gr  )*“-*,  che  dividendola  per  x si 
trova  (a*-+-po-l-y )a^"-3  al  quoziente.  Continuando  similmente, 
e considerando  sempre  come  un  sol  termine  il  complesso  di  tutti 
quelli  che  contengono  la  stessa  potenza  di  a;,  si  vede  chiaro  che 
ciascun  termine  del  quoziente  si  forma  dal  precedente  moltipli- 
candolo per  a,  e aggiungendo  al  prodotto  il  termine  che  nel  di- 
videndo à la  stessa  potenza  di  x , e dividendo  in  seguito  per  x. 

Da  ciò  segue  che , nel  quoziente , la  parte  indipendente  da  x 
sarà  «’*- ' -j-l.  Moltiplicando  il  divisore  per 
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questa  quantità,  la  parte  in  x distruggerà  quella  che  dee  trovarsi 
nell’  ultimo  dividendo  parziale , e si  avrà  allora  per  resto 
o“4-pa”-*  -^-qam~‘ 

La  divisione  qui  s’arresta,  e dee  osservarsi  che  questo  resto  non 
È altro  che  il  dividendo  nel  quale  si  è sostituito  a ad  x. 

Se  questo  resto  fosse  nulla  la  divisione  s’  eseguirebbe  esatta- 
mente. Cosi  possiam  già  riguardar  come  dimostrata  la  proposi- 
zione seguente , di  cui  riconosceremo  più  in  appresso  l’ impor- 
tanza. Se  a è una  quantità  che  sostituita  ad  x rende  il  polino- 
mio x"-t-pxra-,-+- ec.  eguale  a zero  , sarà  divisibile  questo 

polinomio  per  x — a. 


Frazioni  algebriche. 


Sé.  Diconsi  frazioni  algebriche  le  espressioni  come  —,  2a^b~ . 

che  indicano  il  quoziente  di  una  divisione,  sia  possibile,  sia  im- 
possibile ad  effettuarsi. 

Se  i numeratori  ed  i denominatori  fossero  numeri  intieri , egli 
è chiaro  che  tali  frazioni  dovrebbero  entrar  nel  calcolo  con  le 
stesse  regole  che  le  frazioni  aritmetiche.  Ma  potendo  esse  rap- 
presentar quantità  qualunque,  abbisognano  novelle  dichiarazioni. 

SS.  Chiamiamo  a e b due  quantità  qualunque,  e q il  loro  quo- 
ziente , si  avrà 

£=g,  da  cui  a=kq. 

Moltiplicando  a e bq  per  una  quantità  qualunque  m si  avrà 
am  — bqm  o am=qXbm\  dunque  ^=q. 

Ma  q rappresenta  il  quoziente  di  a per  fi,  dunque 

am a 

bm  6" 

Da  ciò  conchiudesi , come  in  aritmetica , clic  una  frazione  non 
cambia  valore  moltiplicando  o dividendo  i suoi  due  termini  per 
una  stessa  quantità. 

Da  tal  principio  risulta  ancora,  come  in  aritmetica,  la  sem- 
plificazione delle  frazioni  c la  loro  riduzione  allo  stesso  denomi- 
natore. La  semplificazione  di  una  frazione  si  esegue  sopprimendo 
i fattori  comuni  ai  suoi  due  termini , cosi 

i2a’bc>  2c  a*  — 4A* a — 2i 

18a*6e»  3m’  2a  -e  46  2 
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Iji  riduzione  delle  frazioni  allo  stesso  denominatore,  può  farsi 
moltiplicando  i due  termini  di  ciascuna  pel  prodotto  dei  deno- 
minatori di  tutte  le  altre.  Ma  convien  ricordare  che  se  vi  sono 
fattori  appartenenti  a più  denominatori  si  otterrà  un  denomina- 
tore comune  più  semplice , prendendo  ciascun  dei  fattori  che  en- 
trano nei  denominatori  delle  frazioni  proposte,  e dando  a ciascuno 
la  più  alta  potenza  di  cui  sono  allctti  in  questi  denominatori.  Ad 
esempio  sieno  le  frazioni 

3a«  7fc®  Ile® 

406®c ’ 18a*cJ ’ 45a®6*' 

I tre  denominatori  possono  scriversi  cosi  : 

2’X5 x6*c,  3»x2Xa*cJ,  3«x5xa‘i*. 

Allora  prenderem  ciascuno  dei  fattori  col  suo  più  alto  esponente, 
ed  il  denominatore  comune  sarà  2jx3*x5x«,iic1,  ovvero 
3ti0a»6*c3  (*).  Per  ridurre  le  frazioni  a questo  denominatore  si 
dividon  da  prima  per  ciascun  denominatore  successivamente , il  « 
che  dà  i tre  quozienti  9®a*c  , 206®,  8cJ  ; indi  si  moltiplicano  i 
tre  numeratori  rispettivamente  per  questi  tre  quozienti;  finalmente 
si  pone  sotto  tali  prodotti  il  denominatore  comune  360o“6*cJ,  e 
le  tre  frazioni  addivengono 

27a«c*  1406®  88c® 

360aei)®c?’  360a®4®  cs  ’ 360a*6®cs' 

Se  alle  frazioni  van  congiunte  quantità  di  forma  intiera , potrà 
anche  a queste  darsi  il  denominatore  comune , dopo  averle  da 
prima  moltiplicate  per  tal  denominatore. 

SS.  Volendo  ridurre  in  una  sola  frazione  più  termini  aventi 
denominatori  diflerenti  si  comincerà  dal  ridurli  allo  stesso  deno- 
minatore e si  avranno  cosi  delle  espressioni  coinè  questa 
a 6 c 

rn  m m ’ 

in  cui  le  lettere  indicano  quantità  qualunque.  Moltiplicando  cia- 
scuna frazione  per  m l’espressione  intiera  sarà  moltiplicata  per  m 
e si  avrà  a-J-6  — c.  Ma  dividendo  tal  prodotto  per  m dovrà  tor- 
narsi alla  prima  quantità  , e quindi  sarà 

a b c q-t-6 — c 

«n  m m «i 

(’)  In  aritmetica  per  rinvenire  il  più  piceni  numero  divisibile  per  dei 
numeri  dati , senza  decomporli  in  fattori , si  prendono  successivamente  i 
multipli  di  uno  di  essi,  finché  se  ne  abbia  uno  che  sia  divisibile  per  cia- 
scun degli  altri  numeri.  In  somma  sou  questi  i multipli  del  più  gran  Ulti- 
merò che  con viensi  provare.  __ 
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Quindi,  dopo  aver  ridotte  le  frazioni  allo  stesso  denominatore, 
si  eseguono , sui  numeratori , le  addizioni  e le  sottrazioni  che 
dovean  farsi  sulle  frazioni , ed  indi  si  dà  al  risultato  il  denomi- 
natore comune 

Consideriamo  ora  le  moltiplicazioni  e le  divisioni  delle  frazio- 
ni. Sieno 


? 


e 


d' 


Dovrà  aversi  pb—a,  qd  = c ; dunque  pbXqd  = aXc  ovvero 
pqXbd—ac  da  cui  ricavasi  pq—~  ; dunque  si  moltiplicano 

tra  loro  le  frazioni  moltiplicando  tra  loro  i numeratori , e tra 
loro  i denominatori. 

Da  questa  regola  risulta  anche  quella  della  divisione.  In  effetti 
essa  dà 

ad  e adc  o 

ic  d bcd  t ’ 


dunque  ^ è il  quoziente  di  per  ^ : ma  la  quantità  ^ ò anche 


uguale  al  prodotto  ; dunque  una  frazione  dividesi  per  un’al- 
tra , moltiplicando  la  frazione  dividendo  per  la  frazione  divisore 
capovolta. 

Le  quantità  iutiere  saran  comprese  nelle  frazioni  considerandole 
come  aventi  1’  unità  per  denominatore. 

A».  Per  dare  un  esempio  di  calcolo  algebrico  ci  proporremo 
semplificar  questa  espressione 


a»  1“  \ 
a + b / 


a + b 

Riducendo  ciascun  termine  intiero  in  frazione  dello  stesso  deno- 
minatore che  quello  da  cui  è seguito  , c capovolgendo  la  quan- 
tità frazionaria  clic  sarà  nel  divisore  per  metterla  in  moltiplicatore, 
tale  espressione  addivcnta 

2a®  — b3  ab  — fc*  a -+-  b 
— X -X  -ì—  . 

2a  a -e  b b 

Dopo  aver  moltiplicati  i numeratori  tra  loro  e tra  loro  i deno- 
minatori , è facil  vedere  che  b ed  o-t-à  saran  fattori  comuni  ai 
due  termini  della  frazione  risultante  ; potrai!  dunque  sopprimersi, 
e si  atra 

(2a* — b*  ) (a  — 6) 

2a  ' 


Digitized  by  Google 


LEZIONI  DI  ALGRRRA.  3fl 

Se  credesi  conveniente  effettuar  la  moltiplicazione  s’ otterrà 
2 a3  — 2 a"6  — 06*  -+-  6* 1 * 
2a  ’ 

e se  tornasse  anche  vantaggioso  dividere  per  2 a tutti  i termini 
del  numeratore  potrebbe  scriversi 

a* — ni 1 . 

2 2 a 

Come  esercizio  proporremo  anche  al  lettore  effettuar  la  seguente 
trasformazione  : 

/ , a b \ / 0-4-6  a—b  \ 

\ 1 l a / \ 2a  2t<  ì (q«  — nft— &»)  ( o-4- ò ) 

\ a o-+-6  a — fc y 

Dell'  esponente  sero  e itegli  esponenti  negativi. 


58.  Quando  si  dividono  l’un  per  l'altra  due  potenze  di  una 
stessa  quantità,  come  a"  ed  a ”,  la  regola  degli  esponenti  (4»)  dà 
am 


I ragionamenti  che  àn  condotti  a questa  regola,  suppongono  l’e- 
sponente del  dividendo  maggior  che  quello  del  divisore,  ma  an- 
dremo a dimostrare  come,  mercè  novelle  convenzioni,  la  stessa 
regola  possa  estendersi  ad  altri  casi. 

Supponiamo  primieramente  che  questa  regola  s’applichi  al  caso 
in  cui  i due  esponenti  siano  eguali  : si  troverà  a0  per  risultato. 
Ma  , l’ esponente  d’ una  lettera  indicando  il  numero  delle  volte 
che  essa  è presa  come  fattore  (IO),  e l’espressione  a°  non  po- 
tendo ricever  per  tal  definizione  alcuna  interpretazione , potrà  ad 
essa  darsi  quel  significato  clic  piace.  Ma  nascendo  essa  da  una 
divisione,  in  cui  il  divisore  è uguale  al  dividendo,  e il  quoziente 
è sempre  l’unità,  si  è convenuto  riguardar  l’espressione  o°  come 
equivalente  all’unità.  Quindi  d’ora  innanzi,  ogni  quantità  che  avrà 
zero  per  esponente  sarà  eguale  all'unità. 

Supponiamo,  in  secondo  luogo,  che  l’esponente  di  a nel  di- 
visore sia  maggiore  di  quello  del  dividendo,  e che  s’abbi  n=m-\-p. 
Applicando  ancora  la  regola  degli  esponenti  si  avrebbe  per  quo- 
ziente a-r;  e questa  espressione  in  cui  l’esponente  ò negativo, 
non  può  anche  essa  aver  alcun  significato  se  non  in  virtù  di 
qualche  nuova  convenzione.  Tuttavolta  si  avrà  cura  che  questa 
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Ì0 


convenzione  permetta  considerar  la  potenza  negativa  a~f  come 
il  quoziente  di  a"1  per  n*+i.  Or,  se  osserviamo  che  tal  quoziente 

Qtn 

può  rappresentarsi  con  la  frazione  'am^f , la  quale  può  sempli- 
ficarsi dividendo  i suoi  due  termini  per  am , e che  allora  diven- 
ta—, siam  naturalmente  condotti  a riguardar  l’espressione  a-r 
<! 


come  equivalente  ad  — ; cioè  che  ogni  quantità  affetta  da  uno 


esponente  negativo  eguaglia  il  quoziente  dell'unità  divisa  per  questa 
stessa  quantità,  dopo  aver  cambiato  il  segno  dell’ esponente. 

Mercè  le  nuove  convenzioni  stabilite,  si  avrà  sempre,  suppo- 
sto m ed  n numeri  intieri  positivi  qualunque, 
a" 

==  Qtn- n * 

a* 


In  seguito  si  avrà  egualmente 

ambncP  a,m  bn  cP 

rtV=7XFx7='-’  *" 


AB.  Talvolta  si  adopera  l’ esponente  zero  per  conservar  la  trac- 
cia di  una  lettera  che  il  calcolo  fa  sparire,  e l’ esponente  nega- 
tivo per  rappresentar  sotto  forma  intiera  una  quantità  frazionaria; 
ed  è perciò  che  si  scriverà 


2 a’b'x* 
abx% 


6* 


2x— X-r-X— =2  a’bx0, 

ab  x* 

=3aV,»  x-xì=  3a‘b*c-’d-' 
r*d  c*  d 


SO.  Poiché  l’ espressioni  algebriche  ammettono  esponenti  nega- 
tivi , bisogna  cercar  le  regole  con  le  quali  essi  debbano  combi- 
narsi nei  calcoli.  Or  è da  osservarsi  che  queste  regole  son  tutte 
comprese  negli  stessi  enunciati  di  quelle  che  sonsi  trovate  per 
gli  esponenti  positivi.  Niente  più  facile  a dimostrare.  Per  la  na- 
tura degli  esponenti  negativi  si  à 

1 am 

a™  X = a"  X -=  =-=-==  a"  - ■ , 

a“  an 


In  ciascuno  di  questi  prodotti  l’esponente  di  a è la  somma  degli 
esponenti  dei  fattori.  Così  nella  moltiplicazione  delle  potenze  di 
una  quantità,  l’esponente  di  tal  quantità  è sempre  la  somma  de- 
gli esponenti  dei  fattori.  Per  una  conseguenza  necessaria , ne  con- 
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segue  che,  nella  divisione,  l’esponente  del  quoziente  s’otterrà 
sempre  sottraendo  quello  del  divisore  da  quello  del  dividendo. 

•1 . Tutto  ciò  che  si  è detto  nella  divisione  de’  polinomi  pog- 
gia principalmente  su  questa  proposizione , che , se  due  polinomi 
e il  loro  prodotto  sono  ordinati  per  rapporto  ad  una  stessa  let- 
tera, il  primo  termine  del  prodotto  è il  prodotto  de’ primi  ter- 
mini de’ due  fattori,  e l’ultimo  termine  è il  prodotto  degli  ultimi 
termini  di  questi  fattori.  Ma  questa  proposizione  sussiste  ancora 
quando  sianvi  degli  esponenti  negativi;  quindi  la  teorica  della 
divisione  non  andrà  soggetta  ad  alcuna  modificazione 

Ordinando  de’  polinomi  per  rapporto  agli  esponenti  decrescenti 
di  una  lettera  qualunque  x,  bisogna  far  attenzione  all’ordine  che 
si  è convenuto  stabilir  tra  lo  grandezze  secondo  i loro  segni.  Pel 
n.°  *©  gli  esponenti  negativi  dovran  venir  dopo  x®  cioè  dopo  i 
termini  non  contenenti  affatto  a;;  e di  questi  esponenti  i mag- 
giori in  valore  assoluto  dovran  situarsi  gli  ultimi.  Esempio: 

2 ax* — abx  -f-  ai* — a*b*x-  ■ — • a?b*x—*. 

Ciò  posto  se  la  proposizione  di  cui  si  tratta  non  sembra  ab- 
bastanza evidente,  potrà  dimostrarsi  come  segue.  Siano  A e B 
due  polinomi  qualunque , ordinati  come  di  sopra1,  e chiamiamo  k 
un  numero  positivo  maggiore  del  più  grande  esponente  negativo 
che  si  trova  in  A e B.  Se  si  moltiplichino  A e B per  x*  senza 
turbar  l’ ordine  dei  termini , si  avran  due  nuovi  polinomi  A'  Be' 
che  non  conterranno  più  che  esponenti  positivi,  e che  saranno 
anche  ordinati  per  rapporto  alle  potenze  decrescenti  di  x.  Di  più, 
egli  è chiaro  che  se  i pruni  termini  di  A e B sono  axm  e bx" 
( m ed  n potendo  essere  numeri  negativi  ) , quelli  di  A'  e B’  sa- 
ranno ax*+* , e &C+*  ; dunque , moltiplicando  i nuovi  polinomi 
f un  per  l’altro,  il  primo  termine  del  prodotto  sarà  aòx“+»-t-**. 
Similmente  se  gli  ultimi  termini  di  A e di  B sono  fxr  e gxf , 
quelli  dei  due  nuovi  polinomi  saranno  fx^~l , e gx**1;  e quindi 
l’ultimo  termine  del  loro  prodotto  sarà  fgx?+i~*'**. 

Il  prodotto  de’ nuovi  polinomi  uguaglia  Ax*xBx*  ovvero  ABx»*, 
ed  è evidente  che  dividendolo  per  x*4  si  troverà  al  prodotto  AB 
de’  polinomi  primitivi.  Intanto  il  prodotto  resta  sempre  ordinato, 
ed  i suoi  due  termini  estremi  si  riducono  ad  aòa»-e»  ed  : 
e ciò  appunto  dovevamo  dimostrare. 

:!•  '<>  «F'AMdifeib  l “tlf!  filili» 

jttit'.i  'i  di  li  ' i Vit Untoli  unni  imj  fi|tlnr*T tu ^ ~r  ' ì 

Ltt.  di  Alg.  C 
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EQUAZIONE  DI  PRIMO  grado. 

Alcune  definizioni.  I 

Ut.  Ritorniamo  a quelle  quistioni  la  cui  soluzione  esige  l'aiuto 
dell’algebra.  Riportandoci  a quella  che  trattammo  nel  n.°  1S, 
osserveremo  che  dopo  aver  chiamato  x la  parte  minore  del  nu- 
mero a dividersi,  b l’eccesso  della  media  sulla  minore,  e c l’ ec- 
cesso della  maggiore  sulla  media,  conoscemmo  che  la  somma 
&r -t~ 2i c dovea  essere  uguale  a questo  numero;  e,  siccome 
tal  numero  era  rappresentato  da  a mettemmo  l’eguaglianza 
3x-f-2 b-\-c=za\ 

e da  essa  in  seguito  si  pervenne  al  valore  di  x. 

Proponiamoci  anche  quest’ altro  problema:  Trovare  un  numero 
il  cui  quintuplo  diminuito  di  13  sia  eguale  al  suo  triplo  aumen- 
tato di  11. 

Chiamando  x il  numero  incognito,  il  suo  quintuplo  diminuito 
di  13  sarà  espresso  da  5x — 13,  il  suo  triplo  aumentato  di  11 
sarà  espresso  da  3ar— (- 11 . Ma  l’enunciato  esige  che  queste  due 
quantità  sieno  eguali;  dunque  dovrà  aversi 
5x — 13=3#-+- 11. 

Aggiungiamo  13  a ciascun  membro  di  questa  eguaglianza , e sot- 
tragghiamo 3x,  avremo 

5x  — 1 3 + 1 3 — 3a: = 3x + 1 1 1 3 — 3or , 
ovvero  effettuando  le  riduzioni 

2x=24; 

e dividendo  per  2 si  avrà 


cioè  che  il  numero  cercato  è 12.  In  effetti,  togliendo  13  dal 
quintuplo  di  12 , si  à per  risultato  47  ; e aggiungendo  1 1 al  tri- 
plo di  12,  si  à ancora  lo  stesso  numero  47. 

La  precedente  quistione  non  contenca  che  una  sola  incognita, 
e non  à condotto  che  ad  una  sola  eguaglianza.  Altre  quistioni 
potrebbero  contenere  più  incognite , e dar  luogo  a più  eguaglianze. 
Ma  qualunque  sia  il  numero  delle  incognite,  la  soluzione  della 
quistione  dovrà  sempre  offrire  due  parti  ben  distinte.  La  prima 
parte  è l’esprimere,  per  mezzo  dei  segni  algebrici,  le  relazioni 
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ira  le  quantità  cognite  e l’ incognite,  il  che  condace  ad  uguagliar 
tra  loro  certe  espressioni;  e la  seconda  è il  dedurre  da  tali  ugua- 
glianze i valori  delle  incognite.  La  prima  parte  non  può  andar 
soggetta  ad  alcuna  regola  precisa,  ma  la  seconda  va  soggetta  a 
regole  generali,  che  forman  l’oggetto  principale  dell’algebra,  che 
passiamo  ad  esporre,  dopo  aver  spiegata  qualche  nuova  denomi- 
nazione frequente  ad  usarsi. 

•3.  Allorché  due  espressioni  algebriche  non  sono  attualmente 
eguali,  ma  contengono  una  o più  quantità  incognite  che  bisogna 
determinare,  di  maniera  tale  che  diventino  esse  eguali,  si  con- 
giungono col  segno  =,  come  se  fossero  attualmente  eguali,  e 
l'insieme  delle  due  espressioni,  così  congiunte  dicesi  equazione. 
Ad  esempio  chiamando  x una  quantità  incognita  e mettendo 
2x-j-3  = .x-f-7  ; 

sarà  questa  una  equazione.  La  quantità  2#-+- 3 essendo  lo  stesso 
che  x-\-7-+-x — 4,  si  vede  immediatamente  che  non  può  essa 
divenir  eguale  ad  x-j-7  che  dando  ad  a:  il  valore  4. 

Allorché  può  dimostrarsi  che  due  espressioni  àn  valori  eguali 
e si  congiungono  esse  col  segno  =,  queste  costituiscono  un’  njm- 
glianza.  Così , mettendo 

(x-\-  i ) ( jc  — 2)  = a;* — x — 2, 

si  avrebbe  un’eguaglianza,  poiché  effettuando  il  prodotto  (*+1  ) 
(x  — 2)  si  avrebbe  x ■ — x — 2.  Se  si  chiamino  a,  b,  e,  d, 
quattro  quantità  conosciute  che  sieno  in  proporzione  geometrica, 
e si  scriva  aXd=bXc , sarà  questa  anche  un’eguaglianza,  poi- 
ché é dimostrato , che  in  ogni  proporzione  geometrica  il  prodotto 
degli  estremi  è uguale  a quello  de’  medi. 

Allorché  due  quantità  separate  dal  segno  = sono  uguali  ed 
espresse  perfettamente  della  stessa  maniera,  formano  esse  una 
identità.  Ad  esempio  sono  identità 

4=4,  x*-f-2=a;*-)-2. 

Sia  che  si  tratti  di  un’equazione  sia  d’ima  eguaglianza,  sia 
d'una  identità,  è inutile  avvertire  che  i nomi  di  primo  membro 
e fecondo  membro  indicano  sempre  le  due  quantità  separate  dal 
segno  =. 

•4.  Per  le  precedenti  definizioni  parlandosi  di  un'  equazione  dee 
sempre  intendersi  esservi  delle  incognite  a rinvenirsi  e che  i va- 
lori di  queste  incognite  debbano  esser  tali,  che  sostituendoli  in 
luogo  delle  lettere  che  le  rappresentano,  l’equazioni  debbono  can- 
giarsi in  vere  eguaglianze.  L' espressione  cquaglianza  indica  quan- 
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tità  attualmente  eguali,  ma  da  dover  dimostrare  la  loro  egua- 
glianza se  già  noi  fosse  stata.  Finalmente  l’ identità  è un’egua- 
glianza di  per  se  stessa  evidente. 

Nell’ uso,  spesso  confondesi  l’equazione  con  l’eguaglianza  di- 
partendosi dallo  stretto  senso  dei  vocaboli.  Ciò  nasce  dal  perchè, 
nei  ragionamenti,  abbisogna  quasi  sempre  supporre  che  le  inco- 
gnite sien  rimpiazzate  dai  loro  valori  ; e , dovendo  tali  valori  ren- 
dere effettivamente  i due  membri  di  ciascuna  equazione  eguali 
tra  loro,  si  vede  chiaramente  che,  sotto  questo  punto  di  vista, 
l’ equazioni  possono  confondersi  con  l’ eguaglianze. 

Sovente  ancora,  per  indicare  un’ uguaglianza  come  3x4=2x6, 
o (o-+*l)(a— — li  si  adopera  la  parola  identità;  e ciò 
perchè,  col  pensiere,  si  riguardano  le  operazioni  indicate  come 
già  effettuate , ed  in  tal  caso  effettivamente  si  avrebbero  delle 
identità,  12=12  o a*— »l=a*  — 1. 

Q&.  Determinare  1 valori  delle  incognito  che  son  comprese  nelle 
equazioni,  vai  cercare  tutti  i valori  che,  posti  in  questa  equa- 
zione in  veco  delle  incognite , rendono  i due  membri  ugnali  tra 
loro.  Ciò  djeesi  risolvere  l’equazione. 

Da  ciò  segue  che  posson  verificarsi  i valori  delle  incognite,  so- 
stituendoli nello  equazioni,  ed  effettuando  tutti  i calcoli  indicati 
ne'  due  membri  di  ciascuna  di  essa  : l’ equazioni  dovran  divenire 
identiche,  cioè  ridursi  ad  identità.  In  tal  caso  dirassi  che  l’ equa- 
zioni son  verificate,  o meglio  che  esse  son  soddisfatte. 

L’ equazioni  che  si  ànno  a risolvere  non  son  tutte  egual- 
mente semplici.  In  moltissimi  casi  si  riducono  esse  a non  aver 
che  termini  congiunti  tra  loro  co’  segni  4-  e — , ne’  quali  lo  in- 
cognite sono  innalzate  a potenze  positive,  e moltiplicate  sia  tra 
loro , sia  per  quantità  date.  In  tal  caso  la  somma  degli  esponenti 
delle  incognite,  presa  in  quel  termine  in  cui  questa  somma  è 
maggiore,  dicesi  il  grado  di  un'equazione.  Siano  ad  esempio  l’e- 
quazioni 

[1]  2x  — a=b—x,  [2]  ax  — ■ by  = cx — d , 

[3]  2#*+a=4z-|-2,  [4]  xy* — 2x1=y*— 1, 

in  cui  le  incognite  sono  x ed  y ; le  equazioni  [1]  e [2]  son  del 
1.*  grado,  l’equazione  [3]  e del  2.®  grado,  e l’ equazione  [4]  e 
del  5.° 
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Alcuni  principi  generali  relativi  all’ equazioni — Trasposizione 
de’  termini.  Eliminazione  d(f  denominatori. 

Ut.  Può  aggiungersi  o sottrarsi  una  stessa  quantità,  ai  due 
•membri  di  un’  equazione , senza  che  i valori  dell’ incognite  vengano 
alterati.  È in  fatti  evidente  che  gii  stessi  valori,  che  soddisfano 
l’equazione  nel  suo  primo  stato,  la  debbono  soddisfare  similmente 
nel  secondo  stato,  e viceversa. 

•8.  Da  ciò  segue  che  può  cancellarsi  dall’un  membro  d’ una 
equazione  una  quantità  che  è aggiunta  o sottratta  a tal  membro, 
purché  si  scriva  nell’  altro  membro  con  segno  contrario.  Ciò  torna 
evidentemente  ad  aggiungere  a ciascun  membro  questa  quantità, 
presa  con  segno  contrario  a quello  da  cui  è affetto  nel  membro 
in  cui  si  trova. 

Mercè  questa  tegola , si  potranno  far  passare  da  un  membro 
all’altro  quei  termini  che  si  vorranno,  avendo  cura  di  cambiare 
i loro  segni.  Ciò  dicesi  trasposizione  dei  termini.  Cosi  avendosi 
l’ equazione 

17x— 3=45  + 11+ 

se  si  vogliano  mettere  nel  1.*  membro  i termini  che  contengono  x 
e gli  altri  nel  2.®  si  cancellerà  + Ila;  dal  2.®  membro,  scriven- 
do — Ila;  nel  1.®;  e similmente  si  cancellerà — 3 dal  l.°  mem- 
bro, scrivendo  +3  nel  2.®  Per  tal  modo  l’equazione  addiviene 
17a; — lla:=45  + 3. 

09.  Può  ancora , senza  che  il  valore  delle  incognite  venghi  al- 
terato, moltiplicarsi  o dividersi  i due  membri  di  un’  equazione  per 
una  stessa  quantità,  purché  non  contenga  questa  alcuna  incognita. 
In  effetti  gli  stessi  valori  dell’ incognite  debbono  evidentemente 
soddisfare  l’equazione  ne’ due  stati  (’). 

Tuttavolta  la  proposizione  potrebbe  non  esser  più  vera,  e ciò 
quando  la  quantità  per  cui  si  moltiplicano  o si  dividono  i due 
membri  contengono  delle  incognite:  poiché,  se  ciò  fosse;  certi 
valori  delle  incognite,  che,  soddisfano  l’ equazione  in  uno  dei  due 
stati,  potrebbero  non  soddisfarla  nell’altro.  Per  esempio  se  s’avesse 
l’equazione  2x=4,  e si  moltiplicasse  ciascun  membro  per  x — 1 
verrebbe  2x(x — 1 )=4 ( x — 1):  e quest’ ultima  equazione  am- 
metterà evidentemente  il  valore  x=l,  che  non  soddisfa  affatto 
la  prima. 

(')  Dee  intendersi  senza  che  il  ripetiamo , che  la  quantità  pcrcui  si  mol- 
tiplica o si  divida  l’ equazione  non  è infinita  ni  nulla.  - 
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90.  Dalla  precedente  proposizione  risalta  die , se  una  quantità 
data  è fattore  nei  due  membri,  potrà  semplificarsi  l’equazione 
dividendo  i due  membri  per  questa  quantità.  Ad  esempio  se  si  à 
• 27a*òa;-f-  I8a*b  = 9a*b* — ioo3#, 

potranno  dividersi  tutti  i termini  per  9a»,  e l’equazione  diventerà 
3àx-f-2a6=i*  — 5aa\ 

9t.  Un’altra  osservazione  che  deriva  immediatamente  dalla 
stessa  proposizione,  si  è che  posson  cangiarsi  i segni  di  tutti  i 
termini  di  un'equazione:  poiché  ciò  torna  a moltiplicare  i due 
membri  per  — 1.  È d’altronde  evidente  (**)  che,  per  tal  can- 
giamento di  segno , i valori  dei  due  membri  non  fanno  che  cam- 
biar segno,  e per  conseguenza;  se  erano  eguali  prima,  lo  saranno 
anche  derpo , e viceversa. 

9*.  Questa  proposizione  è sopra  tutto  vantaggiosa  a ridurre 
un’equazione  che  avesse  denominatori,  a non  aver  più  che  ter- 
mini iutieri.  Questa  trasformazione  si  ottiene  immediatamente 
moltiplicando  i due  membri  per  una  quantità  che  sia  divisibile 
per  ciascun  denominatore  dell’ equazione.  In  effetti,  allora  cia- 
scun termine  frazionario  conterrà  nel  suo  numeratore  tutti  i fat- 
tori del  suo  denominatore , di  maniera  clic  sopprimendoli , la  di- 
visione indicata  da  questo  denominatore  si  troverà  effettuata,  e 
non  resteranno  che  termini  intieri.  Riguardo  alla  quantità  per  la 
quale  si  moltiplica  l’equazione,  convien  scegliere  sempre  la  più 
semplice  possibile , come  si  esegue  nella  riduzione  delle  frazioni 
allo  stesso  denominatore.  Da  ciò  risulta  la  seguente  regola: 

Per  eliminare  i dtnominatori  d'una  equazione  , si  forma  una 
quantità  divisibile  per  ciascun  denominatore , ed  ordinariamente 
si  prende  la  più  semplice  possibile;  si  moltiplica  in  seguito  ciascun 
termine  intiero  per  questa  quantità,  ed  il  numeratore  di  ciascun 
termine  frazionario  pel  quoziente  che  si  ottiene  dividendo  tal  quan- 
tità pel  denominatore  ; ed  indi  potranno  sopprimersi  tutti  i de- 
nominatori. 

Coinè  esempio , prendiamo  da  prima  l’ equazione 
ax  . a Bx 

In  essa  la  quantità  più  semplice  che  sia  divisibile  per  i diversi 
denomiuatori  è appunto  il  loro  prodotto.  Allora  la  regola  si  riduce 
a moltiplicare  il  numeratore  di  ciascuna  frazione  pel  prodotto  dei 
denominatori  delle  altre , c ciascun  termine  intiero  pel  prodotto 
•li  tutti  questi  denominatori.  In  tal  modo  si  avrà 
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•2x3xa.z  — 2x3 XhXb = 2 XòXa  + 3x6x5.r  , 
ovvero,  eseguendo  le  moltiplicazioni , 

(mix  — 66*  = 2 ab  -f  - loia:. 

Per  secondo  esempio,  prendiamo  l’ equazione. 

„ a*x 3 a*  bx 

U ‘ 186“  46  *Ja  ' 

La  quantità  più  semplice  che  sia  divisibile  per  i denominatori  si 
è 36 ni*  , ed  i quozienti  sono  2« , 9a6 , 46*.  Bisognerà  quindi 
moltiplicare  rispettivamente  i numeratori  delle  frazioni  per  questi 
quozienti , ed  il  termine  intiero  5a  per  36 ai*.  Per  tal  modo  si 
avrà 

5a  x 3606»  + a*x  X 2a = 3a*  X 9aò — bx  X 46*; 
ovvero  eseguendo  i prodotti  si  avrà , 

181a*6a  + 2 a*x = 27  a'b — \b*x. 

Consideriamo  ancora  P equazione 

2^  ax a*x  3o*6 

06  a6  + 6*  2o*  — 26*  ‘ 

Decomponendo  i denominatori  in  fattori  essi  addivengono 
2.3.6,  (a+6)6,  2 ( a-f-6  ) (a — b ) ; 
ed  è chiaro  ebe  la  quantità  la  più  semplice  che  possa  dividersi 
per  ciascuna  di  essi  è 2.3.6  ( a-f-6  ) ( a — 6 ) ovvero  6a*6 — 66J. 
I quozienti  sono  a* — 6*  , 6a — 66  , 36  ; conseguentemente  per 
eliminare  i denominatori  dell’equazione  si  moltiplicheranno  i nume- 
ratori delle  frazioni  per  questi  quozienti , ed  il  termine  intiero 
26  per  la  quantità  6a*6— 66».  Cosi  si  avrà 

12/i*6»  — 126* — a»x-f-  a6*x  = 6a».r — 6a*6x  — 9a*6*. 

»*.  Ciò  che  abbiam  detto  in  questo  paragrafo  è applicabile  ad 
ogni  specie  di  equazione , e basta  per  la  risoluzione  di  quelle  del 
primo  grado. 


Risoluzione  di  un’equazione  di  1°  grado  ad  una  tota  incognita. 

94.  La  difficoltà  di  risolvere  l’ equazioni  dipende  dal  loro  grado 
e dal  numero  delle  incognite.  Noi  andremo  esaminando  nei  diversi 
esempi  tutti  i casi  che  può  presentare  un’  equazione  di  1 ."  grado 
ad  una  sola  incognita. 

Esempio  I.  Sia  l’ equazione 

l1]  ’ 18x  — 61  = 13x— 31. 

Trasportando  13x  nel  primo  membro,  c — 61  nel  secondo  si  avrà 
18x— 13x=61— 31  , 
e riducendo  5x=30. 
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Finalmente  dividendo  ciascun  di  due  membri  per  5 , si  avrà 
a?  = 6. 

Da  ciò  conchiudesi  che  l’incognita  x è uguale  a 6.  In  effetti  si 
osservi  che  per  i principi  dei  numeri  *8  e «®,  P equazioni  suc- 
cessive per  le  quali  siam  passati  debbono  ammettere  gli  stessi 
valori  di  x che  l’ equazione  [1].  Ma  è evidente  che  l’ ultima , 
x—d , è soddisfatta  mettendo  6 al  luogo  di  x , e che  non  può 
esserlo  altrimenti  ; dunque  deve  essere  lo  stesso  della  equa- 
zione [1].  Tal  ragionamento  vale  per  tutti  gli  altri  seguenti  esempi. 
* Per  verificar  l’ esattezza  de’  calcoli , sostituiremo  il  valore  di  x 
nella  equazione , ed  osserveremo  se  la  rende  identica.  Ciò  effet- 
tivamente succede  poiché  si  à successivamente 
18x6—61=13x6—31,108—61=78—31,47=47. 
95.  Esempio  II.  Sia  l’equazione 
[2]  2 ax — bx-{-2ab=\a* — ab — 3o„t. 

Farem  passare,  come  nell’  esempio  precedente,  nel  primo  membro 
I termini  che  contengono  x , e nel  secondo  tutti  gli  altri  ; ed 
avremo 

2ax — òx-j-3aa:=4a2 — ab — 2 ab  ; 
e,  riducendo,  si  à 

5ax  — bx—Aa*  — 3 ab. 

I due  membri  non  possono  qui  ridursi  a monomi  ; ma  osservando 
che  il  primo  è lo  stesso  che  il  prodotto  (5a — b)  x,  l’equazione 
può  scriversi  così  : 

(5 a — b)x=ia * — 3oò. 

Così  non  si  avrà  che  a dividere  i due  membri  pel  moltiplicatore 
di  x per  ottenersi  il  valore,  e sarà 

4a*  — 3aft 
X~  5a — 6 ’ 


Itipruova.  Si  sostituisca  questa  espressione  in  luogo  di  x nel- 
l’equazione [2],  si  effettuano  i calcoli  e si  arriva  ad  un’  identità, 
come  si  vede  qui  appresso 


2o(4o»— 3o6)  b{\a‘—3ab) 

So— 6 8 a—b 


2a6=4a*  — ab 


3a(4a*— 3ab) 

5 a—b  r 


8a* — 6o*6 — 4a*b-h3ab*  -+-10 — 2a6* 
Sa—b 


20  a*  —4  a*i  — Sa*6  + ab*  — 12a*  -t-  9a*6 
Sa— 6 ’ 


8 a1  -+-  ab* 8a*  -f-  ab * 

So  — b Sa  — b 
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?•.  Esempio  III.  Sia  l'equazione 


Può  seguirsi  lo  stesso  procedimento  die  negli  esempi  precedenti; 
ma  tornerà  più  vantaggioso  far  sparire  i denominatori  con  la  re- 
gola conosciuta  (»#).  Il  calcolo  si  riduce  a ridurre  tutt’i  termini 
ili  dodicesimi  ed  a sopprimere  il  denominatore  comune  ; e si  avrà 
3x—  18=20x— 14,  3x— 20.r=18— 11, 

— 17*=34,  x=— =— 2 

— 17 

Per  passare  dall’equazione— 17x=31  al  valore  di  x,  abbiam  di- 
viso 31  per  — 17,  il  che  ci  a dato  il  quoziente  negativo  — 2. 

Ripruova.  Si  sostituisca  il  valore  x=— 2 nell’equazione  [3], 
e si  avrà  successivamente 

— 2 j -2x8 7 18  _ 40  li 

* ~ 3 «’  12  72  Ì2  12  ’ 

— 34  !W 

12  12 


11-  Esempio  IV.  Sia  l’equazione 

r«i  3bx  x — b bx — a®  x 

2 a»  a-f-6  a»  — 6»  4u 

Mercò  la  regola  del  n.°  19  si  libererà  da  prima  da  denominatori, 
il  che  torna  a moltiplicar  i due  membri  dell’equazione  per  la  quan- 
tità la®  (a*—  A»),  per  tal  modo  si  avrà 
66x  (a* — A®) — la*  (a — b ) (x — A)=la®  [bx — «®) — ax  (a® — A»). 
Indi,  per  mettere  in  evidenza  i termini  alletti  da  x,  si  effettuano 
le  moltiplicazioni , c verrà 

6o‘bx — Gb’x — la’x-t-la'Ax-j-la'A  — 4a*A® 

=\a*bx — la* — a*x  -f-  nbxx. 

Trasportando,  riducendo,  ed  ordinando,  si  avrà 

— 3a»x  -f-  6a«  Ax  — oA*x  — 6A’x = — la* — laJA  -f-  4a*A* . 

Per  la  regola  del  n.°  1 1 , si  avrebbe  potuto  dare  il  segno -|- al 
primo  termine)  3a*x , cambiando  tutti  i segni  dell’ equazione.  Per 
tal  modo  1’  equazione  precedente  sarebbe  stata 

3a»x — 6a*Ax  aA*x  Gb‘x  = la*  -t-  ìa*b  — 1 a*A*  ; 

che  può  scriversi  così  : 

( 3/j* — 6a*A -|- «A® -f- 6A1  ) x—  ì a»  (a*  -\-ab  — A®  ) ; 
da  cui  si  ricava 

4a®  (a*  ab  — 6®  ) 

3o®  — • 6o®6  -f-  dò*  -i-  66®  ‘ 
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V.  Sia  l' equazione 

a _ x 

1 — X t -Y-X 


Trovandosi  in  questa  l' incognita  nei  denominatori  . non  polran 
ricavarsi  da  essa  il  valore  di  x senza  farli  s|>arire.  Ciò  eseguendo, 
si  ottiene 

2-+-2j;-fr-l — x*=zx — x* , 
e trasportando , e ridocendo  , 

x=— 3. 

Osservazione.  Le  regole  per  far  sparire  i denominatori  son  fon- 
date sul  principio  del  n.°  ®9,  il  quale  può  cessare  d’ esser  vero 
quando  la  quantità  per  cui  si  moltiplica  o si  divida  l’ equazione 
comprendesse  l’ incognita.  Ma  per  far  svanire  i denominatori  dee 
moltiplicarsi  tutta  l’ equazione  per  un  prodotto  divisibile  per  cia- 
scun denominatore;  conseqnentemente,  allorché  l’ incognita  entra 
nei  denominatori,  come  succede  nell’ equazione  [5],  dee  esaminarsi 
se  ogni  valore  di  x che  soddisfac«*va  1*  equazione  , prima  di  far 
sparire  i denominatori , soddisfi  anche  dopo  , c viceversa. 

Per  effettuare  quei  soli  cangiamenti  che  non  alterano  affatto 
l’ incognita  , trasportiamo  il  secondo  membro  nel  primo,  e ridu- 
ciamo tutto  allo  stesso  denominatore  ; si  avrà 


Uguagliando  il  numeratore  a zero  si  à x— — 3;  che  ò il  valore 
trovato  precedentemente,  e che  conviene  effettivamente  all'equa- 
zione precedente , poiché  , sostituendolo  in  luogo  di  x , il  primo 
membro  diventa  uguale  a zero.  Egli  è chiaro  d’ altronde  che  nes- 
sun altro  valore  potrebbe  renderlo  eguale  a zero  ; in  tal  caso  potrà 
non  tenersi  conto  dei  denominatore. 

In  certi  casi  un  valore  che  rende  nullo  il  numeratore  d’ima 
frazione  può  rendere  anche  nullo  il  denominatore  , in  tal  caso  la 
frazione  può  non  esser  nulla.  Torneremo  più  appresso  su  questa 
osservazione  , c nell’  istesso  tempo  direm  qualche  cosa  dei  valori 
infiniti  ,da  cui  abbiam  sinora  fatto  astrazione.  Veggasi  il  capi- 
tolo V. 

39.  Lasciando  per  ora  da  banda  tali  difficoltà,  ricapitoleremo 
nella  seguente  regola  tutto  ciò  che  abbiam  detto  riguardo  all’equa- 
zione di  primo  grado. 

1.®  Si  fanno  sparire  i denominatori , se  ve  ne  sono,  e s’ effet- 
tuano le  operazioni  necessarie  perchè  l’equazione  non  contenga 
più  che  termini  moltiplicati  per  V incognite , e termini  noti  ; 


» 
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2.°  Si  trasportano  nel  4."  membro  tutti  i termini  affetti  dal- 
Ì incognita , e nel  2.®  gufiti  tutti  cogniti  ; 

8.»  Si  dà  al  4.u  membro  la  forma  di  hh  prodotto  di  mi  l'in- 
cognita sia  l’ un  dei  fattori , e si  dividono  allora  i due  membri  per 
i moltiplicatori  di  questa  incognita. 

II  lettore  che  fin  d’ ora  vorrà  esercitarsi  alla  risoluzione  di  pro- 
blemi, potrà  passare  al  n.°*M  e seguir  sino  ai  problemi  del  n.°®4. 


Risoluzione  di  dm  equazioni  di  t.'  grado  a due  incognite. 


SO.  Allorché  si  ànno  a risolvere  due  equazioni  di  1.®  grado  che 
contengono  due  incognite  , il  metodo  che  s’ adopera  consiste  prin- 
cipalmente in  eliminare  i’una  delle  incognite,  cioè  a dedurr»'  dalle 
equazioni  date  una  nuova  equazione  che  non  sia  alletta  da  qftesta 
incognita  , e dalla  quale  si  possa  ricavare  il  valore  della  rimanente 
incognita.  Per  tale  elimininazione  più  metodi  si  sono  adoperati, 
ed  andremo  ad  esporli  successivamente. 

S fl . Primo  metodo,  nel  quale  i eliminazme  ti  fa  per  compa- 
razione. L'esposizione  di  tali  metodi  sarà  più  agevole  a compren- 
dersi applicandoli  ad  esempi.  Sieno  le  due  equazioni 
{!]  % — 7x=4  , [2]  2t/-f-5jr  = 22. 

Supponiamo  per  un  momento  esistervi  due  numeri  die,  posti 
in  luogo  di  x e di  y , soddisfacessero  nel  medesimo  tempo  queste 
due  equazioni;  e consideriamo  x ed  y come  rappresentanti  appunto 
questi  numeri  : allora  potrem  ragionare  su  questa  equazione  come 
se  esse  fossero  delle  attuali  eguaglianze.  Or  queste  equazioni  danno 


• * ri!  22‘ 

— . W y— — 


e dovendo  questi  valori  essere  eguali , si  avrà 


[5] 


~x  -u*_22  — Ite 
3 2 


Ecco  dunque  un'equazione  di  l.°  grado  alla  quale  l'incognita  x 
dee  soddisfare , e consequentemente  si  potrà  da  essa  ricavare  il 
valore  di  questa  incognita.  Per  i procedimenti  stabiliti  nel  para- 
grafo precedente , si  avrà  successivamente 

14x4-8  = 66 — lox , 29x  = 58;  x = 2. 

Mettendo  questo  valore  di  x in  una  delle  due  espresioni  di  y 
scritte  di  sopra,  si  avrà  il  valore  di  queste  incognite.  È d’altronde 
evidente  che  facendo  queste  sostituzioni  nell’  uno  o nell'  altro,  si 
debba  trovare  sempre  lo  stesso  risultato  : poiché  il  valore  di  x, 
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essendo  stato  ricavato  dall’  equazione  [5] , dee  rendere  identici  » 
due  membri  di  questa  , i quali  sono  precisamente  le  due  espres- 
sioni di  y di  cui  si  tratta.  Facendo  la  sostituzione  nella  prima  si  à 
^ 7x2+4 18 


Così  il  valore  delle  due  incognite  sono 
x=2,  y —6 . 

Per  il  modo  onde  questi  valori  sono  stati  trovati , siamo  certi 
che  essi  convengono  alle  due  equazioni  date.  In  edotti  essi  con- 
vengono all’  equazioni  [3]  e [4]  ; e come  queste , liberandole  dai 
denominatori  c trasportando  nel  primo  membro  i termini  in  x, 
conducono  alle  proposte  [1]  e [2] , ne  segue  che  i valori  di  x 
ed  y debbano  anche  soddisfare  a queste  equazioni. 

Questa  osservazione  era  necessaria  : poiché  per  arrivare  ai  valori 
a:=2  ed  y=6,  si  è supposto  esservi  dei  valori  di  x ed  y che 
verificassero  le  equazioni  date , e niente  provava  questa  supposi- 
zione esser  vera.  Restava  dunque  ad  esaminare  ancora,  se  i valori 
trovati  per  x ed  y soddisfacessero  effettivamente  all’  equazione. 

Sotto  questo  riguardo , si  avrebbero  potuto  sostituire  questi 
valori  immediatamente  nell’  equazione , a fin  di  vedere  se  essi  le 
rendessero  identiche.  Ciò  in  effetti  succede  : poiché  per  tal  sosti- 
tuzione la  prima  addiventa 

3x6— -7x2=4,  ovvero  18 — 14=4  owero  4 = 4; 
e la  seconda 

2x6 -(-5x2=22,  ovvero  124-10=22  ovvero  22=22. 
Tuttavolta  dee  comprendersi  che  una  simile  verificazione  nulla 
comprova  pel  caso  in  cui  si  avrebbero  altre  equazioni  a risolvere; 
consequentemente  una  dimostrazione  fondata  nel  processo  stesso 
che  serve  a trovar  i valori  delle  incognite  era  indispensabile  per  di- 
mostrare che  questi  valori  debbono  sempre  soddisfare  adequazione. 

*•.  Secondo  mbtodo  , in  cui  f eliminazione  si  fa  per  sosti- 
tuzione. Riprendiamo  le  due  equazioni 

[6]  3y — lx—\,  [7]  2y-f-5ar  = 22; 

e consideriamo  sempre  x ed  y come  rappresentanti  due  numeri 
che  soddisfino  a queste  equazioni.  Dalla  prima  si  ricava 


Si  può  dunque , nella  seconda  equazione  , rimpiazzar  x per  tal 
valore  , a questa  equazione , non  contenendo  allora  più  che  la  sola 
incognita  x,  senza  cessar  d’essere  dpi  l.°  grado,  servirà  a deter- 
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minar  questa  incognita.  La  sostituzione  dà 
[9]  2x^f^+5*=22; 

e da  questa  equazione  ricaviamo  successivamente 

14ic+8-t- loar=;66  , 29x=58,  x~2 
Sostituendo  questo  valore  iu  quello  di  y,  ricavato  dalla  prima  equa- 
zione , si  ottiene  ancora 


i -v' 9-i-  a la 


Si  ànno  dunque , per  x ed  y , gli  stessi  valori  che  precedente- 
mente.  Bisogna  però  assicurarsi  che  questo  nuovo  processo  dia 
sempre  valori  che  convengono  alla  equazione  proposta. 

Osserviamo  da  prima  che,  il  valore  y=6  essendosi  trovato  col 
fare  x = 2 nella  equazione  [8] , segue  che  i valori  x = 2,  y=G 
debbon  soddisfare  questa  equazione.  Or , moltiplicando  per  3 e 
rimettendo  Ix  nel  i.°  membro,  questa  equazione  ritorna  all’equa- 
zione [6]  ; dunque  già  i valori  ar=2,  y—ii  soddisfano  l’ equa-, 
zione  [6]. 

In  oltre  il  valore  x—2  dee  verificar  l’equazione  [9]  da  cui  si 
è dedotta.  Ma  , in  questa  equazione  , la  frazione  moltiplicata  per 
2 , non  essendo  altro  che  il  secondo  membro  dell’equazione  [8], 
dee  divenir  uguale  a 6 quando  si  restituisce  2 per  x ; dunque 
torna  perfettamente  lo  stesso  a far  x—2  nell’equazione  [9], 
o meglio  a far  x=2  ed  y=6  nell’equazione  [7];  quindi  que- 
st’ultima  si  trova  anche  verificata  per  gli  stessi  valori  x — 2, 
y=6. 

8*.  Terzo  metodo,  in  cui  l’ eliminazione  ti  fa  per  riduzione. 
È necessario  da  prima  che  ciascuna  delle  due  equazioni  si  riduca 
alla  forma 

ax-\-by=c. 

Allora  è chiaro  che  se  nelle  due  equazioni  l’ una  delie  incognite 
avesse  lo  stesso  coefficiente , si  farebbe  sparir  questa  incognita 
sottraendo,  membro  a membro,  l’ equazioni  l’un  dall’altra,  ovvero 
addizionandole  , secondo  che  i termini  che  contengono  questa  inco- 
gnita sieno  dello  stesso  segno  o di  segno  diverso.  Per  tal  modo 
si  formerebbe  una  nuova  equazione  non  contenente  più  che  l’ altra 
incognita , e si  potrebbe  ricavar  da  essa  il  valore  di  questa  inco- 
gnita. Or  egli  è chiaro  che  un’ incognita  si  ridurrà  sempre  ad  aver 
lo  stesso  coefficiente  nelle  due  equazioni , moltiplicando  i due 
membri  di  ciascuna  equazione  pel  coefficiente  di  questa  incognita 
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nell’altra  : ed  ecco  così  un  nuovo  mezzo  di  risolvere  le  due  equa- 
zioni. 

Ad  esempio  ritornando  all’ equazioni 

3y — 7x=ì,  2y-|-5ar=:22; 

volendo  da  prima  conoscere  x , si  moltiplicheranno  i due  membri 
della  prima  equazione  per  2 , coefficiente  di  y nella  seconda,  e i 
due  membri  della  seconda  per  3 , coefficiente  di  y nella  prima. 
Per  tali  moltiplicazioni  1’  equazioni  divengono 

6y — 14.r  = 8,  6y  — loa;=66  ; 
e sottraendole  l’ un  dall’  altra  membro  a membro  si  à 
29x=58 , da  cui  x=2. 

Per  aver  y si  potrebbe  sostituir  questo  valore  in  una  delle  equa- 
zioni proposte  ; ma  volendo  trovar  y con  lo  stesso  metodo  che  .r, 
si  moltiplicherà  la  prima  dell'  equazione  per  5 , coefficiente  di  x 
nella  seconda  , e la  seconda  per  7 , coefficiente  di  x nella  prima. 
Per  tal  modo  divengono 

15y — 35*  = 20 , i iy  ■+•  35*  = 154  ; 
die  sommandole  , membro  a membro  , danno 
29y=rl74,  da  cui  y=Q. 

Si  ànno  dunque  per  tal  metodo  anche  gli  stessi  valori  x=2,  ed 
y=6  che  per  i metodi  precedenti. 

Questo  terzo  metodo  , come  ben  si  vede  , è assai  semplice  ; 
ma  é necessario  , come  ne’  due  precedenti , dimostrare  che  i valori 
di  x ed  y , ai  quali  esso  conduce  T debban  sempre  soddisfare  lo 
due  equazioni.  £ poiché  ciò  richiede  de’  schiarimenti , cui  sarà 
difficile  seguire  sopra  equazioni  particolari , rappresenteremo  le 
due  equazioni  di  una  maniera  generalo  con 

r_l  f A =B  , 

t l ( A'  = B' . 

Ciò  posto,  moltiplicandole  rispettivamente  per  de’  numeri  qua- 
lunque m ed  n , ed  indi  addizionandole  si  à mA-+-»A'  = mB-+- 
*iB';  e andiamo  a dimostrare  che  ciascuna  delle  due  proposte, 
ad  esempio  la  seconda,  può  rimpiazzarsi  per  questa  : cioè  che  le 
due  equ.‘  [a]  anno  perfettamente  le  stesse  soluzioni  che  queste 
[6] 


f A = B, 

( mA  -f-  nA'=mB+  »B' . 


In  fatti , sottraendo  dall’  ultima  il  prodotto  della  precedente  per 
m , si  à n\'=nb',  e dividendo  per  «,  si  à A'=B'.  Dunque  come 
il  sistema  deH’equ.'  [ò]  è una  conseguenza  del  sistema  [a],  reci- 
procamente il  sistema  [a]  é una  conseguenza  del  sistema  [6].  Dunque 
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i valori  di  x , e«l  y che  convengono  all’  ultimo  non  possono  non 
convenire  anche  al  primo.  Or  se  i moltiplicatori  m ed  n sono 
scelti , come  abbiam  fatto  nel  3.°  metodo  , in  modo  che  l’equa- 
zione + = non  contenga  più  y,  ricavando  da 

essa  il  valore  di  a;,  e sostituendolo  nell’equazione  À = B per  rica- 
varne il  valore  di  y,  egli  è evidente  che  si  avranno  così  valori 
per  x ed  y che  converranno  all’  equ.  [6]  ; dunque  converranno  essi 
anche  alle  proposte  [«]. 

Bisogna  or  dimostrar  eziandio  l’esattezza  del  metodo  per  cui 
la  seconda  incognita  si  ricava  nello  stesso  modo  delia  prima.  Sup- 
poniamo, a tal  uopo,  che  dopo  aver  dedotta  dall’equ.1  [«]  l’equa- 
zione mA-f-nA'=mB4-nB',  le  moltiplichiamo  di  nuovo  per  altri 
numeri  m!  ed  n' , e le  addizioniamo  ancora , avremo  mia  nuova 
equazione  m'A-f-»'A'  = m'B-f-»'B';  e le  equ.‘  [a]  potranno  anche 
considerarsi  come  conseguenze  di  queste 

r. -,  ( m A-f-n  A'=m  B-f-n  B' , 

( m'A  n'A'  =m'B  n'B' . 

Per  dimostrarlo  moltiplichiamo  quest’  ultime  rispettivamente  per 
n'  ed  » , e sottragghiamole  1’  un  dall’  altro  : A'  e B'  spariranno  e 
si  avrà 

(mn1 — nm’)A  = («m' — nm')B,  ovvero  A=B. 
Similmente,  moltiplicando  l’equ.  [c]  per  in'  ed  tn,  e sottraendo 
la  prima  dalla  seconda  si  avrà 

( ma' — nm'  ) A'  = ( mn' — nm' } B',  ovvero  A'= B' . 

Cosi  i due  sistemi  [a]  e [e]  son  reciprocamente  una  conseguenza 
1’  un  dell’  altro.  Or  possono  scegliersi  i moltiplicatori  m , »,  tu' , 
di  tal  fatta  che  la  prima  equazione  [r]  non  contenga  più  y, 
e la  seconda  non  contenga  più  x.  Dunque  è evidente  che  i valori 
che  ricavansi  immediatamente,  per  x ed  y,  debbano  convenire  alle 
proposte  ; e ciò  bisognava  dimostrare. 

S4.  Osservazioni.  Noi  abbiam  supposto  che  l’equ.  [e]  si  aves- 
sero per  mezzo  di  addizioni.  Questa  maniera  d’operare,  comprende 
anche  quella  in  cui  s’ impiegherebbe  la  sottrazione  : poiché  se  , 
ad  esempio , dopo  aver  moltiplicato  1’  equ.’  [a]  per  m ed  «• , si 
volesse  sottrar  la  2.*  dalla  1.*,  ciò  tornerebbe  evidentemente  a 
sommarle  dopo  averle  moltiplicate  per  in  e — ». 

Abbiam  supposto  ancora  tacitamente  che  ma' — nm'  non  fosse 
zero.  Se  ciò  fosse,  l’ equazioni  in  cui  mn' — nm'  era  fattore  dei 
due  membri,  si  ridurrebbero  identicamente  a 0=0,  e non  po- 
trebbe più  conchiudersi  A=B , A'=B\  Da  ciò  segue  che,  per 
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sostituir  l’equ.’  [<•]  all’equ.'  [a],  bisogna  scegliere  »»,  n,  »»', 
in  maniera  che  non  s’abbia  mn'  — nm'=0,  o,  ciò  che  è lo  stesso, 

— = — : cioè  che  i numeri  m ed  n non  debban  essere  proporzio- 
n n' 

nati  ad  • m'  e Ma  quando  si  fà  l’ eliminazione  per  riduzosb 
(*»*)  , si  prendon  per  m ed  n i coettìcienti  di  y nell’ equazioni 
proposte , e per  m'  ed  n'  quelli  di  x : se  adunque  i coefficienti 
di  .r  son  proporzionali  a quelli  di  y,  il  metodo  sembrerà  in  difetto. 
Questa  difficoltà  verrà  chiarita  più  innanzi  (1S1). 

L’operazione  per  cui  si  rendono  uguali  i coefficienti  dell’in- 
cognita che  si  fa  sparire  è perfettamente  analoga  alla  riduzione 
delle  frazioni  allo  stesso  denominatore,  o presenta  le  stesse  sem- 
plificazioni. Ad  esempio  se  l’ equazioni  fossero 

21y-f-20x=165,  77y  — 30x=295, 
decomponendosi  i coefficienti  di  y in  7x3  e 7x1  i,  si  rendereb- 
bero uguali  moltiplicando  rispettivamente  per  11  e per  3.  Simil- 
mente quelli  di  x diverrebbero  eguali  moltiplicando  l’ equazioni 
per  3 e per  2. 

I due  primi  metodi  il  più  delle  volte  introducono  dei  denomi- 
natori che  bisogna  far  scomparire.  Tale  inconveniente  non  à luogo 
nel  terzo;  ed  è ad  osservarsi  ancora  che  con  l’esercizio  si  potrà, 
quando  i coefficienti  son  poco  complicati , eflèttuir  insiememente, 
come  se  fosse  una  sola  operazione , c le  moltiplicazioni  che  ridu- 
cono i coefficienti  d’ una  incognita  alla  eguaglianza , e l’ addi- 
zione o la  sottrazione  che  fa  sparire  tali  incognite. 

Qualunque  metodo  si  adoperi , egli  è chiaro  che  dopo  la  eli- 
minazione d’una  incognita,  l’equazione  risultante  debba  dar  sem- 
pre lo  stesso  valore  per  la  rimanente  incognita.  Da  ciò  segue  che 
se , facendo  uso  d’ un  metodo  d’ eliminazione , l’ equazione  risul- 
tante si  riduca  alla  forma  ax=zb,  a e 6 essendo  quantità  cognite, 
sarem  sicuri  che  qualunque  altro  metodo  darà  o la  stessa  equa- 
zione , o un’  equazione  non  differente  da  quella  che  per  un  fattor 
comune  ai  suoi  due  membri  : altrimenti,  non  si  avrebbe  lo  stesso 
valore  per  x. 

Risoluzioni  rf  un  numero  qualunque  di  equazioni  di  /.*  grado, 
contenenenti  un  equal  numero  iT  incognite. 


Hi.  Sieno  P equazioni 


m 

\x  — 3y  -j-  2:  = il)  , 

i*i 

o.r-4-9y — 7;  =47  , 

131 

9x  -+-  (jiy  — = 97  . 
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Mediante  uno  de’  tre  metodi  conosciuti , si  potrà  eliminare  l’ inco- 
gnita z tra  la  prima  equazione  e ciascuna  delle  due  altre.  Adopa- 
rando  l’ eliminazione  per  riduzione , si  à immediatamente 
[4]  38x — 3y  = 374  , 

[51  30x-t-7y=314  . 

I valori  di  x ed  y dovranno  soddisfare  a queste  due  equazioni, 
quindi  si  sapranno  determinare. 

Se  tra  queste  due  equazioni  si  elimina  y , sempre  col  metodo 
delle  riduzioni,  si  à 356x=3560,  da  cui  x = 10. 

Sostituendo  tal  valore  nell’  equazione  [4] , si  à 
380  — 3y— 374,  da  cui 

Finalmente,  sostituendo  i valori  di  x ed  y nell’equazione  [1],  si  à 
40  — 6-t-2z  = 40,  da  cui  z = 3. 

Dunque  i valori  delle  tre  iucognite  saranno  cc— 10 , y — 2 , 
z = 3. 

Egli  è evidente  che  questi  valori  sono  i soli  che  posson  soddi- 
sfare alle  tre  equazioni  proposte  ; ma  siam  noi  certi  che  le  soddi- 
sfano ? Per  assicurarsene  , bisogna  osservare  che , per  la  maniera 
con  cui  questi  valori  si  son  trovati , siam  sicuri  che  debbono  essi 
soddisfare  all’  equ.  [1] , [4] , [5] . Ma , perciò  che  abbiamo  esposto 
al  u.°  S»  l’cqu.  [2]  è una  conseguenza  dell' equ.  [1],  e [4];  e 
l’equ.  ^3]  è una  conseguenza  di  [1]  e [5]:  dunque  i valori  di  x, 
y , z che  verificano  l’ equ.  [1] , [4] , [5]  debbon  anche  soddisfare 
all’ equ.  [1],  [21,  [3]. 

S*.  Generalizzando  il  metodo  or  ora  impiegato  per  tre  equa- 
zioni , possiam  stabilire  la  seguente  regola  : 

Per  risolvere  più  equazioni  di  grado  con  egual  numero  d' in- 
cognite , si  elimina  una  incognita  tra  una  di  queste  equazioni  e 
tutte  le  altre  : si  avranno  così  delle  nuove  equazioni , che  conter- 
ranno un’  incognita  di  meno,  che  saranno  di  numero  eguale  a quello 
dell’  incognite  restanti,  e che  saranno  anche  di  /.°  grado.  Si  opera 
su  queste  equazioni  come  sulle  proposte,  cioè  si  elimina  ancora 
un’  incognita  tra  l’ una  di  queste  nuove  equazioni  e ciascuna  delle 
altre.  Continuando  sempre  similmente  si  arriverà  ad  un’equazione 
di  1.tt  grado  che  non  conterrà  più  che  una  sola  incognita.  Allora, 
da  quest’ ultima  equazione  si  ricava  il  valore  di  questa  incognit ai 
e poi  risalendo  alle  equazioni  precedenti,  si  determineranno  succes- 
sivamente i valori  delle  altre  incognite. 

81.  Osservandosi  dei  fattori  comuni  a tutti  i termini  di  una 
equazione , non  bisogna  (ras andar  di  sopprimerli  ; per  tal  modo 
Lez.  di  Alg.  8 
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i calcoli  si  renderanno  più  semplici.  Sieuo,  ad  esempio  l’ equazioni, 
lOx  — 20y-h30z=60 , 

8x4- 12y — 16; =80  , 

27x — 18y4-4o;=234, 

È chiaro  che  la  1 .*  può  dividersi  per  10,  la  2.*  per,  4 e la  3.* 
per  9.  Quindi  in  vece  delle  precedenti  equazioni  dovran  risolversi 
le  seguenti  : 

x — 2y-f-3;=6 , 

2x4-3y — 4; =20  , 

3x — 2y4~5;=26 . 

L'  eliminazione  di  x,  tra  la  l.a  di  queste  equazioni  e l’ altre  due, 
dà  le  due  seguenti  : 

7y — 10;  = 8 , 

4 y — 4;=8: 

o meglio  semplificando  l’ ultima  col  dividerla  per  4 , 

7y — 10;  = 8 , 

y—  -=2. 

L’ eliminazione  di  y tra  queste  da  3;  = 6 , da  cui  ; = 2.  Sosti- 
tuendo questo  valore  nell’equ.  y — z=2 , si  à y — 2=2,  da 
cui  y=4.  Finalmente,  sostituendo  i valori  di  y e di  ; nell’  equ. 
x — 2y— (—  3;=6  , si  à x — 84-6=6,  da  cui  x = 8. 

»8.  È qui  da  prevedersi  un  caso  che  talvolta  presenta  diffi- 
coltà ai  principianti  : ed  ò quando  non  tutte  l’ incognite  entrano 
in  ciascuna  dell’  equazioni.  Il  metodo  resta  invariato  per  tal  caso; 
dovrà  solamente  effettuarsi  qualche  eliminazione  di  meno.  Come 
per  esempio  prendiamo  le  quattro  equazioni 
7u — 13;  =87  , 

3«4-14x=57, 
lOy — 3x  = ii  , 

2x — 11;=50 . 

Egli  è chiaro  che  eliminando  l’ incognita  u tra  le  due  prime , l’ e- 
quazione  risultante  non  conterrà  che  le  due  incognite  x e z:  e 
quindi,  unendola  con  l’ ultima , si  avranno  due  equazioni  che  faran 
conoscere  queste  due  incognite.  Queste  due  equazioni  sono 
98x4- 39;  = 138, 

2x — liz=50. 

Per  eliminare  x , moltiplichiamo  l’ultima  equazione  per  49  c sot- 
tragghiamola dalla  precedente , ed  avremo 

578;= — 2312,  da  cui  ;= — 4. 

Sostituiamo  questo  valore  nella  equazione  2x  — 11* =50,  e si 


Digitized  by  Google 


lezioni  di  algebra. 


59 


avrà 

ir -+-44 =50 , da  cui  x—3. 

Finalmente  , risalendo  alle  equazioni  proposte,  mettiamo  il  valore 
x = 3 nella  seconda  e la  terza:  esse  addiventano 


3u-f-42=57  , ) 
10y_  9=  li  , ) 


da  cui 


( y=2. 


Cosi  i valori  richiesti  sono  u=5,  y=2,  ar=3 , z = — 4. 

89.  Il  lettore  potrà  esercitarsi  ancora  a risolvere  le  tra  equa- 
zioni 


a\j-\-bx=c , 
ex  — f-  az—b , 
bz-b-  cy=a; 

e dovrà  trovare 

b*4.c»_o«  a*  ■+■  e*  — 6“  c* 

X~  Wc  ,y~~  2ac  ,Z~~  2a6 


90.  Quando  si  anno  a risolvere  delle  equazioni  di  l.°  grado 
di  numero  eguale  alle  incognite , risulta  dalla  regola  stabilita  al 
n.°  89.  che  esiste , per  le  incognite,  un  sistema  di  valori  pro- 
pri a verificar  le  equazioni , e che  non  ne  esiste  che  un  solo. 
Tuttavolta  non  bisognerà  generalizzare  di  molto  questa  conchiu- 
sione  : poiché  và  dessa  soggetta  a delle  eccezioni  di  cui  parle- 
remo poco  appresso  (n.°  i©9 — il*). 

Supponiamo  che  il  numero  delle  equazioni  superi  quello  delle 
incognite  , che  , per  esempio , si  avessero  cinque  equazioni  tra  tre 
incognite  x,  y,  z.  Potranno  considerarsi  a parte,  tre  di  queste 
equazioni , le  quali  determineranno , senza  eccezione , un  sistema 
unico  di  valori  per  x , y , e 5 ; e dopo  aver  trovati  questi  valori 
bisognerà  esaminare  se  verifichino  essi  anche  le  altre  due  equa- 
zioni. Or  , tranne  il  caso  che  queste  equazioni  siensi  scelte  d’una 
maniera  particolare , tal  verificazione  non  debbe  affatto  aver  luogo , 
e quindi  non  esisteranno  valori , per  le  incognite , che  possono 
convenire  contemporaneamente  alle  cinque  equazioni. 

Supponiamo  , per  lo  contrario  , che  si  abbino  più  incognite  che 
equazioni  : ad  esempio,  tre  equazioni  e cinque  incognite  x , y , x , 
u , v.  Potran  darsi  de’  valori  arbitrari  a due  incognite  u , e v , e 
determinare  in  seguito , per  mezzo  delle  tre  equazioni , i corri- 
spondenti valori  per  x,  y,  z.  Cambiando  i valori  di  « e v si  avrebbe 
un  altro  sistema  di  valori  ; e così  se  ne  troverebbero  infiniti.  Ma 
sarà  meglio  di  non  dar  alcun  valore  particolare  ne  ad  u ne  a r , 
e di  risolvere  le  tre  equazioni  come  se  « e v fossero  delie  quan- 
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tità  date.  Per  lai  modo  si  otterranno  per  x,  y,  e x delle  formolo 
in  cui  entreranno  u e t,  e thè  faran  conoscere  i valori  di  x,  y, 
e z,  corrispondenti  a quei  valori  che  si  vorranno  di  w e di  e. 

CAPITOLO  IV. 

PROBLEMI  DEL  PRIMO  GRADO. 

Regole  per  mettere  t problemi  in  equazione. 

91,  L’ enunciato  di  un  problema  fa  conoscere  le  condizioni  alle 
quali  le  incognite  debban  soddisfare  , di  guisa  che  , prendendo  a 
volontà  dei  valori  per  le  incognite  ; è sempre  facile , verificare , 
se  questi  soddisfano  a tali  condizioni.  Nella  maggior  parte  delle 
quistioni  algebriche , tali  verificazioni  consistono  in  ciò , che , 
dopo  aver  effettuate  certe  operazioni  sopra  i valori  di  queste  inco- 
gnite e sulle  quantità  date  , si  deve  arrivare  a delle  eguaglianze. 
Ciò  posto  , rappresentando  le  incognite  con  lettere , si  potran  for- 
mare delle  espressioni  algebriche  in  cui  vengono  indicati , per 
mezzo  de’  segni , tutti  i calcoli  che  bisogna  fare , tanto  nelle  inco- 
gnite che  nelle  date  , per  rinvenir  le  quantità  che  debbono  essere 
eguali.  E quindi,  congiungendo  queste  espressioni  col  segno  d'ugua- 
glianza , si  avranno  una  o più  equazioni  che  dovranno  essere  sod- 
disfatte col  sostituir  invece  delle  lettere  i veri  valori  delle  inco- 
gnite. Reciprocamente , allorché  tutte  le  condizioni  del  problema 
si  saranno  espresse  nell’  equazioni , sarem  sicuri  che  i valori  delle 
incognite,  che  soddisferanno  a queste  equazioni , dovran  soddisfare 
ancora  all’  enunciato  del  problema. 

Da  ciò  è chiaro  che  le  convenzioni  dell’  algebra  costituiscono 
un  esatto  linguaggio , in  cui  può  tradursi  l’ enunciato  d’  un  pro- 
blema , c rappresentarsi  con  precisione , ed  esattezza , le  relazioni 
delle  grandezze  che  ànno  tra  loro  le  quantità  cognite  ed  incognite. 
Lo  stabilir  con  le  equazioni  queste  relazioni , dicesi  mettere  il 
problema  in  equazione,  o tradurlo  in  linguaggio  algebrico.  Le  rifles- 
sioni precedenti  serviranno  di  guida  per  arrivarci. 

Posson  esse  ancora  ridursi  a questa  regola  generale  : Dopo  aver 
scelte  le  quantità  che  si  prendati  per  incognite  si  rappresentano 
esse  con  lettere;  e in  seguito  s’ indica  , con  i aiuto  de'  segni  alge- 
brici , le  operazioni  che  bisognerebbe  effettuare  per  verificar  i valori 
delle  incognite  , qualora  essi  fosser  dati. 
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Ma,  per  ben  comprender»-  tutta  rutilila  di  questa  regola,  deb- 
bono i principianti  applicarla  a un  gran  numero  d'  esempi  ; e , 
per  esercizio  , acquisteranno  tosto  , una  sagacità  che  varrà  <|uali 
regole. 

Spesso  una  quistione , che  a primo  aspetto,  presenta  più  inco- 
gnite , si  risolve  con  un  numero  minore  d’ incognite,  e talvolta 
ancora  con  una  sola.  Quest’  ultimo  caso  , ad  esempio  , succede 
quando  si  vede  da  principio  che , una  delle  incognite  essendo  tro- 
vata , le  altre  potrebbero  dedursene  immediatamente  per  opera- 
zioni semplicissime,  per  un’addizione,  per  una  sottrazione,  ec. 
Ciò  succede  in  taluni  de’  seguenti  problemi  di  cui  passiamo  a svi- 
lupparne le  soluzioni. 

Esempi  di  problemi  ad  una  sola  incognita. 

•t.  Problema  I.  Trovare  due  numeri  la  cui  somma  sia  uguale 
a 36,  e la  differenza  a 10. 

Prendiamo  per  incognita  il  maggiore  de’  due  numeri  cercati , e 
chiamiamolo  x.  Poiché  la  differenza  de’ due  numeri  dee  esser  10, 
il  minore  verrà  indicato  da  x — 10;  e la  somma  di  questi  due 
numeri  dovendo  essere  36  , si  avrà 

x-\-x  — 10=36, 
equazione  che  riducesi  a 

2x=46, 

da  cui  x=23 . 

Dunque  il  maggiore  dei  due  numeri  è 23,  c quindi  il  minore  è 
23  — 10  ovvero  13.  In  effetti , si  à 23  — |— 13  = 3G. 

Soluzione  generale.  Il  problema  può  enunciarsi  generalmente 
in  »|uesti  termini  : trovare  due  quantità  di  cui  si  conosca  la  somma 
e la  differenza. 

In  »|uesto  caso  sonvi  due  quantità  conosciute  che  debbono  restar 
qualunque  , e bisognerà  anche  rappresentarle  con  lettere.  Chia- 
meremo a la  somma  data  , b la  differenza  , e sempre  x la  mag- 
giore delle  quantità  cercate.  La  parte  minore  verrà  espressa  per 
x — b , e l’equazione  del  problema  sarà 
x-f-x — b—a  , 
ovvero  2x = <i  b , 

, a -e  6 

da  cui  x= — — . 

A 

Questa  è 1’  espressione  della  parte  maggiore  , bisogna  sottrarne 
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b per  aver  l’ altra  parte , e si  à 

0-1-6  , a + 6 — 26  o — 6 

x-b=— b= =— . 

Di  guisa  che,  per  calcolare  le  due  quantità  incognite  si  ànno  le 
formule 

0-4-6  , a — 6 


2 


2 


che  possono  scriversi 

a 6 ab 

x— 2 + 2’X—6—  2“  2’ 

sotto  questa  forma  esse  fan  vedere  che,  conoscendo  la  somma  e la 
differenza  di  due  quantità,  la  maggiore  è uguale  alla  semi-somma, 
più  la  semi-differenza,  e la  minore  alla  semi-somma  meno  la  semi- 
differenza. 

Supponiamo  che  la  somma  conosciuta  sia  36  e che  la  differenza 
sia  10,  si  avrà 

, . 36  10  „ __ 

la  quantità  maggiorc=—+— =18  + 5 = 23, 

2,  li 

e la  minore = '^ — — 3 = 13. 

Questi  valori  son  quelli  che  convengono  all'  enunciato  particolare 
precedentemente  proposto. 

B3.  Problema  li.  Due  fontane  versano  uniformemente  le  loro 
acque  nella  stessa  vasca  , e si  conosce  il  tempo  che  ciascuna  di 
esse,  versando  sola,  impiega  a riempir  detta  vasca.  Quanto  tempo 
bisognerà  per  riempirla , versando  assieme  ? 

Chiamiamo  a il  numero  di  ore  necessario , perchè  la  prima 
fontana  scorrendo  sola , possa  riempir  la  vasca  ; b , quello  che 
bisogna  alla  seconda  ; x , quello  che  bisogna  alle  due  fontane 
versando  assieme. 

Per  verificare  il  tempo  x , se  fosse  dato , noi  cercheremmo  la 
parte  della  vasca  riempita  dalla  prima  fontana  in  tal  tempo,  quella 
riempita  dalla  seconda  nello  stesso  tempo  , c le  due  parti  riunite 
dovrebbero  dare  la  capacità  intera  della  vasca. 

Or,  prendendo  questa  capacità  per  unità,  le  parti  di  questa  capa- 
cità , che  forniscono  le  due  fontane  nel  tempo  x , sono  i quarti 
termini  delle  proporzioni 

a : x : : 1 : - , 6:x::l:r; 

a b 

dunque  , poiché  queste  parti  riunite  debbon  dare  l'intiera  vasca, 
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si  avrà  l’equazione 


e liberando  da  denominatori,  si  avrà 

bx-\-ax=ab , da  cui  x=-ab  - . 

fl  + 6 

Per  prendere  un  caso  particolare , supponiamo  che  la  prima 
fontana  impieghi  i.or  a riempir  la  vasca,  e che  la  seconda  im- 
pieghi 2°r  Bisognerà,  nel  valore  di  a:,  far  a—  i|,  e 6= 2|  ; 
e allora  questo  valore  diventa 

liX2|_|x:  27_  9 

H + “ 30"  10 ’ 

•4.  Problema  III.  Un  padre  ordina  nel  suo  testamento  che 
il  primogenito  prenda  dai  beni  che  egli  lascia , una  somma  a , 
ptil  la  0."“  parte  del  resto;  che  il  i.°  prenda,  dopo  tolta  la 
parte  del  primogenito , una  somma  2a  , più  la  n.roa  parte  del 
resto  ; che  il  3.°  prenda , dopo  aver  tolte  queste  due  parti , 
la  somma  3a  più  la  n.m*  parte  del  resto;  e così  di  seguito.  Or, 
succede  che  tutti  i figli  ànno  uguali  porzioni  e che  i beni  del  padre 
sonasi  esauriti  del  tutto.  Quali  siano  i beni  del  padre  , quale  la 
parte  di  ciascun  figliuolo,  quale  il  numero  di  essi  ? 

Se  i beni  del  padre  fossero  conosciuti,  si  potrebbe  facilmente 
formare  la  parte  del  primo  figlio , e poiché  ànno  tutti  eguali  por- 
zioni , sarebbe  anche  questa  la  parte  degli  altri  tutti.  Inoltre , 
dividendo  i beni  del  padre  per  questa  parte , si  avrebbe  il  numero 
de’ figli;  quindi  prenderemo  per  incognita  i beni  del  padre. 

Se  questa  incognita  fosse  data , per  verificarla , si  formerebbe 
la  parte  di  ciascun  figliuolo , giusta  la  legge  indicata  dall'  enun- 
ciato ; e quando  si  arriverebbe  all’  ultimo  figlio  i beni  del  padre 
dovrebbero  essere  intieramente  esauriti,  e le  parti  tutte  dovreb- 
bero essere  eguali.  Ma  egli  è chiaro  che  la  sola  condizione  d’ugua- 
glianza tra  la  1.*  parte  e la  2."  basterà  per  determinare  il  valore 
dell’  incognita , resta  dunque  ancora  dopo  averla  trovata,  ad  esa- 
minar se  le  altre  condizioni  son  soddisfatte. 

La”soluzionc  del  problema,  considerata  in  tutta  la  sua  gene- 
ralità , potendo  sembrar  difficile  l’ esporremo  da  prima  su  de’  nu- 
meri particolari.  Ad  esempio,  supporremo  che  il  1.°  figlio  prenda 
sui  beni  del  padre  una  somma  di  1000  fr. , più  il  5.a  di  ciò  che 
resta |,  che  il  2.°  prenda,  tolta  già  la  prima  parte , una  somma  di 
2000  fr. , più  il  S.°  del  resto,  e così  di  seguito. 
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Sii'iio  .r  i boni  del  padre.  Dopo  aver  tolto  1000  fr.,  il  resto 
è x — 1000;  ipiindi  la  parte  del  l.°  figlio  è 


1000 -f 


x— 1000 


ovvero 


Aooo  x 


1."  parte. 


5 * 8 

Togliendo  questa  parte  dalla  somma  x de’  beni  il  resto  a divi- 
dere tra  gli  altri  figli  sarà 

4000  -4-x  4x— 4000 

X ;; , ovvero  

5 5 

Un  ciò  il  2.®  figlio  dee  avere  2000  fr. , più  il  5.°  del  resto.  Or 

dopo  aver  preso  2000  fr.  il  resto  è 

4x  — 4000  4x — 14000 

2000 , ovvero ; 

5 5 

e quindi  aggiungendo  a 2000  il  5.°  di  questo  resto  si  avrà  la 

parte  del  2.°  figlio  che  sarà 

4x  — 1 iOOO  30000 -4-1. r .. 

2000-f — , ovvero  — 2.*  parte. 

Senza  occuparci  degli  altri  figli,  può  sin  d’ora  formarsi  l’equa- 
zione del  problema.  In  efietti  1’  enunciato  indicando  esser  tutte 
uguali  le  parti,  bisogna  che  le  due  prime  sieno  eguali;  e quindi 
risulta  la  equazione 

r.,  4000  -t-x  3fiOOO-i-4x 

W — 5— =— 13— J 

e liberando  da’  denominatori, 

20000  -f-5x  = 36000  -f-4,r  da  cui  x =16000. 
Sostituendo  per  .r  questo  valore  nella  espressione  della  1.* 
parte,  si  avrà  il  valore  di  questa  parte 

““±“2=4000; 

5 

e,  poiché  tutte  le  parti  debbono  essere  uguali , dividendo  i beni 
del  padre  per  questa  parte , il  quoziente  4 sarà  il  numero  dei 
figli. 

Dnnque  i beni  del  padre  sono  =16000  fr.  , la  parte  di  cia- 
scun tìglio  =1000  fr.  , ed  il  numero  de’ figli  = 4. 

E qui  presentasi  una  osservazione  importante.  11  valore  di  x 
è stato  dedotto  dall’  equazione  [1] , la  quale  esprime  solamente 
l’eguaglianza  «Iella  2.“  parte  alla  1." : resta  ancora  ad  esaminare 
se  le  due  altre  parti  sieno  anche  uguali.  Or,  togliendo  dall'  intera 
ei edita  le  due  parti,  che  fanno  assieme  8000  fr.,  restano  8000  fr.; 
e su  questi  8000  fr.,  il  3.°  figlio  deve  prendere  3000  fr. , più 
il  5.°  del  resto  : dunque  avrà 

sooo+^-^^^^iooo. 

3 8 
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Inoltre  essendo  tolta  questa  parte  di»  8000  fr.  , resta  4000  Ir. 
da  cui  il  4.°  tìglio  debbo  avere  4000  fr.  ed  il  5.”  del  resto.  Avrà 
dunque  4000  fr. , e l’eredità  sarà  esaurita.  Così,  tutte  le  verifi- 
cazioni soddisfano. 

Passiamo  ora  ad  esporre  la  soluzione  generale.  Chiamando  sem- 
pre x i beni  del  padre,  si  avrà 

1.®  parte  = aH — ; e dopo  aver  tolta  questa  parte,  ciò 

. (n— 1)  (x—a) 
n 

seguito  si  avrà 


che  resta  de’  beni  si  è x — a ■ 


■ ovvero - 


In 


2.®  parte  =2a  + (^Hix- 01  ~2an. 


n» 

dunque,  uguagliando  la  1.®  parte  alla  2.°,  si  avrà  Inequazione 
, x — a - (n  — l)(x — a) — 2an 

<H = 2a-f-- — - ; 

n ' «a  ’ 

che  facendo  sparire  i denominatori,  si  riduce  a 

an*-t-»ur — an  = ìant-\-nx — x — <m-|-a — 2on  , 
da  cui  i beni  del  padre  a;=an* — 2 an-\-a, 
x~a  (n — 1)*.  Per  mezzo  di  tal  valore  potrà  calcolarsi  la  1.® 
parte  , che  sarà  anche  quella  di  ciascun  figlio.  Si  à dunque 

parte  di  un  figho=<H =«H 

n n 

=a-\-an — 2 a=a  (r» — 1). 

Finalmente  , dividendo  i beni  per  questa  parte  si  à 
il  numero  dei  figli=n — 1. 

Ma  l’osservazione  fatta  precedentemente  qui  si  riproduce.  Pel 
modo  con  cui  si  è stabilita  I’  equazione  del  problema  , noi  siam 
sicuri  che  la  2.®  parte  sia  eguale  alla  1.*;  ina  resta  a verificare 
se  è lo  stesso  di  tutte  le  altre. 

Dai  beni  intieri  a (»— 1)»  si  tolga  la  parte  del  l.°  figlio,  e 
resta 

a (n  1}*  — a (n — l)=a(n — l)(n — i — l)=a(n — l)(n  — 2). 
La  parte  del  2.°  figlio  sarà  dunque 

— t)  (n  — 2)  — 2a o(n  — I)  (w— 2) -+•  2a(w  — <) 

E questa  ò uguale  alla  prima,  come  dovevamo  aspettarci. 

Se  dai  beni  intieri  si  tolgono  le  due  prime  parti , resterà 
„(n—  1)-  — 2a(»  — l)  = o(n  — !)(«_!_  2)  = o{» — i)  (n  — 3). 
La.  di  Mg.  9 
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Ed  in  seguito , la  parte  del  3.°  figlio  sarà 

, , a(w — l)(n  — 3) — 3a  a(n  — 1)  (n — 3)n-3a(«  — 1) 

0(1  — j — — — — — 

_a(n  — 1)  (”  ?. 3)  __ o()t  — t)> 

Ed  è questa  anche  uguale  alle  precedenti , e quindi  il  resto  dei 

fieni , sottrattone  le  tre  prime  parti , sarà 

«(» — lj*  — 3a(n — l)  = n(» — 1)  (» — 1 — 3)  = o(»  — 1)  (n — 4). 

Continuando  similmente,  apparisce  chiaro  che  i calcoli  si  cflèt- 
tueranno  sempre  di  maniera  tale  che  tutte  le  parti  saranno  eguali 
ad  a (» — 1 ).  Quindi  egli  è chiaro  che,  dopo  aver  formate  n — I 
parti , i beni  saran  totalmente  esauriti  ; poiché  la  somma  di  tutte 
queste  parti  sarà  o(n — i)x(» — 1),  ovvero  a(n — 1)*,  che  è 
appunto  il  valore  de’  beni  a dividere. 

Potrebbe  incontrarsi  diflìcoltà  a comprendere  che  i calcoli  deb- 
bono sempre  condurre  a parti  uguali  ; ma  calcolando  ancora  qual- 
che altra  parte  le  leggi  con  cui  si  effettuano  le  riduzioni  non  po- 
tranno affatto  sfuggire. 

Del  resto  ecco  un  ragionamento  che  non  può  lasciare  alcun 
dubbio.  Ammettiamo  che,  dopo  aver  calcolate  un  certo  numero 
di  parti , si  sien  trovate  sempre  uguali  tra  loro,  ed  esaminiamo 
se  la  parte  seguente  sia  anche  uguale  alle  precedenti.  Sia  k il 
numero  delle  parli  già  calcolate , le  quali  son  tutte  eguali  ad 
a(n — 1).  Ciò  elio  resta  de'  beni  totali,  toltone  tutte  queste  parti, 
si  £ 

a(n  — 1 )• — ka[n — 1 )=a(n  — i)(n  — i — k). 

La  parte  seguente  sarà 

a(n  — l)(n  — 1 — k)  — (k-t-l)o 
n 

a(n  — l)(n  — 1 — k)  ■+■  a(k-+- 1 ) ( n — 1) 

n 

a(n  — l)(n  — 1 — k + k-h  1)  , .. 

= =a[n — 1); 

e quindi  ò chiaro  che  questa  parte  è uguale  alle  precedenti. 

Si  osservi  intanto  che  k è un  numero  intiero  qualunque;  quindi 
se  si  fa  k—l  si  conchiuderà  che  la  2.*  parte  é uguale  alla  1.*; 
se  si  fa  k=2  si  conchiuderà  che  la  3.“  parte  è uguale  alle  due 
precedenti,  dunque  tutte  le  parti  saranno  eguali. 
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Esempi  de' problemi  a più  incognite. 


•&.  Problema  IV.  Un  appaltatore  à pagato  105  fr.  per  17 
giornate  di  un  muratore,  e per  IO  giornate  di  un  manipolo:  in 
seguito  senza  mutar  prezzo  al  lavoro , à pagato  84  fr.  per  IO 
giornate  del  muratore  e 17  del  manipolo.  Quanto  era  il  prezzo 

della  giornata  del  muratore  guanto  di  quella  del  manipolo  ? 

Chiamiamo  * il  lucro  giornaliero  del  muratore  ed  g quello  del  ma- 
nipolo. Per  17  giornate  del  muratore  e 10  del  manipolo,  l’appalta- 
tore dee  17*4-10y;  quindi  per  l’enunciato,  si  à 17*  — t— 10i/=10o. 

Per  10  giornate  del  muratore  e per  17  del  manipolo,  dee  l'ap- 
paltatore 10*-(-17i/;  dunque  per  l’ enunciato,  sia  10*-f-17i/=81. 

Così , le  due  equazioni  a risolvere  sono 

17*-t-10y=105,  10*-f-17y=8i  ; 
ed  a ciò  fare  s’ impiegherà  qualsivoglia  de’  tre  metodi. 

l.°  Se  si  adoperi  l’ eliminazione  per  comparazione,  si  avrà 
105  — 17*  84  — 10* 

y— — tk — . y=- 


10  ’ 
105  — 17* 


17 


81  — 10* 


10  17 

1785— 289*=8i0— 100-r, 

1 00*—  289*=8 10 — 1 785 , 

i)f  K 

— 189*= — 915,  *=fg=5; 

e sostituendo  questo  valore  nella  l.a  espressione  di  y si  à 

105  — 83  - 

v= = 2. 

J 10 

Dunque  la  giornata  del  muratore  ò di  5 fr. , e quella  del  mani- 
polo di  2 fr. 

2.“  Se  si  adoperi  l’ eliminazione  per  sostituzione,  si  à,  rica- 
vando il  valore  di  y dalla  l.a  equazione, 

105  — 17* 


y— 


10* -f 


10 

17(105  — 17*) 


:8i, 


10 

100* -I- 1785— 289*=810, 

ou 

— 189*= — 915,  *=^=5; 

e quindi  si  à ancora  come  precedentemente 

105  — 85  , 

y=— —=± 
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3.”  Finalmente  serviamoci  dell’  eliminazione  per  riduzione. 
Per  eliminare  y,  moltiplicheremo  l’equazioni  rispettivamente  per 
17  e per  10  e sottrarremo  la  2.*  dalla  l.“  il  che  darà 
289x — 100x  = 1785  — 810 , 

189x=945,  *=^S=5. 

1 oH 

Per  eliminare  x si  moltiplicherà  la  l.a  equazione  per  10  e la 
2.“  per  17  e sottraendo  si  avrà 

289y — 100 1/=  1428 — 1030, 

970 

189y  = 378,  y=|g=2. 

Avrebbesi  potuto  ancora  trovar  y sostituendo  il  valore  di  x=o 
in  una  dell’ equazioni  del  problema,  ad  esempio  nella  l.a,  cosi 
si  avrebbe  85-|-10y=105,  da  cui  y=2,  come  precedentemente. 

BU.  Problema  V.  Una  persona  à un  capitale  che  à impiegato 
ad  un  certo  interesse.  Un’  altra  persona , che  à 10000  fr.  di  più 
della  prima,  e che  ó impiegato  il  suo  capitale  ad  1 per  100  di 
più , ne  ritrae  una  rendita  maggiore  per  S00  fr.  Una  terza,  che 
à 15000  fr.  di  più  della  prima , e che  à impiegato  il  suo  capitale 
al  2 per  100  di  più , ne  riscuote  una  rendita  maggiore  per  1500 
fr.  Si  cerca  il  capitale  di  ciascuna  ed  a quale  interesse  sia 
stato  impiegato? 

Chiamiamo  x il  capitale  della  prima  persona , y l' interesse  per 
ogni  100  fr.  che  ne  ritrae.  Per  l'enunciato  stesso,  la  seconda 
persona  à un  capitale  uguale  ad  .r-f- 10000 , che  ne  riscuote 
un  interesse  del  1/  — |—  1 per  100;  e la  terza,  un  capitale  ugnale 
ad  15000,  che  ne  riceve  un  interesse  di  y + 2 per  100. 

La  rendita  che  queste  tre  persone  ricavano  dai  loro  capitali  si 
troverebbe  mediante  le  proporzioni  : 


100  : x::y  : 


*y 

100’ 


100  : 10000  ::y  + i : 

100  : x + 15000  : : y 4-  2 : 


(x-+- 10000)  (y-f-1) 
Toó  1 

( x -e  15000)  ( y -t-  2 ) 
100 


Ma,  per  l’enunciato,  la  seconda  persona  riceve  800  fr.  di  rendita 
più  della  prima,  e la  terza  1500  fr.  di  più;  dunque  si  hanno  le 
due  equazioni 

( x -e  10000  ) (jy  -e  1 ) xy 


(x- 


100 

■ 15000  ) ( y-t-2)  _ 
100 


100 
. xy 
:100 


4-800, 

4-15000. 
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Facendo  sparire  i denominatori , effettuando  le  moltiplicazioni, 
sopprimendo  il  termine  xy  che  è comune  ai  due  membri  di  cia- 
scuna equazione,  e passando  tutt’i  termini  conosciuti  ne’ secondi 
membri,  queste  equazioni  addiventano 

x4- 10000  y=  70000, 

2x4-15000  y=  120000. 

Per  eliminare  x,  dal  doppio  della  l.a  equ.'  sottragghiamo  la  2.*; 
si  avrà 

5000  y=  20000 , da  cui  y=4. 

E,  per  aver  x,  sostituiremo  questo  valore  nella  1.*  equazione, 
che  darà 

x 4 40000  =70000,  da  cui  x =30000. 

Dunque,  la  prima  persona  possiede  un  capitale  di  30000  fr.,  che 
à impiegato  al  4 per  100  , la  seconda  un  capitale  di  40000  fr. 
che  à impiegato  al  5 per  100,  e la  terza  un  capitale  di  45000  fr. 
che  à impiegato  al  6 per  100. 

99.  Problema  VI.  Si  son  comprati  sejmratamente  i carichi 
di  tre  carri.  Il  primo , che  contenca  50  misure  di  tegola,  SO  di 
orzo,  e 10  di  grano,  è costato  S50  fr.  Il  secondo,  che  contenea  15 
misure  di  segala,  6 d’orzo,  » l'È  di  grano,  è costato  158  fr.  Il 
terzo,  che  contenea  10  misure  di  segala,  5 di  orzo,  e 4 di  grano, 
è costato  75  fr.  Si  domanda  quanto  importa  una  misura  di  se- 
gala, quanto  una  d’orzo,  e quanto  una  di  grano? 

Chiamando  x , y e z le  tre  incognite,  è chiaro  che  l’ equazioni 
del  problema  saranno 

30x-f-20y4-10z=230, 

15x4-  6y4-12z=138, 

10x4-  5y4-  4z=  75. 

Semplificando  la  1.*  equ.' col  dividere  tutti  i suoi  termini  per  10, 
e la  2.*  col  dividere  tutti  i suoi  termini  per  3,  le  tre  equazioni 
diventano 

3x  4-  2y  4-  z = 23 , 

5x  4-  2y  4-  4z = 46 , 

10x-+-5y4-4z=75. 

Eliminando,  per  riduzione,  z tra  la  1.*  equ.'  e l’ altre  due  si  anno 
7x-j-6y=46,  2x-t-3y=17. 

Eliminando  similmente  y tra  queste , si  à 
3x=12,  da  cui  x=4. 

Sostituendo  questo  valore  nella  equazione  2x-f-3y=17  essa 
diventa 

8-£-3y=17,  da  cui  y=3. 
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Finalmente  sostituendo  i valori  già  conosciuti  di  x ed  y nell'equa- 
zione 3x-t-2y 4-z=23,  si  à 

12-hO  -j-  : = 23 , da  cui  5=3. 

Dunque,  la  misura  di  segala  costa  4 fr. , quella  d’orzo  3 fr.,  e 
quella  di  grano  5 fr. 

»».  Problema  Vii.  Un  uffìziale  che  comanda  tre  compagnie 
di  faldati,  l' una  di  Svizzeri,  l'altra  di  Svevi,  e la  terza  di  Sof- 
fimi, tuul  dare  un  affollo  con  una  parte  delle  sue  truppe.  Egli 
è incaricato  di  dividere  VOI  scudi  ai  soldati  delle  tre  compagnie; 
ma  questi  hn  convenuto  tra  loro,  che  ciascun  di  essi  che  corre 
all’  assalto  abbia  uno  scudo , e che  il  resto  sia  distribuito  egual- 
mente tra  gli  altri.  Or  succede  che  se  gli  Svizzeri  vanno  all'as- 
salto , ciascun  soldato  delle  altre  compagnie  riceve  un  mezzo  scudo; 
che  se  vanno  gli  Svevi  ciascun  degli  altri  riceve  un  terzo  di  scudo; 
e se  vanno  i Sassoni,  ciascun  degli  altri  riceve  un  quarto  di  scudo. 
Si  domanda  di  quanti  uomini  era  formata  ciascuna  compagnia  ? 

Sia  x il  numero  de’  Svizzeri,  y quello  de’  Svevi,  e ; quello  dei 
Sassoni. 

Se  i Svizzeri  andassero  all’assalto,  ciascun  d’esso  ricevendo  uno 
scudo , il  numero  dei  scudi  che  resterebbe  a dividersi  tra  gli  altri 
sarebbe  901  — x,  e quindi  ciò  che  riceverebbe  ciascun  d’essi 


sarebbe  ■‘W<  — — . Se  andassero  gli  Svevi  ciò  che  toccherebbe  a 
S + i 

ciascun  degli  altri  sarebbe — . Finalmente,  se  andassero  i Sas- 


soni, ciascun  de’  restanti  avrebbe 

x+y 

Or,  per  l’ enunciato,  questi  tre  quozienti  dovendo  essere  rispet- 
tivamente uguali  alle  frazioni  ■£ , -j,  l’ equazioni  del  problema 
saranno 

noi  — x_  , boi  — y t 001  — s , 

y + : * ’ x-hs  J ’ x-t-y  * ’ 

che  liberando  da  denominatori  e trasponendo,  diventano 
2x-+-  y-+-  z=  1802 , 
x “I-  3y  — f-  z . — 2/03 , 
x -+-  y — J—  4—  = 3604 . 

F.liminando  ; si  .inno  le  equazioni 

x — 2y=— 901,  1x  — J— '3y=— j—  3601  ; 
ed  eliminando  y tra  queste  due  equazioni  si  à 

17.r  — 1505 , da  cui  ,r=— ?-=265. 

1 1 
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Sostituendo  questo  valore  nella  equazione  x — 2y= — 001,  si  k 

265  — 2y=  — 901,  da  cui  y=ì^=583. 

Finalmente,  sostituendo,  nella  equazione  2x+y  + z=1802,  ad  x 
ed  y i loro  valori,  si  à 

530-f-583+z=1802,  da  cui  z = 689. 

Dunque  la  compagnia  Svizzera  era  di  265  uomini,  la  Sveva  di 
583,  e la  Sassona  di  689. 

Enunciati  di  problemi. 

•®.  Come  esercizio,  proporremo  de’  problemi  a risolvere.  Fino 
al  XIX.  non  sono  essi  die  ad  una  sola  incognita. 

Problema  Vili.  Un  signore  <1  promesso  al  suo  servo  nel  pren- 
derlo alla  sua  corte , 200  fr.  per  anno  ed  un  aiuto.  Dopo  10  mesi, 
l’à  licenziato;  dandogli  160  fr,  e lasciandogli  l’abito.  Si  cerca 
il  prezzo  dell’  abito  ? Risposta  : 40  fr. 

Problema  IX.  Diofante,  l'autore  del  più  antico  libro  di  algebra 
che  abbiamo,  passò  nella  sua  gioventù  il  sesto  del  tempo  di  sua 
vita  , il  dodicesimo  nell’  adolescenza  , ed  indi  si  unì  in  matrimo- 
nio , e passò  in  quest’  unione  il  settimo  della  sua  vita  più  5 anni, 
prima  di  avere  un  figlio,  al  quale  sopravvisse  di  4 anni,  e questo 
non  arrivò  che  alla  metà  dell’  età  a cui  pervenne  il  padre.  Che 
età  avea  Diofante  quando  morì?  Risposta:  81  anni. 

Problema  X.  Un  patire  à 49  anni  ed  il  suo  figlio  ne  à 11. 
Quando  l’età  del  padre  sarà  giusto  il  triplo  di  quella  del  figlio  ? 
Risposta  : dopo  8 anni. 

Problema  XI.  Un  padre  lascia  quattro  figli  ed  8600  fr.  Col 
suo  testamento  dispone  , che  la  parte  del  primogenito  sia  doppia 
di  quella  del  secondo  meno  100  fr.,  che  il  secottdo  abbia  tre  volte 
ciò  che  à il  terzo  , meno  200  fr.  , e che  il  terzo  abbia  quattro 
volte  ciò  che  à il  quarto  meno  300.  fr.  Quali  sono  le  parti  dei 
quattro  figli?  Risposta.  ÀI  i.® , 4900  fr. ; al  2.°  , 2500  fr. ; al 
terzo  , 900  fr.  ; ed  al  4.°,  300  fr. 

Problema  XII.  Un  padre  dispone , col  suo  testamento,  che  i suoi 
tre  figli  si  dividano  l’  eredità  nella  seguente  maniera  : il  primo- 
genito 5900  fr.  di  meno  di  tutta  l’  eredità , il  secondo  2400  fr. 
di  meno  che  il  terzo  di  tutta  l’eredità;  il  terzo  1800  fr.  di  meno 
del  quarto.  Qual’  era  V eredità  e quale  la  porle  di  ciascun  erede? 
Risposta  : il  padre  à lasciato  86400  fr.  ; il  1.®  figlio  à 10200  fr.; 
il  2.® , 26100  fr.  ; ed  il  3.®  , 19800  fr. 
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Problema  XIII.  Un  corriere  che  facea  5 leghe  in  2 ore  era 
parlilo  da  Parigi  già  da  9 ora  quando  s’ inviò  un  altro  corriere , 
che  facea  II  leghe  in  3 ore.  .4  qual  distanza  il  secondo  incontrò 
il  primo  ? Risposta  : 70  lottile  e £. 

Problema  XIV.  Un  orologio  segnamlo  mezzogiorno  la  sfera  dei 
minuti  si  trova  su  quella  delle  ore  , a qual’ ora  accadrà  il  pros- 
simo incontro  ? Risposta:  ad  1 ora  5',  e — ■. 

Problrma  XV.  Un  numero  è composto  di  tre  cifre;  la  somma 
delle  cifre  è 13;  la  cifra  dell’  unità  è tripla  di  quella  delle  cen- 
tinaia,ed  aggiungendo  396  a questo  numero,  si  ottiene  una  som- 
ma che  è questo  numero  invertito.  Qual' è questo  numero  ? Rispo- 
sta : 256. 

Problema  XVI.  Una  persona  avendo  dei  gettoni  nelle  due  mani, 
ne  prende  uno  dalla  dritta  e V aggiunge  a quelli  della  sinistra;  e in 
tal  mosto  si  trova  tanti  gettoni  nell’ una  mano  e nell’altra.  Intanto 
se  ne  avesse  fatto  passar  due  della  sinistra  nella  dritta,  quest’ ul- 
tima ne  avrebbe  contenuto  il  doppio  di  quelli  rimasti  nell’  altra. 
Quanti  gettoni  ti  erano , da  principio , in  ciascuna  mano  ? Ris- 
posta : 8 gettoni  nella  sinistra  e 10  nella  dritta. 

Problema  XVII.  Una  volpe  è inseguita  da  un  lepriero  a 60  passi 
di  distanza.  La  volpe  fa  9 passi  mentre  che  il  lepriero  non  ne 
fa  che  6 ; ma  3 passi  del  lepriero  equivalgono  a 7 della  volpe. 
Quanti  passi  dee  far  il  lepriero  per  arrivare  la  volpe  ? Rispo- 
sta : 72. 

Problema  XVIII.  Si  hanno  32  chil.  di  acquei  di  mare,  che  con- 
tengono 16  oct.  di  sale;  quanta  acqua  dolce  bisogna  aggiungergli  per- 
chè 32  chil.  della  nuova  miscela  non  contengano  che  2 oct.  di  sale? 
Risposta  : 221  chil. 

Problema  XIX.  Un  recipiente,  pieno  di  acqua,  può  vuotarsi  per 
due  rubinetti  di  grandezza  ineguali.  Si  apre  l’  uno  di  essi  e si  fu 
scorrere  il  quarto  dell'acqua;  e poi  allora  si  apre  l’altro  e si 
fanno  scorrere  tutti  due.  Il  recipiente  compie  di  vuotarsi,  ed  im- 
piega perciò  -j  di  ora  di  più  che  non  è bisognalo  al  primo  rubi- 
netto per  vuotar  il  quarto  dell'  acqua.  Se  da  prima  si  fossero 
aperti  tutti  due  i rubinetti,  il  recipiente  si  sarebbe  vuotato  in 
un  quarto  d’  ora  di  meno.  Se  il  primo  rubinetto  scorresse  costan- 
temente solo,  quanto  tempo  bisognerebbe  per  vuotar  il  recipiente  ? 
Risposta  : 4 ore. 

Problema  XX.  Un  mulo  ed  un  asino  portano  de’  carichi  di 
qualche  quintale.  L’  asino  si  lamenta  del  suo,  e dice  al  mulo:  se 
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10  portassi  anche  un  quintale  del  tuo  carico,  sarebbe  il  mio  doppio 
del  tuo ; eil  il  mulo  a lui:  ed  io,  se  premiessi  un  quintale  del  tuo, 
avrei  un  carico  doppio  del  tuo.  Quanti  quintali  porta  ciascuno  di 
essi?  Risposta:  il  mnlo  porta  2 quintali  e ~,  e l’asino  2 ed  ■£. 

Problema  XXI.  Due  persone  debbono  assieme  870  fr.  Anno 
del  danaro  amendue  , ina  non  tanto  che  ciascun  possa  pagar  solo 
questo  debito  comune.  Il  primo  debitore  dice  al  secondo  : se  mi 
dai  i f del  tuo  danaro,  io  solo  pagherò  immediatamente  il  debito. 
Ed  il  secondo  gli  risponde:  potrò  ancor  io  pagar  solo,  se  mi  dai 
i j del  tuo.  Quanto  danaro  acca  ciascuno  d’essi?  Risposta  il  l.° 
debitore  avea  580  fr. , ed  il  2.®  ne  avea  435. 

- Problema  XXII.  Una  persona  caritatevole  incontra  de’poveri, 
e vuol  dare  a ciascuno  25  cent.;  ma  gli  mancano  per  ciò  10  cent. 
Allora  dà  20  cent,  a ciascun  povero,  e gliene  rimangono  25.  Quanto 
danaro  avea  e quanti  erano  i poveri?  Risposta  : avea  1 fr.  e 65 
cent,  ed  i poveri  erano  7. 

Problema  XXIII.  Uno  zio  lascia  ai  suoi  nipoti  la  somma  di 
120000  fr.,  e dispone  col  suo  testamento  che  ciascun  nipote  abbia 
12000  fr.,  e ciascuna  nipote  ne  abbia  9000.  Per  tal  disposizione 
nulla  rimane  dell'  eredità.  Ma  se  al  contrario  ciascuna  nipote 
avesse  avuto  12000  fr.  e ciascun  nipote  9000  , sarebbero  restati 
9000  fr.  Quanti  erano  i nipoti  quante  le  nipote  ? Risposta  : 7 i 
nipoti  e 4 le  nipote. 

Problema  XXIV.  Tre  fratelli  àn  comprato  una  vigna  per 
2000  fr.  Il  terzo  à detto  che  potea  pagarla  egli  solo,  se  il  secondo 
gli  avesse  dato  la  metà  del  suo  danaro  ; il  secondo  à detto  che  se 

11  primogenito  gli  desse  il  terso  del  suo , pagherebbe  egli  solo 
la  vigna  ; finalmente , il  primogenito  à cercalo  appena  il  quarto 
del  danaro  del  terso  per  pagare  solo  la  vigna.  Quanto  danaro 
avea  ciascun  di  essi.  Risposta  : il  primogenito  avea  1680  fr.  ; il 
secondo,  1440  fr.;  il  terzo,  1280  fr. 

Problema  XXV.  Un  uomo,  che  si  è incaricato  di  trasportare 
de’  vasi  di  porcellana  di  diverse  grandezze  , à convenuto  di  pa- 
gare per  ciascun  vaso  che  romperà  tanto  quanto  avrà  per  ciascun 
raso  che  porterà  sano. 

Trasporta  da  prima  2 vasi  piccoli,  4 mezzani  e 9 grandi , rompe 
i mezzani,  porta  gli  altri  sani,  e riceve  28  fr. 

Porta  in  seguito  7 vati  piccoli  5 mezzani  e 5 grandi  ; e questa 
volta  porta  i piccoli  ed  i mezzani  sani , »w  rompe  i grandi , « 
riceve  solamente  5 fr. 

I.cz.  di  Alg.  10 
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Finalmente,  trasporta  9 vasi  piccoli  tO  mezzani  ed  II  grandi; 
rompe  tutti  gli  ultimi,  e non  riceve  in  conseguenza  che  i fr.  Quale 
è il  prezzo  di  trasporto  di  un  vaso  per  ciascuna  grandezza?  Ri- 
sposta: ii  prezzo  è di  2 fr.  per  i piccoli,  di  3 fr.  per  i mezzani, 
e di  1 fr.  per  i grandi. 

CAPITOLO  V. 

INTERPRETAZIONE  ED  USO  DELLE  QUANTITÀ  NEGATIVE  NEI  PRO- 
BLEMI.— dell’impossibilità  e dell’indeterminazione  DEL  1.» 

GRADO. — DISCUSSIONE  DEI  PROBLEMI.  — DEI  SIMBOLI  " B J. — 
OSSERVAZIONI  SULLE  EQUAZIONI  CHE  Àlf  DE’  DENOMINATORI  CON- 
TENENTI LE  INCOGNITE. 


Interpretazione  ed  uso  delle  quantità  negative  nei  problemi. 

•OO.  Per  non  confondere  i principianti,  abbiam  poste  da  banda 
certe  particolarità  notevolissime , che  possono  incontrarsi  nelle 
equazioni  e nei  problemi  del  l.°  grado.  Ci  propongliiamo  esporle 
in  questo  capitolo  ; e da  prima  parleremo  dell’  interpretazione  e 
dell’  uso  delle  quantità  negative  nei  problemi  in  generale.  Per 
vie  meglio  far  comprendere  questa  importante  teoria,  l’esporremo 
su  degli  esempi. 

IO*.  Problema.  Un  particolare  à impiegato  nell ’ està  un  ope- 
raio per  15  giornate;  e nell’inverno  per  47  giornate , per  ciascuna 
delle  quali  dava  2 fr.  di  meno  che  per  una  giornata  di  està.  La 
prima  volta  V operaio  à subito  una  diminuzione  di  22  fr.  per  dei 
guasti  che  egli  avea  cagionato  ; la  seconda  volta  à meritato  per 
la  sua  attenzione  una  gratificazione  di  28  fr.  ; non  pertanto  tutte 
le  due  volte  à ricevuto  la  stessa  somma.  Quale  i il  prezzo  d'una 
giornata  di  està  ? 

Sia  x il  prezzo  d’una  giornata  di  està.  La  somma  che  l’ope- 
raio à dovuto  ricevere  la  prima  volta  sarà  espressa  da  13x — 22. 
E come  per  una  giornata  d’ inverno  à 2 fr.  di  mono  d’ mia  gior- 
nata di  està , la  somma  che  à dovuto  ricevere  la  seconda  volta 
sarà  espressa  da  17  (x — 2)  -4- 28;  ma,  per  l’ enunciato,  ciascuna 
volta  à ricevuto  la  stessa  somma  ; dunque  dovrà  aversi 
[1]  17(x  — 2)-f28  = 13a’  — 22; 
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da  cui  ricavasi  successivamente 

17*  — 34  4-28  = 13*— 2-2, 

17* — 13*  = 34  — 28  — 22, 

4*= — 16,  * = — 4. 

Cosi,  per  rispondere  alla  quistione,  bisognerebbe  dire  che  il  gua- 
dagno dell’operaio,  per  una  giornata  di  està,  è — 4 fr.,  il  che  non 
dà  allatto  alcuna  idea.  Bisogna  dunque  conchiudere  che  l’enunciato 
contenga  delle  condizioni  impossibili. 

Per  mettere  questa  conseguenza  in  tutta  la  sua  chiarezza,  osser- 
viamo da  prima  che  i cangiamenti  effettuati  nell’equazione  [1],  per 
arrivare  all’equazione  *= — 4, non  alterano  affatto  l’incognita; 
ma  quest’ ultima  è verificata  col  sostituir  — 4 ad  *,  e non  può 
esserlo  altrimenti  ; dunque  dee  succeder  lo  stesso  dell’  equa- 
zione [1]. 

In  secondo  luogo,  osserviamo  ancora  che,  se  esiste  un  Valore 
di  x che  convenga  alla  quistione,  dee  questo  necessariamente  veri- 
ficar l’ equazione  [1].  Dunque  poiché  questa  verificazione  non  può 
aver  luogo  che  per  un  valor  negativo , può  a ragione  conchiu- 
dersi che  la  quistione  è impossibile. 

Ma,  una  osservazione  importantissima  si  è che  il  valore  nega- 
tivo *= — 4,  dovendo  verificar  l'  equazione  [1],  che  è l’espres- 
sione immediata  delle  condizioni  del  problema , indica  appunto 
perciò  come  si  possa  modificare  l’ enunciato  di  maniera  tale  che 
non  contenga  più  alcuna  impossibilità,  e che,  dopo  questa  modi- 
ficazione, ammetta  per  soluzione  il  valore  di  x già  trovato,  ma 
preso  positivamente.  Ciò  passiamo  ad  esporre. 

Nell’equazione  [1]  sostituiamo  — x ad  x : avremo 

[2]  17( — * — 2)4-28  = — 13* — 22. 

Or,  sia  che  si  ponga  — 4 nella  prima,  sia  che  si  ponga  t 
nella  seconda  , egli  è chiaro  che  le  due  sostituzioni  debhon  dare 
lo  stesso  risultato;  dunque,  poiché  la  prima  equazione  dee  esser 
verificata  per  H valore  *= — 4,  la  seconda  lo  sarà  pel  valore 
*=4.  Quindi  ogni  quistione  il  cui  enunciato  sia  espresso  dall’e- 
quazione [2]  avrà  per  soluzione  *= 4.  Ma  siccome  non  ne  esiste 
alcuna  che  possa  ridurre  nel  secondo  membro  tutti  i termini  nega- 
tivi, cambierem  di  segno  tutta  l’equazione,  scrivendola  cosi 

[3]  17(*  4- 2)— 28=13*4-22. 

E cosi,  perchè  la  quistione  proposta  ammetta  la  soluzione  * = 4. 
egli  è chiaro  che  basta  modificare  il  suo  enunciato  di  tal  maniera 
che  il  prezzo  della  giornata  d' inverno  superi  di  2 fr.  la  giornata 
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di  està  ; che  la  somma  guadagnata  ne’  15  giorni  di  està  sia  aumen- 
tala di  22  fr.,  invece  di  esser  diminuita;  e che  al  contrario  la 
somma  guadagnata  ne’  17  giorni  d’ inverno  subbiate  ulta  diminu- 
zione di  28  fr.  invece  di  un  accrescimento.  Per  tal  modo,  il  nuovo 
enunciato  sarà  il  seguente. 

Un  particolare  ha  impiegato  nell’  està  un  operaio  per  15  gior- 
nate, e nell'  inverno  per  17  giornate , per  ciascuna  delle  quali  paga- 
vagli  2 fr.  di  più  delle  giornate  di  està.  La  prima  volta,  l’operaio 
ha  meritato  per  la  sua  attenzione , una  gratificazione  di  22  fr.; 
ma  , la  seconda  volta  à subito  una  diminuzione  di  28  fr.  a 
causa  di  guasti  da  lui  cagionati;  non  pertanto  tulle  due  le  volle 
à ricevuto  la  stessa  somma.  Quale  è il  prezzo  della  giornata  di 
està  ? 

Così  modificato,  egli  è del  tutto  evidente  che  la  quistionc  con- 
duce alla  equazione  [3],  la  quale  ammette  lo  stesso  valore  x—\ 
dell’ equazione  [2].  Quindi  questo  valore  risolve  la  quist  ione  nel 
senso  preciso  del  nuovo  enunciato.  Dee  sopratutto  osservarsi  che 
le  quantità  date  nell’enunciato  primitivo,  son  restale  senza  alte- 
razione le  stesse  nel  nuovo,  solamente  alcune  di  esse,  che  prima 
dovean  spttrarsi,  si  son  dovute  poi  addizionare,  e viceversa. 

IO*.  In  generale,  se  l’enunciato  di  un  problema  esige  che 
l’ incognita  x sia  positiva , c so  l’ equazione  dà  un  valore  nega- 
tivo x— — a,  dee  conchiudersi  che  il  problema  è impossibile. 
Per  modificare  l’enunciato,  si  sostituisce  nell’equaziofie — x ad  x , 
il  che  farà  cambiar  di  segno  certi  termini;  indi,  senza  alterar  le 
quantità  date,  si  modifica  il  senso  sotto  cui  si  son  desse  considerate, 
di  maniera  tale  che  i cangiamenti  di  segno  dell’  equazione  corri- 
spondano esattamente  a questo  cambiamento  di  scuso.  Allora,  sarà 
certo,  senza  risolvere  alcuna  altra  equazione,  che  il  valore  positivo 
x=a  convenga  all’ultimo  enunciato;  almeno  qualvolta  non  con- 
tenga ancora  qualche  condizione  che  non  si  è potuto  esprimere 
nell’  equazione  : come  se,  ad  esempio,  si  volesse  che  l' incognita 
fosse  un  numero  intiero. 

Del  resto  è chiaro  che  questa  modificazione  può  farsi  in  infi- 
niti modi  differenti.  Ma  bisogna  sempre  , nel  novello  enunciato, 
aver  cura  di  attenersi  il  più  che  sia  possibile  all’  enunciato  pri- 
mitivo. 

103.  Proble.ua.  Due  corrieri  partono  da  due  punti  A e B, 
situati  sulla  stessa  via  ABX  , e vanno  nella  stessa  direzione  verso 
vii  punto  C,  situato  ul  di  là  di  B per  rapporto  ad  A.  Si  cono- 
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i icotto  le  distanze  dei  punti  A e B dal  punto  C , ad  esempio  : AC 
— HO  chil.  e BC  =50  chil.  Di  più,  si  sà  che  la  velocità  del  cor- 
riere partito  dal  punto  A è di  10  chil.  per  ora , e che  quella 
del  corriere  partito  dal  punto  B è di  6 chil.  A qual  punto  della 
via  i corrieri  s' incontrano  ? 


Supponiamo  clic  l’ incontro  succede  al  punto  R c sia  la  distanza 
CR  = .r.  11  camino  fatto  rispettivamente  dai  due  corrieri  sarà  AR 
= 110  — x e BR  = oO — x.  Poiché  il  primo  fa  10  chil.  ogni 
ora  , ed  il  secondo  6,  i numeri  delle  ore  impiegate  da  essi  a per- 
correre rispettivamente  AR  e BR  saranno  espressi  da 1 10^  e 
oO  • 

— - — ; ed  essendo  partiti  nello  stesso  tempo,  questi  due  nu- 
meri debbono  essere  uguali;  dunque  1*  equazione  del  problema  si  è 
r„  no  — x 80— x 

[41  ~Ì0  ==  6 * 

Moltiplicando  i due  membri  per  30  per  far  scomparire  i denomi- 
natori , e continuando  i calcoli , si  à 

330  — 3x=2i>0 — 5.r,  5x — 3.r=250 — 330, 

2x= — 80,  x—  — 40. 

Ecco  un  valor  negativo , e non  pertanto  a torto  si  direbbe  la  qui- 
stione  impossibile.  Egli  è chiaro , in  effetti , che  il  corriere  il 
quale  è addietro,  nella  partenza , correndo  più  veloce  di  quello  che 
è innanzi , dee  una  volta  raggiungerlo.  Ma  noi  abbiam  supposto, 
formando  l’equazione  [4] , che  rincontro  succedesse  in  11,  prima 
del  punto  C , e niente  garantiva  una  simile  supposizione , dunque 
l’ assurdità  manifestata  dai  valor  negativo  è in  questa  supposizione, 
e non  già  nell’  enunciato. 

Bisogna  dunque  fare  una  supposizione  contraria  , cioè  situare 
l’ incontro  in  qualche  punto  tale  come  R'  al  di  là  di  G , allora 
facendo  CR'=x,  1’  equazione  a risolvere  sarà 

1 10  -+-  x 50  -e  x 

”10  6 

Ma  non  abbisognano  novelli  calcoli.  In  effetti  questa  equazione 
non  è altro  che  l’ equazione  [-1]  in  cui  si  è sostituito — x ad  x; 
dunque  poiché  quella  è sodisfatta  per  il  valore  x= — 40,  questa 
deve  esserlo  pel  valore  positivo  ar=40.  Per  tal  modo  si  mani- 
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festa  che  l' incontro  à luogo  effettivamente  al  di  là  del  punto  C, 
alla  distanza  di  40  chil. 

Da  ciò  segue  che  I’  equazione  [4]  darà  sempre  la  soluzione  del 
problema  , se  si  riguarda  il  valore  negativo  di  x come  dovendo 
esser  portato  a dritta  del  punto  C,  cioè  a dire  dal  lato  opposto 
a quello  in  cui  si  era  da  prima  supposto. 

104.  L'esempio  che  abbiam  finora  trattato,  addimostra  chia- 
ramente che  un  valore  negativo  dell’ incognite  può  anche,  in  certi 
casi , provenire  da  una  falsa  supposizione  fatta  per  arrivar  ade- 
quazione del  problema.  E nello  stesso  tempo  dcesi  specialmente 
osservare  che  non  solamente  il  segno  — , che  si  trova  innanzi  al 
valore  dell’  incognita  , indica  in  qual  maniera  l’ errore  debba  evi- 
tarsi , ma  ancora  che  il  valore  di  questa  incognita , fatta  astra- 
zion  dal  segno  , dà  la  vera  soluzione  del  problema. 

Osservazione.  Si  avrebbe  potuto  risolvere  il  precedente  problema 
prendendo  la  distanza  BR  per  incognita  ; e quindi,  per  conoscer 
la  distanza  dal  punto  C al  punto  d' incontro  si  sarebbe  sottratto 
BR  da  BC.  Allora  è chiaro  che,  se  il  resto  è negativo,  l’incontro 
à avuto  luogo  in  un  punto  R'  situato  al  di  là  di  C,  ad  una  distanza 
CR'  precisamente  uguale  a questo  resto,  preso  positivamente. 

105.  Problema.  Due  corrieri  son  partili  nello  stesso  tempo  da 
due  differenti  città  e percorrono  la  stessa  linea.  Si  conosce  la  di- 
stanza delle  due  città,  come  ancora  la  velocità  di  ciascun  corriera, 
cioè  il  numero  dei  chilom.  che  ciascun  d’esso  fa  in  un’ora.  Si 
domanda  a qual  punto  della  strada  s’ incontreranno. 


1 1 

1 1 

! ‘ 1 

[ 1 

1 

n 1 

1 c 

Cosi  conosciuta  in  termini  generali , la  quistione  presenta  due  casi 
distinti  : quello  in  cui  i corrieri  vanno  nello  stesso  senso,  e quello 
in  cui  vanno  di  rincontro. 

1°  Caso.  Supponiamo  che  i due  corrieri  vadano  verso  il 
punto  C,  situato  al  di  là  del  punto  B per  rapporto  ad  A , e che 
R sia  il  punto  ove  s’ incontrano.  Chiameremo 

d la  distanza  de’  punti  di  partenza  A e B , 
m la  velocità  del  corriere  partito  dal  punto  A , 
n la  velocità  del  corriere  partito  dal  punto  B, 
x la  distanza  incognita  AR,  percorsa  dal  primo  corriere  al 
momento  in  cui  vien  incontrato  dall’  altro. 

Ciò  posto,  il  ramino  BR  fatto  dal  secondo  corriere  sarà  AR — AB 
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ovvero  x — d.  Dividendo  x per  m si  avrà  il  tempo  che  il  primo 
corriere  impiega  a percorrere  AR  ; e dividendo  x — d per  n,  si 
avrà  il  tempo  impiegato  dal  secondo  corriere  a percorrere  BR. 
Ma  questi  camini  debbon  esser  percorsi  nello  stesso  tempo  ; dun- 
que si  à 


[5] 


x x — d 
m n 


Da  cui  ricavasi  successivamente 


nx=mx — md,  mi  — nx‘=md. 


x 


mil 

m — n ' 


2.°  Caso.  Supponiamo  che  i due  corrieri  vadano  d’incontro 
l’ uno  all’  altro,  e che  il  loro  incontro  abbia  luogo  al  punto  R si- 
tuato tra  A e B , A R B ; conser- 

vando le  stesse  denominazioni  precedenti,  l' eguaglianza  tra  i tempi 
impiegati  dai  due  corrieri  per  fare,  l’uno  il  camino  AR,  l’altro  il 
camino  BR , sarà 


Quest’  equazione  non  è altro  che  l’ equazione  [5]  in  cui  si  sosti- 

. . x — d 

tuisca — n ad  n;  poiché  allora  il  secondo  membro  diventa 

che  è lo  stesso  di  - — - . Da  ciò  conchiudesi  che  l’ equazione  [5] 

basterà  per  risolvere  i due  casi  del  problema , purché  si  convenga 
di  riguardar  la  velocità  del  corriere  partito  dal  punto  B come 
cambiante  di  segno  quando  la  direzione  di  questo  corriere  si 
cambia. 

*•••  Per  la  quistione  che  abbiam  finora  trattata  , risulta 
chiaramente  che  le  quantità  negative  posson  servire  a racchiudere 
in  una  sola  equazione , e quindi  anche  in  una  sola  forinola , più 
casi  di  una  stessa  quistione  ; ciascun  de’  quali  sembrasse , a primo 
aspetto , esigere  una  soluzione  distinta. 

Questo  è appunto  ciò  che  rende  queste  quantità  di  un  uso  quasi 
continuo  in  tutti  i rami  delle  matematiche.  È impossibile  preci- 
sare le  quistioni  in  cui  la  soluzione  d’ un  sol  caso  può  estendersi 
ancora  ad  altri , con  semplici  cambiamenti  de’ segni;  non  pertanto 
deesi  fin  d’ora  comprendere  che  quest’estensione  à luogo  special- 
mente nelle  quistioni  generali , in  cui  bisogna  considerar  più  casi 
che  non  ditferiscon  tra  loro  che  pel  senso  di  certe  quantità,  le  quali 
debbono  in  certi  casi  addizionarsi , in  certi  altri  sottrarsi  : Cosi 
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la  stessa  lettera  sarà  considerata  come  rappresentante  una  quan- 
tità positiva  o negativa,  secondochè  indica  un  guadagno  o una  per- 
dita , una  velocità  in  un  senso  o nel  senso  contrario , una 
distanza  situata  a dritta  di  un  punto,  o a sinistra. 

IO?.  Le  osservazioni  a cui  àn  «lato  luogo  i tre  problemi  che 
ahbiam  ora  discussi,  s'  applicano  a qualsivoglia  quistione,  qualun- 
que sia  il  numero  delle  incognite  ed  il  grado  dcU’equazioui.  Pos- 
siam  ricapitolarle  come  segue  : 

1. °  11  valore  negativo  di  una  incognita  può  talvolta  indicare 
una  condizione  impossibile  dell'  enunciato  di  un  problema.  Allora 
basta  dare,  in  questo  enunciato,  a qualche  quantità  de’  sensi  con- 
trari, per  far  svanire  ogni  impossibilità;  ed  il  valore  negativo  tro- 
vato da  prima  , preso  positivamente  , darà  la  soluzione  dalla  qui- 
stione cosi  modificata  (IO*). 

2. °  Il  valore  negativo  dell’  incognita  può  ancora  indicare,  non 
già  una  assurdità,  ma  una  falsa  supposizione  , e,  in  questo  caso, 
dà  esso  sempre  la  soluzione  del  problema,  purché  si  prenda  la 
quantità  che  esso  rappresenta  in  un  senso  contrario  a quello  che 
gli  si  era  attribuito  da  prima  (104). 

3. °  Finalmente,  considerando  certe  quantità  come  positive  o 
negative,  secondochè  si  riguardano  in  un  senso  o nel  senso  con- 
trario , possonsi  riunir  in  una  sola  equazione  o in  una  sola  for- 
mula i differenti  casi  di  una  stessa  quistione  (ÌOO). 

IO».  Dopo  quéste  osservazioni , il  lettore  tratterà  egli  stesso, 
senza  difficoltà  , la  quistione  seguente  : 

Problema.  Un  oste  fa  con  un  cacciatore  il  /seguente  patto:  tutti 
» giorni  che  il  cacciatore  jtorterà  del  salvaggiume,  riceverà  dall'o- 
ste una  somma  a ; ma  dorrà  pagargli  una  somma  b tutti  giorni 
che  non  porterà  niente.  Dopo  un  numero  n di  giorni,  può  succe- 
dere o che  l’ oste  ed  il  cacciatore  non  si  debbano  niente , o che  il 
primo  debba  al  secondo , o il  secondo  al  primo  una  somma  c.  Tro- 
vare una  formula  che  faccia  conoscere,  «fi  tre  casi,  il  numero  dei 
giorni  in  cui  il  cacciatore  à portato  del  salvaggiume 

„.  . bn  + e 

Risposta:  ,r= -. 
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Cali  < f impunibilità  i d‘  indeterminazioni  ntlli  equazioni  i nei  problemi 
del  1.'  grado. 


•09.  Problema.  Trovare  un  numero  di  cui  il  terzo  aumen- 
tato di  75 , più  i cinque  dodicetimi  diminuiti  di  35  uguaglino  i 
tuoi  tre  quarti  aumentati  di  49. 

È chiaro  che  l’ equazione  del  problema  si  è 

[1]  — — 35=— +49. 


Trasponendo  i termini  convenevolmente  e liberando  da  denomi- 
natori , si  à successivamente 

x 8jt  5x 

4x -+- 5x — 9x  = 108 , 


0=108. 

La  quale  contiene  una  assurdità  evidente,  0=108.  Non  esiste 
dunque  alcnn  valore  di  x che  possa  verificar  1’  equazione  [1] , 
e perciò  non  esiste  valore  che  possa  soddisfare  alla  quistione. 
In  questo  caso,  si  l'equazione  che  la  quistione,  diconsi  assurde 
o impossibili. 

L’ impossibilità  può  rendersi  sensibile  nell’  equazione  [1] , fa- 
cendo , nel  suo  l.°  membro  , la  riduzione  de’ termini  simili.  Per 
tal  modo  essa  si  riduce  a 


S+40=^  + 19; 


ed  allora  è chiaro  che  i due  membri  avranno  sempre  tra  loro  una 
differenza  di  9 unità  , qualunque  valore  si  sostuisca  ad  x. 

Questa  impossibilità  è ben  diversa  da  quella  che  avea  luogo 
nel  n.°  Atti.  Se  allora  il  problema  era  impossibile , non  Io  era 
affatto  perchè  non  esisteva  alcuna  quantità  soddisfacente  alle  veri- 
ficazioni del  calcolo  dall’  enunciato  richieste , ma  bensì  perchè  il 
valore  di  x era  negativo , e 1’  enunciato  rigettava  ogni  valore  di 
tal  fatta.  Nel  problema  di  cui  ci  siamo  or  ora  occupati , l’ im- 
possibilità è assoluta , cioè  a dire  che  nessuna  quantità,  di  qual- 
siasi natura  , può  dar  1*  uguaglianza  dall’  enunciato  richiesta. 

HO.  Problema.  Trovare  un  numero  sicché  la  metà  di  questo 
numero  aumentato  di  10  ; più  i due  terzi  dello  stesso  numero  au- 
mentato di  20;  più  i cinque  sesti  della  stesso  numero  diminuito 
di  34  , risulti  eguale  a due  volte  il  numero  cercato  diminuito 
di  5. 
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L’  equazione  del  problema  è chiaramente 

[2]  ^ + 

2 3 0 

Liberando  da  denominatori , riducendo  e trasponendo , si  ottiene 
3x  + 30-1-  \x  4-  80  4-  ox  — 170  = 12x — CO , 
3x4-4a:4-5x — 12x=170 — 30  — 80  — 60, 

0 = 0. 

Poiché  l’ultima  equazione  si  compone  di  due  membri  identici, 
si  conchiude  che  l’incognita  x dee  restar  del  tutto  indetermina- 
ta : cioè  che  si  può  prendere  x=2 , 3,  o a qualunque  altro  nu- 
mero si  voglia. 

Ed  in  effetti,  risalendo  all' equazione  [2] , se  si  effettuano  i cal- 
coli indicati  nel  suo  primo  membro,  si  trova  che  desso  equivale 

3x-I-  30  -t-Ax  h-  80-h  3x  — 170  ..  , 12x— 60 

a , ovvero,  riducendo,  a , o 

anche,  semplificando,  a 2x — 10 ; e questo  risultato  essendo  pre- 
cisamente uguale  al  2.®  membro  2(x  — 5) , ne  segue  che  l'equa- 
zione [2]  è una  evidente  eguaglianza  , che  à luogo  qualunque 
sia  x.  In  questo  c in  tutti  gli  altri  casi  analoghi  l' equazione  e 
la  quistione  diconsi  indeterminate. 

Ili.  Problema.  Avete  voi  ammazzata  molta  salvaggiume  ? Si 
dimanda  ad  un  cardatore;  Questi  risponde:  bisognerebbe  aggiun- 
gere S al  terzo  di  quella  che  ù ammazzato  l'anno  /scorso,  per 
aver  la  metà  di  quella  che  ò ammazzata  quest' anno  ; ma  se,  dal 
triplo  di  quest’  ultima  metà , togliete  S , voi  avrete  giusto  ciò  che 
ò ammazzato  l'anno  scorso.  Quanta  salvaggiume  à ammazzata  il 
cacciatore  in  ciascun  anno  ? 

Chiamando  x il  numero  dei  pezzi  di  salvaggiume  ammazzati 
quest’anno,  ed  y quello  de' pezzi  ammazzati  l’anno  precedente, 
si  anno  1’  equazioni 

x v „ 3x 

2“ 3 + 0’  y — 

Sostituendo  nella  1.*  il  valor  d’y  dato  dalla  2.*,  si  ottiene 
f = ^ + 5,  3x  — 3x=30— 10.  0 = 20: 

eguaglianza  assurda , da  cui  eonchiudesi  che  non  v'  anno  affatto 
valori  di  x ed  y che  soddisfano  alle  due  equazioni  ; quindi  il  pro- 
blema contiene  delle  condizioni  impossibili  a soddisfarsi. 

Può  d'altronde  rendersi  sensibile  l'impossibilità  sull" equazioni 
stesse:  poiché,  liberando  da  denominatori  è trasponendo,  addiventano 
3.r  — 2y  = 30 , 3x  — 2«/=10; 
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«londe  è chiaro  che  i due  primi  membri  sono  gli  stessi,  men- 
tre i secondi  sono  de’  numeri  differenti. 

Si  osservi  intanto  che  ciascuna  dell’  equazioni , presa  isolata- 
mente,  è possibile , e che  ammette  anche  infinite  soluzioni.  L’ im- 
possibilità consiste  dunque  in  ciò , che  le  due  equazioni  non  pos- 
sono avere  alcuna  soluzione  comune , ovvero , che  le  due  condi- 
zioni del  problema  non  possono  giammai  insiememente  aver  luo- 
go. Ed  è perciò  che  queste  condizioni,  come  anche  le  equazioni 
che  F esprimono , dicotili  contradittorie  o incompatibili. 

li*.  Supponiamo  che  la  prima  condizione  del  problema  re- 
stando la  stessa , si  cambi  solamente  la  seconda  , cambiando  in 
essa  o in  lo.  Allora  le  equazioni  del  problema  saranno 


e,  ponendo  nella  1.“  il  valore  di  y dato  dalla  2.B,  si  à 

-=— — o-f-5),  d’onde  0 = 0. 

2 2 1 ’ 


Da  ciò  si  conchiude  che  si  può  dare  ad  x un  valore  qualunque, 
e aggiungendogli  il  valore  corrispondente  di  y , dedotto  da  una 
delle  due  equazioni , si  soddisfarà  sempre  I’  altra. 

Ciò  si  renderà  evidente  sull’  equazioni  istesse  liberandole  da 
denominatori  e trasponendo  i termini  : poiché  così  si  riducono 
amendue  alla  sola  equazione  3x  — 2y  = 30,  il  che  dimostra  che 
le  due  condizioni  indicate  nell'enunciato  non  differiscono  che  in 
apparenza.  Allora  le  due  equazioni,  coinè  ancora  la  quistione  di 
cui  esse  sono  la  traduzione,  sono  indeterminate , poiché  in  infi- 
niti modi  posson  soddisfarsi. 

il*.  Abbiamo  enunciato  come  regola  generale,  n.c  ®®,  chft 
le  equazioni  di  1."  grado,  in  numero  eguale  alle  incognito  , de- 
terminano un  sistema  di  valori  per  questo  incognite,  e non  ne 
determinano  che  un  solo.  Ma  nello  stesso  tempo  prevenimmo 
che  questa  regola  andava  soggetta  a delle  eccezioni.  Gli  esempi 
precedenti  àn  mostrato  in  effetti , potersi  avere  nelle  equazioni 
impossibilità  o indeterminazione . Passiamo  a dimostrar  di  più,  che 
tutti  i casi  di  eccezione  si  riducono  sempre  all’ impossibilità  o 
all’  indeterminazione. 

Per  l’andamento  dei  calcoli,  che  servono  ad  effettuar  l'elimi- 
nazione, egli  è chiaro  che  non  posson  darsi  che  tre  casi. 

l.°  Si  può  arrivare  ad  una  sola  equazione  di  l.°  grado  ad 
una  sola  incognita.  In  tal  cast) , che  è il  più  ovvio , si  determina 
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per  l' incognita  restante  un  sol  valore , e quindi  risalendo  allo 
equazioni  precedenti , si  determina  anche  un  sol  valore  per  cia- 
scuna delie  altre  incognite. 

2. ®  Può  incontrarsi,  nel  corso  delle  operazioni,  un'equazione 
in  cui  i termini  incogniti  si  distruggano  tra  loro , e dove  i due 
membri  sieno  delle  quantità  date  differenti  1’ una  dall’ altra.  V’  è 
allora  assurdità  evidente,  e dee  conchiudersi  che  qualunque  valore 
si  dia  alle  incognite  ( supponiamo  che  ve  ne  siano  più),  non  potrà 
allatto  soddisfare  alle  equazioni  primitive , nè  per  conseguenza 
alla  quistione  da  cui  esse  derivano. 

3. °  Se  nessun  di  questi  due  casi  à luogo , dee  trovarsi  una  o 
più  equazioni  in  cui  le  incognite  sparissero , e di  cui  i due  membri 
fossero  uguali  alla  stessa  quantità.  È chiaro  allora  che  può  darsi 
a queste  incognite  qualsivoglia  valore  , ed  in  seguito , per  mezzo 
di  questi  valori , potran  calcolarsi  le  altre  incognite.  Vi  è dunque 
in  questo  caso  una  evidente  indeterminazione  nelle  equazioni  pri- 
mitive , e quindi  anche  nel  problema  di  cui  esse  esprimono  le 
condizioni. 

114.  Quando  non  si  considerano  che  due  equazioni  a due  inco- 
gnite , se  si  arriva  ad  una  eguaglianza  assurda , essendo  evidente 
che  ciascuna  equazione  presa  separatamente  è possibile,  dee  con- 
chiudersi , come  al  n.°  111,  che  le  due  equazioni  sono  contra- 
dittorie  o incompatibili  ; e , se  si  arriva  ad  una  eguaglianza  evi- 
dente, dee  conchiudersi  che  l’una  delle  equazioni  è sempre  veri- 
ficata quando  lo  è l' altra,  il  che  torna  a dire  che  l’una  è con- 
seguenza dell’  altra. 

Ma  quando  si  ànno  più  equazioni  (sempre  però  in  numero 
eguale  all’  incognite  ) , l’ impossibilità  e l’ indeterminazione  posson 
nascere  da  molte  altre  cagioni.  Ad  esempio,  allorché  si  ànno  tre 
equazioni  a tre  incoguite , vi  sarà  impossibilità  se  una  equazione 
è incompatibile  con  ciascuna  delle  altre  due , ovvero  solamente 
coll’ assieme  di  esse,  senza  esserlo  con  ciascuna  di  esse  separa- 
tamente. Similmente  vi  sarà  indeterminazione , se  un’  equazione 
è conseguenza  di  una  delie  altre  due  , ovvero  se  due  equazioni 
son  conseguenza  della  terza , o anche  se  una  delle  equazioni  è 
conseguenza  dell'  assieme  di  due  altre , senza  esserlo  di  alcuna 
di  esse  separatamente. 

In  generale,  quando  vorrà  sapersi  ee  -un  equazione  è ineom pa- 
tibile con  l’ assieme  di  più  equazioni , ovvero  se  essa  ne  è una 
conseguenza , si  considereranno  in  queste  equazioni  delle  incognite 
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in  numero  eguale  a queste  equazioni,  si  ricaveranno  i valori  di 
queste  incognite  in  funzione  delle  altre  incognite,  e si  sostituiranno 
questi  valori  nella  prima  equazione.  Se  si  cade  in  una  eguaglianza 
assurda , la  prima  equazione  sarà  incompatibile  col  sistema  delle 
altre;  ed  al  contrario  essa  nè  sarà  una  conseguenza,  se  si  cada 
in  una  eguaglianza  identica. 

-lift.  Ecco  due  esempi  sui  quali  il  lettore  potrà  esercitarsi. 

/ x-\-  3y — Gt — 6ii  = 7,  ' x-p  3y — 6: — 6t»=  8, 

l2x-p  y — 4z — 2m  = 15,  \2x-|-  Sy  — 10; — Ou  = 12, 

14x — y — 5z-f-  5u  = 30,  j 2x-f-  4y — 8; — 9ti=14, 

\5x-f-10y — 22; — 2014  = 39  , ( 5x-f-12y — 21;  — 24u=  34. 

11  primo  esempio  conduce  ad  una  assurdità,  e si  vedrà  che  in 
efTetti  la  quarta  equazione  è incompatibile  con  l’ assieme  delle 
due  prime. 

Il  secondo  esempio  conduce  ad  una  identità  , e sarà  facile  il 
vedere  che  la  quarta  equazione  è una  conseguenza  delle  tre  altre 
prese  assieme  , mentre  che  non  lo  è di  alcune  di  esse  prese  se- 
paratamente, come  neppure  dell’assieme  di  due  qualunque  di  esse. 
Per  soddisfare  a queste  equazioni,  si  trova  w= — 2,  x=2,  y=2: — 2; 
l'incognita  z resta  affatto  arbitraria. 

11  A.  Terminiamo  con  l’osservare  che  i casi  d’impossibilità 
di  cui  abbiamo  parlato  sono  i soli  che  possano  presentarsi  nelle 
equazioni  , ma  nei  problemi  possono  aversene  degli  altri.  Ad 
esempio  , può  essere  che  per  1’  enuciato  d’  un  problema  un’  inco- 
gnita debba  essere  un  numero  intiero  , e si  trovi  una  frazione  ; 
ovvero  che  debba  esser  minore  d’  un  certo  numero  , e si  trovi 
maggiore  ecc. 

In  generale , l' enunciato  di  un  problema  può  imporre  ad  una 
o a più  incognite  delle  restrizioni  che  è impossibile  esprimer  con 
equazioni  ; ed  , in  tal  caso  , dopo  aver  trovati  i valori  delle  inco- 
gnite , resta  ancora  a verificar  se  questi  soddisfano  a tutte  quelle 
restrizioni.  Ed  è perciò  che  nel  problema  HI.  p.  68  non  si  sono 
introdotte  nell'equazione,  certe  condizioni , che  poi  abbiam  dovuto 
verificare  in  ultimo , se  erano  soddisfatte  dalla  soluzione  dedotta 
da  questa  equazione. 
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Ditcuuione  de’  problemi. 


• 1*.  Allorché  si  è risoluto  un  problema  in  cui  le  quantità 
date  son  rappresentate  da  lettere  , il  valore  dell’  incognita  ( sup- 
poniamo , per  fissare  le  idee  , che  ve  ne  sia  una  sola  ) è espressa 
da  una  forinola  che  indica  le  operazioni  a farsi  sulle  date.  Or 
può  concepirsi  che  queste  date  prendano  tutti  i valori  possibili, 
ed  esaminare  se  ne  risulta  qualche  caso  che  offra  qualche  note- 
vole particolarità  ; ciò  dicesi  discutere  il  problema.  11  seguente 
esempio  mostra  1*  andamento  da  tenersi  in  tali  discussioni. 

f 18.  Problema.  Due  mobili  M ed  M'  si  muovono  uniforme- 
mente  sulla  retta  indefinita  XY,  con  velocità  date  a e b,  amendue 
nella  stessa  direzione  XY.  Si  conosce  che  il  mobile  M è arrivato 
al  punto  A un  certo  numero  di  ore  li  prima  che  il  mobile  M'  sia 
arrivato  in  B , e si  conosce  la  distanza  d de’  punti  A e B.  Si 
dimoiala  a /piai  puuto  della  retta  XY  s' incontrano  i due  mobili. 


X H'  A lt"  BUY 


Supponiamo  che  l’ incontro  succeda  in  R dal  lato  BY;  chiame- 
remo x la  distanza  incognita  BR.  La  distanza  AR  sarà  d-\-x  ed 
i tempi  impiegati  da  ciascun  mobile  M ed  M',  a percorrere  rispet- 
tivamente le  distanze  AR  e BR  , saranno ed  Ma,  per  l’e- 


nunciato, il  modile  M é arrivato  in  A un  numero  h di  ore  prima 
che  M'  fosse  arrivato  a B ; dunque  il  primo  tempo  deve  esser 
maggiore  del  secondo  per  la  quantità  h,  e quindi  si  à l'equazione 


M 


d- t-x 
a 


da  cui  ricavasi  facilmente 

bd  -f-  bx  — ax  — abk  , 


ax  — bx=b  ( d — ah) , 


[2] 


b{d  — ali) 
a — 6 


Discussione.  V incontro  dei  mobili  può  succedere  o prima  o dopo 
del  punto  B , e la  soluzione  precedente  si  è ottenuta  nella  ipotesi 
che  avesse  luogo  il  primo  caso.  Ma  interpetrando  i risultati  con- 
forme alle  osservazioni  del  n.°  IO»,  passiamo  a vedere  che  à 
d’  essa  tutta  la  generalità  desiderabile. 
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1. °  11  numeratore  ed  il  denominatore  di  x saranno  amendue 
positivi  se  si  avrà  insiememente 

a > b e d > ah. 

In  tal  caso  il  valore  di  x è positivo , e conseguentemente  suc- 
cede effettivamente  l’ incontro  de’  mobili  dal  lato  BY  , come  si 
era  supposto.  Tal  conchiusione  è conforme  a quella  che  ricavasi 
immediatamente  dalla  quistione  istessa.  In  effetti,  osserviamo  che 
ah  è il  camino  percorso  dal  mobile  M nel  tempo  h , che  decorre 
tra  l’arrivo  di  questo  mobile  al  puuto  A e quello  di  M'  al  punto  B. 
Cosi , supporre  a>  b e d > ah,  vai  quanto  ammettere  che  il  mo- 
bile M si  muova  con  velocità  maggiore  che  M' , e che  non  è 
ancora  in  B quando  vi  perviene  M'  ; dunque  dovrà  questo  rag- 
giungere M'  dal  lato  BY.  Quando  si  à insiememente 
a < 6 e d < ah  , 

il  valore  di  x è ancora  positivo , e quindi  i mobili  si  raggiungono 
ancora  dal  lato  BY.  Ed  in  effetti , egli  è chiaro  che  allora  il 
mobile  M à un  movimento  meno  rapido  che  M' , e che  à oltre- 
passato il  punto  B quando  vi  perviene  M'.  Dovrà  quindi  neces- 
sariamente raggiunger  M'  dal  lato  I1Y. 

2. °  Quando  si  à insiememente 

a < b e rf > ah,  ovvero 
a > b e d < «A , 

il  valore  di  x è negativo.  Questa  circostanza  indica  che  rincontro 
de’  mobili  succede  dal  Iato  opposto  a quello  in  cui  si  era  situato, 
cioè  che  succede  dal  Iato  BX,  e alla  distanza  segnala  dal  valore 
di  x,  fatta  astrazion  dal  segno  (109,  2.°). 

Bitornando  alia  quistione,  come  abbiamo  fatto  precedentemente, 
si  vede  chiaro  che  al  momento  in  cui  M'  arriva  a B,  quello  dei 
due  mobili  che  à maggior  velocità  si  trovi  avanti  l’ altro.  Non 
può  dunque  aver  luogo  alcun  incontro  dal  lato  BY  , anzi  è evi- 
dente al  contrario  che  i due  mobili  àn  dovuto  incontrarsi  dal 
lato  BX. 

Volendo  dimostrarsi  l’ esattezza  dell’  interpretazione  data  al 
valor  negativo  , si  farà  come  segue.  Da  prima , siccome  si  è sup- 
posto che  i mobili  doveano  incontrarsi  dal  lato  BY,  il  valore  nega- 
tivo mostra  solamente  che  questa  supposizione  è inammessibile. 
Ma  è possibile  ehe  l’ incontro  abbia  luogo  dal  lato  BX,  sia  prima 
del  punto  A , sia  nell’  intervallo  AB. 

Se  P incontro  à avuto  luogo  in  R'  prima  del  punto  A , facendo 
P incognita  BR'=x,  il  tempo  impiegato  dal  mobile  M per  venire 
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da  R'  in  A , si  è 


x — d 
a 


, e quello  impiegato  dal  mobile  M'  per 


e siccome  l’enunciato  esige  che  questo  tempo  sia 


venire  da  11'  a B , si  è - . II  tempo  decorso  tra  I’  arrivo  di  M al 

punto  A e quello  di  M'  al  punto  B sarà  dunque  la  differenza 
x x — d 
"b 

eguale  ad  h,  si  avrà  l’ equazione 
x x — 

b a 

Se  l’ incontro  avesse  avuto  luogo  in  R" , nell’  intervallo  AB , 
facendo  sempre  l’incognita  BR"  = x,  il  tempo  impiegato  dal 

d — X 

mobile  M per  andare  da  A in  R"  sarà  — — , e quello  che  impiega 


[3] 


: A . 


il  mobile  M'  per  andare  da  R"  in  B sarà^;  dunque  il  tempo 
decorso  tra  l’ arrivo  del  mobile  M al  punto  A e quella  di  M al 
punto  B sarà  ? - ■ , e si  avrà  l’equazione 


Or  osserviamo  che  l’ equazioni  [3]  e [4]  essendo  esattamente  le 
stesse , dovrà  l’ ultima  determinare  il  pulito  d’ incontro , qualunque 
sia  la  sua  posizione  dalla  parte  BX.  Osserv  iamo  ancora  che  l’eq.* 
[1]  si  riduce  all’eq.'  [4]  (ambiando  x in  — x\  e da  ciò  conchiu- 
desi  che  qualunque  valore  positivo  che  soddisfaceva  all’  ultima  sarà 
dato,  ma  col  segno  — , dalla  prima. 

Per  tal  modo  l’equazione  [1]  basta  da  se  sola  a determinar  in 
tutti  i casi  i punti  d’ incontro  dei  mobili , avendo  cura  di  portare 
i valori  negativi  di  a;  a sinistra  del  punto  B. 

3.°  Supponiamo  che  sia  6=<j  senza  essere  d—ah.  Il  valore 
di  x diviene 

ald — ah  ) 

X—  Q » 

o,  più  semplicemente,  ponendo  a ( d — ah  ) = »t , 

x—ì- 

Qual’ è il  significato  di  una  simile  espressione?  Per  interpretarlo , 
immaginiamo  che  in  vece  di  0 si  diano  ad  m dei  divisori  sempre  più 
piccoli,  ad  esempio,  1 , •&,  rrrr  • • • quozienti  saranno  m,  10wi, 
lOOw,  • • ■ e andranno  crescendo  in  modo  che  non  v’  à quantità,  per 
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quanto  grande  si  sia , che  non  possa  sorpassarsi  prendendo  un 
divisore  assai  piccolo.  Ciò  si  esprime  dicendo  che  il  quoziente  di 
una  quantità  divisa  per  zero  è infinito.  Vien  indicato  1'  infinito 
col  segno  oo. 

L’ espressione  ? , considerata  in  se  stessa  , mostra  dunque  non 
aversi  distanza  tanto  considerevole  per  rappresentar  quella  del 
punto  d’incontro  dei  mobili;  il  che  equivale  a dire  che  essi  non 
s’  incontrano  allatto. 

Ed  in  edòtti,  poiché  d è differente  da  ah,  ne  segue  che  il  mo- 
bile M non  si  trova  al  punto  B nello  stesso  tempo  che  il  mobile 
M';  e poiché  è b—a,  ne  segue  che  i due  mobili  àn  la  stessa 
velocità dunque  debbono  esser  sempre  alla  stessa  distanza  l’ un 
dall’altro;  dunque  non  è possibile  alcuno  incontro. 

4.°  Supponiamo  nello  stesso  tempo  b — a e d = ah\  verrà 

x=i, 

e questa  espressione  sarà  facile  ad  interpetrarsi  immediatamente. 
In  edòtti , poiché  in  tutte  le  divisioni  il  prodótto  del  quoziente 
moltiplicato  pel  divisore  dee  riprodurre  il  dividendo  , in  questa 
espressione  bisogna  che  il  quoziente  sia  tale  che  moltiplicandolo 
per  zero  si  abbi  zero  ; dunque  può  prendersi  questo  quoziente 
uguale  ad  un  qualunque  numero , ciò  che  in  altri  termini  si  esprime 
dicendo  che  il  simbolo  £ rappresenta  una  grandezza  indeterminata. 

Da  questa  interpetrazione  dee  conchiudersi  che  i mobili  non 
vanno  giammai  disgiunti.  Ed  in  edòtti,  poiché  si  suppone  b—a 
e d=ah  , i mobili  anno  la  stessa  velocità  , e si  trovano  nello 
stesso  tempo  al  punto  li;  dunque  àn  dovuto  essi  esser  sempre 
insieme  e debbon  anche  sempre  restarlo. 

Le  altre  particolarità  che  potrebbersi  osservare  son  troppo  sem- 
plici per  fermarvisi.  Termineremo  dunque  questa  discussione  os- 
servando che  i principi  stabiliti  al  n.°  1M  permettono  estendere 
la  forinola  [2]  ai  problemi  i cui  enunciati  non  differiscono  da 
quello  che  à dato  questa  formola  che  pel  significato  di  talune 
quantità.  Così  potrà  supporsi  che  il  mobile  M'  vada  nel  senso 
YX,  ed  allora  bisognerà  cambiare  b in  — b nella  formola.  Se 
fosse  il  mobile  M che  cambia  direzione,  si  cambierebbe  a in  — a; 
e se  M ed  ài'  cambiassero  amendue  direzione  , si  cambierebbe 
insiememente  a in  — a e 6 in  — b.  Finalmente  se  l’arrivo  del 
mobile  M ai  punto  A , in  vece  di  precedere  quello  di  M'  al  punto 
B,  succedesse  dopo,  si  cambierebbe  A in  — Ar 

Queste  conseguenze  son  molto  proprie  a far  di  nuovo  com- 
Lez.  di  Alg.  12 
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prendere  tutta  l’ importanza  delle  quantità  negative;  e perciò  sa- 
rebbe utile  che  il  lettore  cercasse  di  per  se  stesso  a metterle 
in  evidenza , seguendo  il  metodo  tracciato  nel  n.°  >05. 

Siri  simboli  ” e — Osservazione  sulle  equazioni  in  cui  sianvi 
dei  denominatori  contenenti  le  incognite. 

ti».  I simboli  " e 1 che  si  son  presentati  nella  discussione 
precedente  (3.°  e 4.°),  meritano  di  fissarvi  l’attenzione. 

Allorché  nelle  equazioni  vi  son  delle  quantità  date  rappresen- 
tate da  lettere , e si  son  ricavate  da  queste  equazioni  le  formole 
esprimenti  le  incognite , facendo  delle  ipotesi  su  queste  lettere , 
ed  introducendole  nelle  formole  , debbono  ottenersi  per  le  inco- 
gnite dei  valori  particolari  corrispondenti  a queste  ipotesi.  Or  può 
succedere  che  queste  ipotesi  faccian  cadere  le  equazioni  in  un  caso 
d’ impossibilità  o d’indeterminazione,  ed  allora  è facile  assicurarsi 
che  almeno  una  delle  formole  diverrà  " o • Supponiamo  che 
le  ipotesi  si  trovino  di  per  se  stesse  introdotte  nelle  equazioni , 
e che  allora  si  ripetino  i calcoli  fatti  per  arrivar  alle  formole  ge- 
nerali. Se  le  equazioni  cadono  in  un  caso  d’impossibilità,  biso- 
gnerà che  cercando  un’incognita,  l’eliminazione  conduca  ad  una 
equazione  assurda , in  cui  non  sia  più  questa  incognita , ed  i cui 
due  membri  siano  quantità  differenti.  Supponiamo  che  questa 
equazione,  prima  delle  ipotesi  sia 

P.r=Q , 

P e Q rappresentando  delle  espressioni  letterali  composte  di  quan- 
tità date  ; il  valore  generale  di  x sarà 


Ma,  nelle  ipotesi  che  conducono  all’ impossibilità , bisogna  che  x 
sparisse  dalla  equazione  Pj"  = Q,  e che  i due  membri  compren- 
dessero quantità  ineguali  ; dunque  P dee  esser  zero  senza  che  Q 
lo  sia  ; dunque  chiamando  M quel  che  diventa  Q , il  valore  ge- 
nerale di  x dovrà  essere  x = ~- 

Supponiamo  ora  che  le  ipotesi  conducano  ad  un  caso  d’ indeter- 
minazione. I calcoli  per  l’ eliminazione  in  vece  di  condurre  ad  una 
equazione  da  cui  possa  ricavarsi  il  valore  di  una  incognita,  deb- 
bon  dare  un’  equazione  i cui  due  membri  sieno  identici.  Dunque, 
se  prima  delle  ipotesi  questa  equazione  è Px=Q,  bisognerà, 
dopo  l’ipotesi,  che  P e 0 sieno  amendue  zero;  dunque  il  valore 
generale  di  x si  ridurrà  ad  .r = • 


Digitized  by  Google 


LEZIONI  DI  ALGEBRA  91 

Può  succedere  che  vi  sien  più  incognite  le  cui  espressioni  di- 
ventino ? e | • Ciò  che  precede  dimostra  solamente  che  almeno 
una  sola  dee  divenir  £ nel  caso  d’impossibilità,  e -f  nel  caso 
d’ indeterminazione. 

1*0.  Abbiam  veduto  al  n.°  il#  (3.“),  che  l’espressione  “ dee 
esser  considerata  come  rappresentante  un  valore  infinito.  Ag- 
giungeremo ora  che  questo  valore  infinito  può  esser  talvolta 
positivo,  talvolta  negativo,  e talvolta  indifferentemente  positivo 
o negativo. 


1. °  Sia  la  formola  x=- — r,  in  cui  med«  son  due  nu- 

lo—*)* 

meri  invariabili  che  supponiamo  positivi  e diversi  da  zero , men- 
tre che  z può  aver  tutti  i valori  possibili.  Facendo  z — n si  ot- 
tiene x="-  Ma  siccome  il  denominatore  ( n — z)*  è sempre  po- 
sitivo qualunque  sia  z,  poiché  il  quadrato  di  n — z è sempre  po- 
sitivo, l’espressione  ® dee  qui  riguardarsi  come  indicando  l’in- 
finito positivo,  e si  scriverà  x=-|-oo. 

2. ”  Con  ragionamenti  affatto  simili,  si  vedrebbe  che  aven- 


dosi la  formola  x—- -, , e facendovi  ancora  z = n , dovreb- 

(n — *)* 

be  aversi  l’infinito  negativo  x = — oo. 

3.*  Sia  la  formola  x~-  ™ L’ipotesi  z—n  dà  ancora  x=" 


ma  qui  l’infinito  avrà  un  doppio  segno.  Supponiamo  da  prima 
z < n e facciam  crescere  z , la  formola  darà  valori  crescenti  che 
saran  tutti  positivi.  Al  contrario,  supponendo  z>  n,  facendo  de- 
crescere z sino  ad  essere  uguale  ad  n , la  formola  da  valori  cre- 
scenti che  son  tutti  negativi.  Da  ciò  risulta  che  il  valore  infinito, 
corrispondente  a e = n,  appartiene  ugualmente  ad  una  serie  di 
quantità  positive  crescenti , e ad  una  serie  di  quantità  negative 
crescenti.  Per  tal  ragione  l'ipotesi  z = n fa  prendere  alla  for- 
mola due  valori  infiniti,  l’uno  positivo  e l’altro  negativo;  ciò 
che  s’indica  d’una  maniera  abbreviata  scrivendo  x=droo. 

f * 1 . Allorché  una  formola  frazionaria  contenga  un  denomina- 
tore che  può  divenire  infinito  senza  che  il  numeratore  lo  sia , è 
chiaro  che  a questo  limite  il  valore  numerico  della  frazione  debbe 
esser  minore  di  ogni  quantità,  per  piccola  che  siesi,  ciò  che  torna 
a dire  che  è d’ essa  uguale  a zero , così  indicando  il  numeratore 

. - tn  . 

con  tn,  si  avra  — -=0. 


« 
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«•2 

i**.  Allorché  una  (|iiantità  và  decrescendo  fino  a zero,  senza 
cambiar  di  segno , potrebbe»  conservarsi  la  traccia  del  segno , po- 
nendolo innanzi  al  limite  zero.  Allora  si  avrebbe 

m 


-i-O 

«n 


= +oo, 


— 0 


= — 00, 


-0,- 


-0. 


px'=p- 

Q Q’ 


-1-00  ' ’ — 00 
1*3.  Abbiamo  molte  altre  osservazioni  a fare  sul  simbolo  |.  Il 
ragionamento  del  li.0  118  (4.°)  prova  che  considerando  il  sim- 
bolo | in  se  stesso  rappresenta  una  quantità  del  tutto  indetrr- 
minata.  Ma  l’indeterminazione  può  anche  presentarsi  sotto  altra 
forma.  In  effetti,  per  le  regole  del  calcolo,  si  à 

t 

ed  -,=-. 
p 

Or,  quando  P e Q divengono  zero,  le  quantità  — ed  divengono 
infinite;  dunque  le  espressioni 

Ox  oo  ed  * 

debbon  ricevere  la  stessa  interpet  razione  che  | , cioè  che  sono 
essi  anche  simboli  d’ indeterminazione. 

1*4.  Non  pertanto  vi  son  de’ casi  in  cui  l’espressione  £ è con- 
siderata sotto  un  altro  punto  di  vista.  Sia  la  forinola 

Supponendo  j = 2,  siàx=f;  e,  perciò  che  si  è detto  prece- 
dentemente , questo  valore  dovrebbe  essere  indeterminato.  Ma , 
se  prima  di  far  z = 2,  si  semplificala  frazione,  togliendo  il  fat- 
tore z — 2,  comune  ai  due  suoi  termini,  si  à 

12]  *=3-^; 

ed  allora  facendo  s = 2 si  trova  x=G,  che  è il  vero  valore  cor- 
rispondente a questa  ipotesi. 

Per  ben  comprendere  ciò , in  vece  di  supporre  sin  da  princi- 
pio z — 2 immaginiamo  che  : — 2 diminuisca  gradatamente.  La 
forinola  [1]  darà  per  x differenti  valori,  tutti  determinati  ed  uguali 
a quelli  che  darebbe  la  formula  [2].  Questi  valori  posson  dun- 
que riguardarsi  come  convergenti  gradatamente  verso  il  valore  6 ; 
ed  è perciò,  che  si  considera  il  valore  x=6  come  quello  che  ri- 
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sponde  all’ ipotesi,  z=2.  Ma  siccome  l'indeterminazione  che  si 
presenta  nella  prima  forinola  impedisce  di  riconoscere  questo  va- 
lore , dovrà  ricorrersi  alla  seconda.  Da  ciò  risulta  questa  regola  : 
se,  per  una  qualche  ipotesi,  una  espressione  frazionaria  divie- 
ne £ , non  si  dirà  che  è d'essa  indeterminata , ma  si  cercherà  at- 
tentamente qual  sia  il  fattore  comune  al  suo  numeratore  ed  al  de- 
nominatore , che , divenendo  zero , fa  premiere  alla  frazione  la 
forma  £,  e sopprimendolo  si  conoscerà  il  vero  valore  di  questa 
frazione. 

Applichiamo  questa  regola  alle  tre  frazioni 
3i* — 3 z* — 2z  -t- 1 3*“  — 3 

2 z —2’  3**  — 3 ’ z“  — 2;-+-i  ’ 

che  divengono  £ per  l’ipotesi  s=l.  Si  scriveranno  desse  così 
3(i  + t)(s-l)  ( * — 1 )*  3(i-t-l)(»  — 1) 

2 ( * — 1 ) ’ 3(*-t-l)(s  — 1)  ’ (*  — !)»  ’ 

si  sopprimerà  da  pertutto  il  fattore  comune  z — 1 ; e quindi,  fa- 
cendo z=  1 si  avranno  i valori  3,  0,  ± oo. 

■ •A.  Una  frazione  potendo  addivenir  zero  quando  il  suo  nu- 
meratore è nullo,  o quando  il  suo  denominatore  è infinito,  nc 
segue  che  se  nna  equazione  à dei  denominatori  contenenti  l’in- 
cognito x,  e si  riduca  alla  forma  frazionaria 


bisognerà,  per  risolverla  completamente,  cercar  non  solo  i va- 
lori di  x per  cui  si  à M=0,  ma  anche  quelli  che  danno  N = oe. 

Tuttavolta  dovrà  considerarsi,  se,  per  questi  valori,  la  fra- 
zione diventi  £ , o ££  : poiché* , se  ciò  succede , potrà  essere  che 
il  suo  vero  valore  non  sia  zero,  ed  allora  l'equazione  non  sarà 
soddisfatta.  Nell’esempio  del  n.°  Iti  l’equazione  si  è ridotta  a 
questa 


e siccome  il  valore  x = — 3 rende  il  numeratore  nullo  senza 
render  tale  il  denominatore , può  conchiudersi  che  questo  valore 
soddisfi  effettivamente  all’ equazione.  Ma  quantunque  il  denomi- 
natore 1 — x * diviene  infinito  facendo  x=z-\-oo  ed  x= — oo, 
siccome  questi  valori  rendon  infinito  ancora  il  numeratore  si  cade 
in  un’apparente  indeterminazione.  Perchè  sparisca,  può  mettersi 
la  frazione  sotto  una  forma  in  cui  il  numeratore  non  diventi  più 
infinito,  il  che  si  farà  dividendo  per  x i due  termini  della  fra- 
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zione.  Per  tal  modo  essa  addivenla 


■ x 

X 

quindi,  osservando  che  i valori  x=-f-oo  ed  x= — oo  rendon 

3 1 11 

nulli-  ed  —,  è chiaro  che  d’essa  si  riduce  ad — — o ad ; 

X X —00  -+-  00 

cioè  a zero;  dunque  i valori  x=+oo  cd  x= — oo  convengono 
all’equazione  proposta. 

II  più  sovente , quando  si  fanno  svanire  dei  denominatori  che 
contengono  l’ incognita , non  si  tiene  alcun  conto  dei  valori  infi- 
niti , poiché  in  elfetti  non  convengono  essi  quasi  mai  ai  problemi 
cui  l’ equazioni  servono  a risolvere;  ma  questa  noncuranza  è sem- 
pre volontaria , e le  discussioni  già  fatte  abbastanza  addimostrano 
come  debba  in  tal  caso  rimediarsi. 

CAPITOLO  VI. 

RISOLUZIONE  DI  PIÙ  EQUAZIONI  GENERALI  DI  1."  GRADO, 

IN  NUMERO  EGUALE  ALLE  INCOGNITE. 


Formoli  generali.  — Regole  per  formarle. 

• Per  quanto  diverse  possano  essere  le  equazioni  del  I.°  gra- 
do, posson  sempre  ridursi  a delle  forme  generali,  che  permet- 
tono ottener  per  l’ incognite  delle  formole  in  cui  son  compresi 
tutti  i casi  particolari  che  posson  presentarsi.  La  ricerca  di  que- 
ste formolo  è ciò  che  presentemente  ci  occupa.  Si  potrebbe  a 
ciò  pervenire  coi  metodi  spiegati  al  capitolo  III  ; ma  ci  servire- 
mo in  preferenza  di  quello  conosciuto  sotto  il  nome  di  Metodo 
delle  indeterminate  adoperato  da  Bezout.  Le  considerazioni  su 
cui  è fondato  meritano  grande  attenzione , a cagion  delle  appli- 
cazioni che  di  esse  si  fanno  nelle  più  alte  ricerche  dell’analisi. 

Prendiamo  da  prima  due  equazioni  a due  incognite  x ed  y. 
Sapremo  sempre  con  adatte  trasformazioni  ridurle  alla  forma 

[1]  ax-{-byz=k , a'x-+-b'y=k'  ; 

ove  a,  b,  k,  a',  b' , k' , rappresentano  quantità  conosciute  che 
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posson  essere  positive  o negative , e dove  si  è posto  a',  b' , k', 
nella  seconda  equazione , per  indicar  quantità  analoghe  alle  quan- 
tità a,  b,  k,  della  prima,  a fin  di  ricordarsi  più  facilmente  il 
significato  di  tutte  queste  lettere. 

Chiamiamo  m una  quantità  del  tutto  indeterminata , di  cui  possa 
disporsi  a piacere,  moltiplichiamo  la  l.a  equazione  per  m e sot- 
traghiamone  in  seguito  la  seconda:  si  avrà 

[am  — a' } x -\- ( bm — b') y=km  — k'  ; 
e poiché  la  quantità  m è arbitraria,  si  sceglierà  in  modo  che 
dessa  riduca  a zero  il  moltiplicatore  della  incognita  che  vuoisi 
eliminare. 

h' 

Se  vuoisi  eliminare  y,  si  porrà  bm—b',  da  cui  m=-;  per 


tal  modo  l’equazione  non  conterrà  più  y,  e sostituendo  per  m 
questo  valore,  si  avrà 


kb' 


— k1 


x= 


kb'  — bk' 


ab' 


ab'  — 60' 


Ma  se  vuoisi  eliminare  x,  dovrà  porsi  am  — a' , da  cui  m = — ; 


e l’equazione  darà 

——k' 

a ka' — ak' 

y ba'  ^ ba'  — ab' 
a 

1 denominatori  di  x ed  y sono  eguali , ma  di  segno  contrario. 
Per  renderli  del  tutto  simili , cambierem  di  segno  il  numeratore 
ed  il  denominatore  di  y,  ed  allora  i valori  generali  di  x ed  y 
saranno 

kb'  — bk'  ak'  — ka' 

® ab'  — ba'  ’ ^ ab' — ba' 

Ciascun  dessi  può  immediatamente  dedursi  dall’altro.  In  effetti, 
egli  è chiaro  che  gli  stessi  calcoli  che  danno  x,  debbon  dare  y, 
cambiando  da  pertutto  o in  b e b in  a , senza  d altronde  toccar 
gli  accenti.  Dunque,  effettuando  questi  cangiamenti  nel  valore 
di  x,  dee  trovarsi  quello  di  y.  lina  simile  osservazione  si  applica 
ai  casi  che  or  ora  passiamo  a trattare. 

Se  voglion  verificarsi  questi  valori,  basta  sostituirli  nelle  due 
equazioni.  Ad  esempio , effettuando  questa  sostituzione  nella  pri- 
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ma  si  ottiene 

a ( kb' — bk'  )-4-b(ak' — Ita'  ) , 

ab'  — ba'  = ’ 

(ab'  — ba')k-\-(ab  — ba)k' , 

ab'  — fra'  ’ 

k=k. 

1*1.  Consideriamo  ora  tre  equazioni  generali  a tre  incognite. 
Possiamo  rappresentarle  così 

ax+  by-\-  cs  = k , 
a'x-\-  b'y-\-  c'z—k' , 
a "x+b"y+c"z=k". 

Dopo  aver  moltiplicata  la  1.*  per  una  indeterminata  m,  e la 
2.*  per  una  indeterminata  n,  addizioniamole;  ed  indi,  dalla  som- 
ma, sottraghiamo  la  3.&  Nella  risultante  equazione , potran  farsi 
sparire  due  incognite,  disponendo  di  due  indeterminate  di  ma- 
niera tale  che  i moltiplicatori  di  queste  incognite  diventano  zero  ; 
ed  in  seguito  si  ricaverà  il  valore  della  rimanente  incognita.  La 
equazione  risultante  si  è 

(am-\-a'n  — a" } x ( bm  b'n  — b"  ) y ( cm  -j- c'n  — c")z  = 

km  + k’n—k". 

Volendo  far  scomparir  y e z , bisognerà  determinar  m ed  n 
col  porre 

bm-\-b'u=b" , cm-(-c'u  = c"; 
ed  allora  si  avrà 

km  -+-  k'n  — k" 

• X ~~~  - • 

am  -+-  a' n — a" 

Le  due  equazioni  che  determinano  m ed  n si  deducono  eviden- 
temente dalle  due  equazioni  generali  trattate  nei  numero  prece- 
dente, col  sostituire 

le  lettere  m , n ,b,b',b",c,c'  ,c" , 
alle  x ,y , a , b , k , a',b' , k' , 
dunque  , per  avere  m ed  n , basta  operar  gli  stessi  cangiamenti 
nelle  formole  ultime  del  numero  precedente.  Per  tal  modo  si  à 

_ c’b"  — b'c " he"  —cb" 

m be'  — cb'  ’ 11  be'  — cb'  * 

e sostituendo  questi  valori  in  quello  di  x si  ottiene 

k ( c'b " — b'c"  ) + t'(  bc"  — cb"  ) — k"  ( be'  — cb ') 
a(c'b" — b’c"  ) -+■  a’  (bc" — cb"  ) — a"  (be'  — cb' ) 

Per  trovar  »/  si  farà  scomparire  x e z ponendo 

<ro»-f-a'»=a",  cm-\-c'n=zc".  > 
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Paragonando  queste  due  equazioni  con  quelle  del  numero  prece*- 
dente  si  ottiene 

da"  — a'c " oc"  — ca" 

m= — j 7 > « = — ; Ti 

ad — ca'  ac — ca 

ed  in  seguito  si  à 

fc  ( da"  — a'c"  )-+-*'  ( ac"  —ca")  — k"  (ac‘ — ca') 

^ b (c'a" — a'd'  ) ì/  ( ad'  — ca")—b"  (ad — ca') 

Finalmente  per  aver  z , si  metterà 

am+#'n  = a'',  bm-\-b’n—b"  ; 

d’  onde  si  ricava 

b'a”  — a'b"  ab" — ba"  _ 

ab' — ba’  ’ n ab'  — ba'  ’ 

ed  in  seguito  si  avrà 

_ _ li  ( b'a"  — a'b"  ) V ( ab" — fra"  ) — k"  ( ab'  — ba') 
c(b'a"  — a'b"  ) -t - d (ab"  — ba"  ) — c"  (ab'  — ba '1 
Effettuando  le  moltiplicazioni  indicate  nei  valori  di  x,  y,  z,  e 
cambiando  i segni  del  numeratore  e del  denominatore  nel  primo 
c nell’  ultimo , si  potran  scrivere  questi  tre  valori  come  segue  : 
kb’c” — kc’b"  -+-  ck'b"— bk'd' +■  bc'k"  — cb'k’' 

J* 

ab’c" — ac'b"  -( -ca'b" — ba'c"  be' a" — cb'a"  ’ 

a k’d’  — adk"  -+•  ca’k"  — ka’c"  kda"  — ck'a" 

J ab'd' — ac'b"  -+■  ca'b"  — ba'd'  bda " — cb'a"  ’ 

ab'k"  — ah’b"  + ka’b"  — ba'k"  ■+■  bk'a"  — kb’a" 

ab’c"  — ac’b"  -+■  ca'b"  — b'a’d'  + bda"  — cb'a" 

Per  verificare  questi  valori , sarà  più  facile  prenderli  come  eran 
da  principio , pria  di  effettuar  le  moltiplicazioni.  Se , per  esempio, 
si  fanno  le  sostituzioni  nella  prima  equazione  , c si  à cura  di 
cambiar  i segni  del  valore  di  y,  a fine  di  avere  uno  stesso  de- 
nominatore per  le  tre  incognite,  si  à 

[ a ( c’b" —b'c")—b(c'a"  — a'c"  )+c[b'a"— a'b" ) ] k 
— f—  [ a ( bc"  — cb"  )—  b{  ac"  — ca"  ) + c(  ab"  — ba"  )]k’ 

— [a(  be'  — cb'  ) — ò(  ac'  — ca'  ) — c ( ab'  — ba'  )]£" t 

a(c'b"— b'c")+a'(bc"  — cb"  )—a"(bc'  — cb'  ) ‘ 

In  questa  uguaglianza  si  scorge,  immediatamente,  che  i mol- 
tiplicatori di  k'  e di  k"  si  riducono  a zero,  e che  quello  di  k 
non  è altro  che  il  denominatore  istesso  •,  dunque  1’  uguaglianza 
si  riduce  a k = k , e la  verificazione  è fatta.  La  verificazione  delle 
altre  due  equazioni  si  farebbe  in  un  modo  affatto  simile. 

Queste  verificazioni  non  son  di  nessuna  importanza .-  poiché  per 
arrivare  ai  valori  generali  di  a- , y , e z,  si  sono  adoperati  i va- 
ie;. di  j Mg.  13 


Digitized  by  Google 


98  LEZIOSI  DI  ALGEBRA, 

lori  di  m ed  n contenenti  denominatori  ; e per  conseguenza  si 
potrebbe  temere  che,  nel  caso  in  cui  questi  denominatori  dive- 
nissero nulli , i valori  di  x , y , e z non  fossero  in  difetto.  Ma 
la  verificazione  toglie  ogni  dubbio. 

198.  Consideriamo  ancora  le  quattro  equazioni  generali 
ax- f-  by-^  ez  + du  — k, 
a'x-\-  b'y- f-  c'z-\-  d'u=k\ 
a"x  + b"y  ■+•  c"z  d"u—k", 

a'"x-\-b'"y  -\-c"'z  -f- d"'u=k 

Moltiplicando  le  tre  prime  per  tre  indeterminate  m,  n , e p, 
indi  addizionandole,  e sottraendone  la  quarta,  si  à un’equazione 
da  cui  si  faranno  sparire  tre  incognite  uguagliando  a zero  il  mol- 
tiplicatore di  esse.  Per  tal  modo  si  ànno  tre  equazioni  per  de- 
terminare i valori  di  m,  n,  e p;  ed  allora  per  mezzo  di  questi 
valori  si  avrà  quello  dell’  incognita  rimanente. 

1*9.  Questi  calcoli  non  offrono  alcuna  difficoltà,  e possono 
estendersi  ad  un  numero  qualunque  di  equazioni.  Ma , osservando 
attentamente  la  composizione  delle  forinole  trovate  precedente- 
mente  per  due  o per  tre  equazioni , si  scovrono  delle  regole  ge- 
nerali, mercè  le  quali  possono  aversi,  senza  far  calcoli,  le  forinole 
che  convengono  ad  un  numero  qualunque  di  equazioni. 

Prima  regola.  Con  le  due  lettere  a e 6 si  formino  le  dispo- 
sizioni ab  e ba,  s’interponga  il  segno  — tra  queste,  si  avrà 
ab  — ba.  Se  non  s’avessero  che  due  equazioni  a risolvere,  si  met- 
terebbe un’apice  alla  seconda  lettera  di  ciascun  termine,  e il 
risultato  ab'  — ba'  sarebbe  il  denominatore  comune  dei  valori 
di  x,  ed  y. 

Se  si  ànno  tre  equazioni , si  metterà  la  terza  lettera  c a tutti 
i posti  in  ciascun  termine  dell’espressione  ab — ba.  Avendo  cura 
di  alternare  i segni,  ab  darà  abc — acb-j-cab ; similmente  — ba 
darà  — bac  -f-  bea — eba  ; e quindi  si  avrà 

abc— -acb-\-cab  — bac bea — cba. 

Allora  si  metterà  un’apice  alla  2.*  lettera  di  ciascun  termine, 
e due  alla  3.“  ; si  avrà  cosi  il  denominatore  comune  di  zc,  y e z. 

Se  si  ànno  quattro  equazioni , si  prenderà  la  lettera  d che  serve 
di  coefficiente  alla  quarta  incognita  u e si  porrà  a tutti  i posti  in 
ciascun  termine  del  sestinomio  precedente;  ed  avendo  cura  d’ alter- 
nare i segni  dei  termini  forniti  da  ciascun  d’essi,  cominciando 
col  -1-  per  quelli  provenienti  da  un  termine  preceduto  dal  se- 
gno 4-,  e col  — per  quelli  provenienti  da  un  termine  preceduto  dal 
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segno  — ; e finalmente  mettendo  un’apice  alla  2.a  lettera,  due 
alla  3.“,  e tre  alla  4.*  si  avrà  il  denominatore  comune  alle  quat- 
tro incognite  x,  y,  z,  u. 

Se  si  avessero  più  equazioni,  si  continuerebbe  similmente. 

Seconda  regola.  Qualunque  siasi  il  numero  delle  equazioni  i 
numeratori  delle  incognite  potran  dedursi  dal  loro  denominatore 
comune  ; ed  a tal  uopo  basterà  sostituirvi , senza  alterar  gli  apici , 
alla  lettera  che,  nell’ equazioni , serve  di  coefficiente  alla  inco- 
gnita die  vuol  trovarsi,  la  lettera  k che  rappresenta  il  termine 
conosciuto  situato  nel  secondo  membro.  Per  tal  modo  si  cam- 
bierà a in  k per  avere  il  numeratore  di  x;  b in  k per  aver  quello 
di  y ec. 

Le  due  regole  che  ora  abbiamo  esposte  si  verificano  per  le 
formule  trovate  per  due  e per  tre  equazioni;  ma  una  dimostra- 
zione abbisogna  per  provare  che  esse  sieno  generali.  Andremo 
ad  esporre,  previo  qualche  cangiamento,  quella  dettata  dal  La- 
place. Memorie  dell’ Accademia  delle  Scienze,  anno  11 71. 

Dimostrazione  delle  regole  precedenti. 

130.  Supponiamo  che  s’abbino  n equazioni  di  l.°  grado  ad  n 
incognite:  e scrivendole  come  precedentemente  esse  saranno 
/ by-\-  es-+-  du-\- • • ■ t=zk 

1 a'x-h  i'y-f-  c'z- H d'u+ 

...  1 a,"x- j-  b"y-\-  c"z-\-  • • • =k" 

1 J j a'"*+b"'y+c'"x+d"'«-4 =*'" 

I punti  situati  dopo  un  termine  tengon  luogo  de’  termini  che  do- 
vrebbero seguire;  e i punti  scritti  al  disotto  della  quarta  equa- 
zione sostituiscon  quelle  da  cui  debbe  esser  seguita. 

Chiamiamo  R la  quantità  che  si  forma  con  la  prima  regola, 
nel  caso  di  queste  equazioni  ; e passiamo  ad  esporre,  riguardo  a 
questa  funzione , varie  osservazioni  su  cui  poggia  la  dimostrazione. 

1."  Per  la  maniera  stessa  con  cui  la  funzione  R è composta, 
egli  è chiaro  che  l’ assieme  de’  suoi  termini , astrazion  fatta  dai 
segni  e dagli  apici , contenga  le  differenti  disposizioni  che  posson 
formarsi  con  le  n lettere  a , b , c , d . . . che  servon  di  coefficienti 
alle  incognite  x,  y,  x,  «... , e ciò  scrivendo  queste  n lettere 
le  uno  dopo  le  altre  cambiandole  d’ ordine  in  tutti  i modi  possibili. 
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2. °  Egli  è chiaro  cosi  che  in  ciascun  termine  di  R vi  à nna  ’ 
lettera  senza  apice,  una  lettera  con  un’apice,  una  con  due,  e 
cosi  in  seguito. 

3. °  1 termini  affetti  dal  segno  -f-  son  quelli  in  cui,  para- 
gonando qualche  lettera  con  ciascuna  di  quelle  da  cui  è seguita 
si  trovi  che  le  invertioni  alfabetiche  son  di  numero  pari , ed  i 
termini  affetti  dal  segno  — son  quelli  in  cui  il  numero  di  queste 
inversioni  è dispari.  Ad  esempio  , se  un  termine  contenesse  quat- 
tro lettere  disposte  nell’ordine  dacb,  contenendo  tre  inversioni 
per  rapporto  a d , ed  nna  rapporto  a c , il  che  fa  in  tutto  quat- 
tro inversioni,  dovrebbe  avere  il  segno  +. 

Allorché  non  si  ànno  che  due  incognite,  la  verità  di  questa 
osservazione  è evidente:  poiché  allora,  facendo  astrazion  degli 
apici,  R è ab — ha.  Ponendo  la  lettera  c in  tutti  i posti  del  ter- 
mine ab,  il  1.»  termine  abc  non  avrà  affatto  inversioni,  il  2.®  acb 
«e  avrà  una,  ed  il  3.°  cab  ne  avrà  due:  cosi  il  l.°  avrà  il  + 

11  2.°  il  — od  il  3.°  il  Riguardo  a — ba , il  primo  termine 
che  fornisce  avrà  una  sola  inversione  ba , il  2.°  ne  avrà  una  di 
più  ed  il  3.°  anche  due  di  più:  cosi  il  1.*  avrà  il  — il  2.°  il  -(-  ed 
il  3.°  il  — . Ponendo  ancora  la  lettera  d in  tutti  i posti  di  cia- 
scun de’  sei  termini  cosi  formati , essendo  ciascun  d’  esso  com- 
posto delle  lettere  a,  b,  c che  precedono  d nell’alfabeto,  così 
non  cambierà  il  numero  delle  inversioni  mettendo  d all'ultimo 
di  un  termine,  c quindi  allora  il  segno  resterà  lo  stesso.  Ponendo 
d un  posto  prima  a sinistra,  si  avrà  una  inversione  di  più  e si 
avrà  cosi  un  cangiamento  di  segno.  Mettendola  anche  un  posto 
prima , s’ introdurrà  una  nuova  inversione , e vi  sarà  un  nuovo 
cangiamento  di  segno  ; e cosi  di  seguito. 

4. ®  Nella  funzione  R,  due  termini  che,  fatta  astrazion  degli 
apici,  non  differiscono  tra  loro  che  per  un  semplice  scambio  tra 
due  lettere,  debbono  aver  segni  contrari.  In  effetti,  supponiamo 
che  questi  due  termini  non  differiscano  che  per  lo  scambio  di  a 
in  c , come  sarebbero  i termini  ad'b"c"'  e cd'b"a'"  : per  dedurre 
il  secondo  dal  primo , può  immaginarsi  che  la  lettera  a passi  suc- 
cessivamente dopo  ciascuna  delle  lettere  che  la  seguono  per  ve- 
nire a situarsi  dopo  e,  e che  allora  la  lettera  c dal  canto  suo 
ritorni  successivamente  lino  al  luogo  che  occupava  a.  Per  tal 
modo  lo  scambio  delle  due  lettere  a c c si  troverà  effettuato.  Or 
ciascun  successivo  cambiamento  di  posto  conduce  evidentemente 
ad  una  inversione  di  più  o di  meno,  e conseguentemente  ad  un 
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cangiamento  di  segno  ; e d’ altra  parte,  la  lettera  discendente  dee 
percorrere  un  posto  di  più  che  quella  risalente:  dunque,  defini- 
tivamente , i due  termini  debbono  essere  di  segno  contrario. 

5.«  Se , nella  funzione  R , si  aggiunge  o si  sopprime  un  egual 
numero  di  apici  a tutte  le  lettere  similmente  segnate,  la  fun- 
zione R diverrà  nulla  di  per  se  stessa.  Per  fissar  le  idee,  sup- 
poniamo che  si  sostituisca  per  tutto  a'",b'",c"', ...  ad  a',b',e',. . . 
e che  si  consideri  in  particolare  il  termine  contenente  a'  e c"'. 
poiché  tutte  le  disposizioni  che  possonsi  fare  tra  le  « lettere  a , 
b , c...si  trovano  in  R,  ve  ne  debbe  esser  una  che  non  diffe- 
risca da  quella  che  consideriamo  che  pel  cangiamento  di  a'  in 
e'  e di  c"'  in  a'";  dunque,  allorché  in  R si  sostituisce  a'", 
b"1,  c'" ad  a',  b',  c\  ...  questi  due  termini  divengono  ugua- 

li. Ma,  in  virtù  della  osservazione  precedente,  debbono  essi  aver 
segno  contrario;  dunque  si  distruggono.  Lo  stesso  ragionamento 
si  applica  a ciascun  termine  di  R;  dunque  R dee  divenir  zero. 

Torniamo  ora  alle  equazioni  [1]:  poiché  tutte  le  lettere  a,b,c,. . . 
si  trovano  in  ciascun  termine  di  R , e ciascuna  con  un  numero 
diverso  di  apici,  si  potrà  mettere  R sotto  queste  diverse  forme 
R=Aa-(- A'o'-j- A"a"  -)-•••• 

R=B*  + B'6'+B"6"H 

R=Cc  H-C'c'  -J 


A,  A',  A"..,  indicando  quantità  che  non  contengono  più  la  let- 
tera o;  B,  B',  B" quantità  che  non  contengono  più  la  let- 

tera b ; C , C',  C"  quantità  che  non  contengono  più  la  lettera  r ; 
e così  in  seguito.  Da  ciò  risulta  che  formando,  mercé  le  regole 
enunciate,  i valori  di  x,  y , z si  debba  avere 

Afc  -+-  A'ft'  K"k"  lift  B'V  -+-  B"k"  H 


Ck+VK 


n 

tutta  la  quistione  ora  si  riduce  a dimostrar  che  questi  valori  sod- 
disfano alle  eq.‘  [1].  Sostituiamoli  primieramente  nella  prima; 
essa  diventa 


m 


Aa-+-B6  -+-Cc* 


k -{■ 


A'a  4*  4*  C'c  ' 


, À"a -+- B^ò -4- C"c  -+-•••  |#,  ( 

* Z k 


= k. 


Osserviamo  che  Aa  contiene  tutti  i termini  di  R in  cui  si  trova 
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il  fattore  a,  che  B b contiene  tutti  quelli  in  cui  si  trova  b,  che 
Cc  contiene  quelli  in  cui  si  trova  c ecc.  dunque  sarà  R=Aa-f- 

Ub  -f-  Cc + Ripetendo  un  simile  ragionamento,  si  vede  che 

la  funzione  R può  ancora  scriversi  sotto  queste  differenti  forme 
li — Ad  -q—  B6  — [—Cc  -f— • 

R=A'«'  -+-CV  H 

R=A"a"-}-B"6"-f-C"c’,H 

ecc 

Ciò  posto , è evidente  che,  nelle  eq.*  [2],  il  primo  numeratore 
è uguale  ad  R , e gli  altri  non  sono  che  la  quantità  R in  cui  ad 
a',  b\  c',. . . . o ad  a",  6",  c". ...  s’è  sostituito  a,  b,  e. . . ecc. 
Dunque  in  virtù  della  5.*  osservazione  questi  ultimi  denomina- 
tori son  di  per  sò  stessi  nulli;  e quindi  Feq.*  [2]  si  riduce  a 
k=k.  Dunque  i valori  di  x , y , z. , . soddisfano  alla  1.*  delle 
eq.‘  [1],  La  stessa  verificazione  à luogo  sulle  altre  equazioni;  e 
l’ esattezza  di  questi  valori  è cosi  dimostrato. 


Uitcuuione  delle  formale  fornite  da W equazioni  generali  del  1.*  grado. 


181.  Nel  caso  in  cui  il  denominatore  comune  dei  valori  ge- 
nerali delle  incognite  si  riduca  a zero , non  riesce  più  chiaro  co- 
me le  equazioni  date  possan  verificarsi:  noi  ci  proponiamo  esa- 
minar qui  appresso  questi  casi  particolari. 

Riprendiamo  le  due  equazioni 

[1]  ax  -+-by  =k, 

[2]  a'x+b'yzxk', 
da  cui  ricavatisi  le  foratole 

_kb'—b*r  ak—ka' 

X~aV—ba!'  y~ab'—ba’' 


Primo  ca»o  particolare.  Supponiamo  che  il  denominatore  sia 
zero,  senza  che  alcun  dei  numeratori  lo  sia.  Allor  dovrà  aversi 


ab' — ba'  — 0,  xx=- 


kb'  — bk! 


y=- 


ak'  — ka' 


0 ’ J " 0 
1 valori  di  x ed  y son  dunque  infiniti  ; cioè  che,  per  soddisfare 
alle  equazioni  date,  dcbbon  essi  superare  qualunque  grandezza 
assegnabile. 

Dall’ uguaglianza  ai' — ba'—Q , ricavasi  a'=z^—‘,  e quindi  l’e- 


quazione (2],  sostituendovi  questo  valore,  diventa  — x-t-b'<j=k', 
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da  cui  b'  (ax-\-by)=bk'.  Il  primo  membro  non  è altroché  quello 
dell’equazione  [1]  moltiplicato  per  b dunque  bisognerebbe  che 
la  stessa  relazione  avesse  luogo  tra  i secondi  membri , perchè  i 
valori  di  x ed  y potessero  verificare  insieme  le  eq.1  [1]  e [2]. 
Dunque  dovrebbe  aversi  bk'=kb'  ovvero  kb' — bk'=0;  dunque 
il  numeratore  di  x sarebbe  uguale  a zero,  il  che  è contro  l’jipotesi. 

Per  tal  modo,  l’impossibilità  di  trovare  i valori  di  x ed  y che 
soddisfano  le  due  equazioni  insieme  è ben  evidente , ma  dessa 
ancor  meglio  si  appalesa  con  i valori  infiniti , i quali,  mostrando 
tutta  questa  impossibilità,  fan  vedere  di  più  che  nasce  essa  dal 
perchè  i valori  delle  incognite  son  troppo  grandi  per  poter  es- 
sere assegnati.  Ed  in  effetti,  può  immaginarsi  che  ab' — ba'  sia 
da  prima  una  quantità  piccolissima  ; allora  i valori  di  x ed  y sa- 
rebbero grandissimi , ma  soddisferebbero  sempre  l’equazioni,  dun- 
que, quando  ab' — ba'  diventa  zero,  se  non  possono  più  effettuarsi 
direttamente  le  verificazioni  sulle  equazioni,  si  è solamente  per- 
chè allora  x ed  y superano  qualunque  grandezza  assegnabile  (*). 

Secondo  caso  particolare.  Supponiamo  che  il  denominatore  sia 
nullo  nello  stesso  tempo  che  l’uno  dei  numeratori  : clic  s’ abbia 
ad  esempio, 

ab'—ba'—O,  kb'—bk'=0. 

Primieramente  l’altro  numeratore  è anche  uguale  a zero.  In  ef- 
fetti, queste  due  precedenti  eguaglianze  danno 


ed  in  seguito  si  avrà,  per  l’altro  numeratore, 


^ ^at akb'  akb' ^ 


Se  si  fosse  supposto  questo  numeratore  uguale  a zero , si  sarebbe 
dimostrato  similmente  che  quello  di  x dovea  essere  anche  zero. 
Da  ciò  segue  che,  nelle  ipotesi  in  cui  siamo,  si  debba  avere 

«=f*  >=f 

In  se  stessi  questi  simboli  indicano  quantità  indeterminate,  ma 
noi  andiamo  a dimostrare,  risalendo  all’ equazioni , che  effettiva- 
mente debba  esservi  indeterminazione. 


(*)  Considerati  per  rapporto  alla  quistione  di  cui  le  equazioni  esprimono 
lo  condizioni,  son  tal  volta  i valori  infiniti  vere  soluzioni  di  tal  quistione. 
L’applicazione  dell’  algebra  alla  geometria  ce  ne  fornisce  numerose  pruove; 
ira  gli  altri  esempi , citeremo  quello  ia  cui  un  angolo  è incognito , e si 
trova  per  la  sua  tangente  un  valore  infinito;  egli  è chiaro  allora  che  l’an- 
golo sarà  retto. 
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Sostituiamo  nell' equazione  [2]  i valori  di  a'  e k'  trovati  pre- 
cedentemente, essa  diventa 

ab'  , *&'  , ■ b'  . b' 

— x-\-Vy=—,  da  CUI  )=  -k. 

Allora  è chiaro  che  può  d’essa  formarsi  moltiplicando  i due  mem- 
bri dell’  eq.'  [1]  per  j ; dunque  tutti  i valori  di  x ed  y che  sod- 
disfano ad  una  delle  due  equazioni  debbono  anche  convenire  al- 
l’altra. Or,  se  si  danno  ad  x successivamente  valori  qualunque 
e questi  si  sostituiscono  nell’  eq."  [1] , potranno  , da  tale  equa- 
zione, ricavarsi  i valori  corrispondenti  di  y ; e per  tal  modo  si 
avranno  sempre  delle  soluzioni  che  converranno  a queste  equa- 
zioni ; dunque  poiché  queste  debbono  convenire  alla  seconda,  po- 
tremo a ragione  conchiudere  che  l’ equazioni  proposte  ammettono 
infinite  soluzioni;  e quindi  bene  a ragione  le  formole  algebriche 
danno  allora  valori  indeterminati. 

Tutta  volta  bisogna  osservare  che  l’ indeterminazione  non  ar- 
riva a tanto  che  si  possa  prendere  un  valore  di  x a piacere  ed 
uno  per  xj  anche  a piacere;  poiché  il  ragionamento  precedente 
dimostra  che  l’ una  delle  incognite  dee  sempre  calcolarsi  per  mezzo 
dell’altra. 

Il  caso  in  parola  comprende  quello  in  cui  si  avrebbe  k— 0-,  k'=s 0, 
ab' — ba'  = 0 : poiché  allora  x ed  y divengono  Rimontando 
alle  equazioni  proposte,  esse  si  riducono  ad 

ao:-t-òt/  = 0,  a'x-\-b’y—  0, 

che  danno  rispettivamente 


a a' 


Or,  dall’ipotesi  ab'—ba’= 0,  ricavasi  ^=p;  dunque  i due  va- 
lori di  y sono  eguali,  qualunque  sia  x , e quindi  v’é  effettivamente 
indeterminazione. 

Non  pertanto  è ad  osservarsi  che  prendendo  il  rapporto  di  y 
ad  x sarà  questo  determinato:  poiché  si  à 

y a o' 

x b b'  . 

Senza  la  condizione  p=p  i valori  di  y non  sarebbero  stati  uguali 

che  facendo  ar=0;  e si  sarebbe  avuto  in  seguito  y—0  ed  il 
rapporto  di  y ad  x sarebbe  stato  indeterminato. 


Digitized  by  Google 


I.EZIOM  DI  U.iiEBBA.  105 

Nei  ragionamenti  precedenti,  ci  siam  serviti  dei  valori  a'z=~, 

b 

kly 

fr'=— ; e conseguentemente  si  e tacitamente  supposto  che  il 

coefficiente  b fosse  diverso  da  zero.  Potrebbe  anche  considerarsi 
il  caso  in  cui  desso  è nullo  ; ma  tralasciamo  di  trattenerci  su 
questi  dettagli. 

199-  Nella  precedente  discussione  abbiamo  considerato  certe 
forme  singolari  che  prendono  i valori  generali  di  x ed  y,  e ci 
siamo  fermati  a rendere  evidenti , sulle  equazioui  proposte  istesse, 
i risultamenti  indicati  da  una  esatta  interpetrazione  di  queste  for- 
me. Una  discussione  analoga  può  stabilirsi  per  le  forme  relative 
a più  di  due  equazioni  ; ma , quando  cercasi  mettere  in  evidenza, 
nelle  equazioni  proposte,  i casi  d’impossibilità  o d’indetermina- 
zione indicati  dalle  forinole , si  incontrono  dei  calcoli  più  difficili, 
su  cui  crediamo  inutile  arrestarci.  Ci  limiteremo  solamente  ad  espor- 
re qui  appresso  delle  osservazioni  necessarie  ad  impedire  qualche 
falsa  conchiusione  che  dai  ragionamenti  precedenti  potrebbe  ri- 
cavarsi. 

Nel  numero  precedente , si  è potuto  osservare  che  le  incognite 
x ed  y addivenivano  tutte  due  infinite , o tutte  due  indetermina- 
te nello  stesso  tempo.  Or,  un  primo  errore  che  potrebbe  com- 
mettersi sarebbe  di  pensar  per  analogia  che,  se  in  vece  di  due 
equazioni  se  ne  avessero  più , i valori  delle  incognite  dovreb- 
bero anche  divenire  tutti  infiniti,  o tutti  indeterminati  nello  stesso 
tempo.  Supponiamo,  ad  esempio,  che  si  trattasse  delle  tre  equa- 
zioni 

òy-f-  cz=A, 
a'x-+-  fc'y-f-  c'z  — k', 
a"x+b"y+c"z=k". 

11  denominatore  comune  di  x,  y,  z è R=ot'c''— ac'b" -\r 
ca'b " — ba'c" -\-bc‘a"  — cb'a"  ; che  può  scriversi  in  queste  tre 
maniere 

R =«,  { b ’c" — c'b"  ) + a' ( eh"  — bc"  ) + a"  { be’— cb'  ) , 

R = b {& ’a" — o'c")  + b'  ( ac"  — ca"  ) -+-i"  ( ca‘  — ac'  j , 
R=p{a'b"-.b'a"}~\-c'(ba"—^')-\-c"[ab'—ba'}. 

F acciaino 

b'c"=c'b",  cb"=bc"; 

da  cui  risulta  b<  '—rb'}  e quindi  R riducesi  a zero.  Allora  jl  nu- 
meratore di  x,  che  si  forma  cambiando  in  R,  a,  a' , a"  in 
Lei.  di  Alg.  lì 
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k , k",  diventa  anche  zero.  Ma  siccome  il  numeratore  di  y si 

forma  mettendo  k,  k\  k",  in  R in  luogo  di  b,  b',  b"  non  v’è 
ragione  perchè  questo  numeratore  diventi  zero , ammeno  che  non 
si  stabilisse  qualche  novella  ipotesi.  L’istesso  può  dirsi  di  quello 
di  s;  quindi  il  valore  di  x può  prendere  la  forma  indetermina- 
ta ° , mentre  che  i valori  di  y e : saranno  infiniti. 

Ma , relativamente  a questa  forma  indeterminata,  un  altro  er- 
rore debbe  ancora  evitarsi:  poiché  può  darsi  (1*4)  che  l’inde- 
terminazione non  sia  che  apparente.  Per  meglio  giudicarne,  non 
si  terrà  conto  che  della  sola  relazione 

b'c"=c'b" , da  cui 

A tal  uopo,  sostituiremo  questo  valore  di  c"  nel  valore  gene- 
rale di  x.  Allora  si  vedrà  che  il  fattore  be'  — cb'  è comune  al 
numeratore  ed  al  denominatore.  Or,  per  l’ipotesi,  questo  fat- 
tore è zero  ; è dunque  la  presenza  di  questo  fattore  che  produce 
l’ indeterminazione , e sopprimendolo , si  avrà  il  vero  valore  di  x, 
che  cesserà  di  essere  indeterminato,  ammenoché  non  si  aggiunga 
qualche  nuova  ipotesi  alle  ipotesi  già  fatte. 

CAPITOLO  VII. 

ANALISI  INDETERMINATA  DEL  l.°  GRADO.. 


JUtoluzione  dell'  equazione  ti+by  = c in  numeri  intieri. 

1SS.  Se  si  proponga  di  risolvere  un’equazione  di  1.®  grado 
a due  incognite  x ed  y , può  darsi  ad  una  di  queste  un  valore  qua- 
lunque, c l’equazione  darà  un  corrispondente  valore  per  l'altra.  Per 
il  che  è chiaro  che  l'equazione  ammette  infinite  soluzioni;  e per 
questa  ragione  le  due  incognite  prendono  allora  ordinariamente 
il  nome  A’  indeterminate.  11  numero  delle  soluzioni  non  sarà  pii» 
tanto  illimitato,  se  si  cerca  che  i valori  di  x ed  y sieno  intieri,  e 
lo  sarà  molto  meno  ancora  se  si  voglia  che  sieno  insiememente 
intieri  e positivi.  Condizioni  di  tal  fatta  non  possono  esprimersi 
con  equazioni , e noi  andiamo  a far  vedere  come  se  ne  possa 
tener  conto. 

1*4.  Ridurremo  da  prima  l’equazione  alla  forma 

ax-{-by=c , 
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« , b , c essendo  numeri  intieri  qualunque,  positivi  o negativi  ; e 
siccome  i fattori  comuni  a questi  tre  numeri  potrebbero  venir 
soppressi,  supporremo  che  ciò  siasi  già  fatto. 

Ciò  posto  faremo  osservare  fin  dal  momento  un  caso  in  cui  è 
impossibile  soddisfare  all’  equazione  con  valori  intieri  di  jr^ed  y; 
ed  è quello  in  cui,  dopo  la  soppressione  di  cui  abbiam  parlato 
rimane  ancora  un  fattore  comune  ad  a,  e i.  In  effetti,  qua- 
lunque valore  intiero  di  x ed  y si  sostituisca  allora,  il  primo 
membro  sarà  divisibile  pel  fattore  comune  ad  a e b , mentre  non 
lo  sarà  il  secondo;  quindi  l’eguaglianza  è impossibile.  Ed  è per- 
ciò che  noi  riguarderemo  sempre  in  appresso  a e b come  primi 
tra  loro.  Da  prima  cercheremo  che  i valori  di  x ed  y sieno  in- 
tieri solamente,  uon  già  intieri  e positivi. 

185.  Presentemente  adunque  la  quistione  è questa:  Es- 
sendo data  l’equazione 

[i]  ax-\-by=c, 

in  cui  a,  b , c son  numeri  intieri  qualunque  ed  i due  primi  non 
anno  fattori  comuni,  si  cercano,  per  x ed  y,  tutti  i sistemi  di 
valori  intieri  che  soddisfano  alla  equazione.  Il  ragionamento  che 
faremo  suppone  a e b positivi;  ma  è chiaro  che  desso  si  ap- 
plica similmente  agli  altri  casi.  La  quistione  sarebbe  senza  diffi- 
coltà se  il  coefficiente  di  una  incognita , di  y ad  esempio , fosse 
uguale  all’unità.  L’equazione  darebbe  immediatamente  y=c — ax, 
ed  egli  è chiaro  che  prendendo  per  x un  numero  intiero  qua- 
lunque, il  valore  corrispondente  di  y sarebbe  anche  intiero. 

Ma  supponiamo  che  nè  a nè  b sian  eguali  all'  unità , c che 
sia  6<o.  Dall’equazione  ricavasi  da  prima 


c — ax 


Dividiamo  a per  b , chiamiamo  q il  quoziente , ed  r il  resto  ; si 
avrà  a=bq-\-r,  e quindi, 

e — lbq-t-r)x  c — rx 

y= — l — ■ 


Si  cerca  che  x ed  y sieno  numeri  intieri  ; or , dando  ad  x un 
valore  intiero  qualunque,  la  parte  — qx  sarà  intiera;  dunque  , 
perchè  y abbia  anche  un  valore  intiero,  bisogna  cercare  i valori 


intieri  di  x atti  a render  — y—  eguale  ad  un  numero  intiero.  A 
tal  uopo  ponghiamo  l'equazione 

12]  - da  cui  rx-\-bt=-c, 
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indicando  t una  nuova  indeterminata;  la  qoistione  si  è ridotta  a 
risolvere  questa  equazione  per  valori  intieri  di  £ e di  I.  Se  il 
resto  r fosse  eguale  all'unità,  la  ricerca  sarebbe  terminata. 

Supponiamo  r>1  risolveremo  l’equazione  precedente  per  rap- 
porto ad  x , il  cui  coefficiente  è minore  che  quello  di  t , ed 
avremo 

f — bt 

X= . 

r 

Chiamando  q'  il  quoziente  di  b per  r,  od  r1  il  resto,  si  avrà 

x='-J«+Vi=-9't+e—; 

e dovendo  esser  t un  numero  intiero , è chiaro  che  bisogna  scc- 

C — f*/| 

oliere  questo  numero  in  modo  che sia  un  numero  intiero; 

T 


che  perciò  porremo 

[3]  J'—t’,  da  cui  r't-\-rl'=c, 

t'  essendo  una  nuova  indeterminata  ; e la  quistionc  si  è ridotta  a 
risolvere  questa  equazione  per  valori  intieri  di  t e I1.  Ogni  ri- 
cerca sarebbe  compiuta  se  si  avesse  r'=l. 

Ma  sia  r'>  1 : l’ ultima  equazione  darà 


da  cui,  chiamando  q"  il  quoziente  di  r per  r',  ed  r" 
si  avrà 


Si  farà  di  nuovo 

[4]  da  cui  r,,l'-+-r't"=c. 


il  resto. 


essendo  t"  una  nuova  indeterminata,  e dovranno  cercarsi  le  so- 
luzioni intere  di  questa  ultima  equazione. 

L’andamento  del  calcolo  è ora  abbastanza  palese;  egli  è chiaro 
che  la  quistionc  dovrà  riguardarsi  come  risoluta , quando  si  arriva 
ad  una  equazione  in  cui  una  indeterminata  abbia  per  coefficiente 
l’unità.  Or  ciò  dee  necessariamente  succedere  : poiché  i coefficienti 

r , r',  r", che  entrano  nelle  equazioni  ausiliarie  [2] , [3] , 

1*1, . . sono  i resti  successivi  che  s’ottengono,  operando  fo- 

nie se  si  cercasse  il  massimo  comun  divisore  tra  a c h. 

Per  fissar  le  idee,  supponiamo  r"=t:  l’eq.  [4]  da 
[3]  t'=— r't"+c. 
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I ragionamenti  per  cui  siam  passati  àn  mostrato  che  t,  t" 
cìovean  essere  numeri  intieri.  Or  si  vede  che  dando  a t"  valori 
intieri  qualunque,  t'  sarà  sempre  intiero;  c quindi  è chiaro  che 
le  indeterminate  precedenti,  rimontando  sino  ad  x ed  y,  saranno 
anche  intieri;  cosi  l’equazione  proposta  ammette  infinite  soluzioni 
in  numeri  intieri  ('). 

Ma  possiam  dispensarci  dal  calcolar  le  indeterminate  interme- 
die t e t poiché  è facile  aver  delle  forinole  generali  che  esprimano 
immediatamente  in  funzione  di  t"  le  primitive  indeterminate  se,  y. 
Per  rinvenirle,  osserviamo  che  i valori  di  x,y,t,et',  a cagion 
delle  equazioni  [2],  [3],  [4]  e [5],  possono  scriversi  cosi 
y=—qx  +t, 
x=—q't  -t-f\ 
t =—q"t'+t", 
t'= — r't"-)-c; 

cd  allora  è chiaro  che  bisogna  sostituire  il  valore  di  t'  in  quello 
di  t;  poi  quelli  di  t e t' , espressi  in  t",  in  quello  di  ir;  e poi 
finalmente  quelli  di  x e t,  anche  espressi  in  t" , in  quello  di  y. 

La  riuscita  del  metodo  precedente  poggia  sulla  diminuzione 
progressiva  che  la  divisione  effettua  sui  coefficienti  delle  indeter- 
minate; ma  nulla  osta  dividere  anche  il  termine  costante  che 
rattrovasi  nell’ equazioni  successive.  Per  tal  modo  il  calcolo  con- 
terrà numeri  meno  considerevoli , e tal  vantaggio  non  è a di- 
sprezzarsi. 

fS8.  Come  esempio,  sia  l’equazione 
3ar  — 8y=43. 

Siccome  il  moltiplicatore  di  ir  è minore  che  quello  di  y,  risol- 
veremo l’equazione  per  rapporto  ad  z,  e si  avrà 

%-M  3 


(•)  Se  a e 6 non  fossero  uumeri  primi  tra  loro,  l’impossibilità  di  aver 
valori  intieri  per  ir  cd  y sarebbe  posta  in  evidenza  pel  metodo  stesso.  In 
effetti  allora  nella  serie  dei  resti  r,  r',  r",...  ve  ne  è uno  che  divide 
esattamente  il  precedente,  e «he  è il  massimo  Comune  divisore  di  aeb: 
supponiamo  che  questo  sia  r",  e che  si  abbia  r'ssàr".  L’ equazione  f4]  darà 

r r" 

e da  ciò  conchiudesi  che  non  vi  è alcun  valore  intiero  di  t"  che  rcuda 
f'  intiero,  ameno  che  r"  non  divida  anche  c.  Ed  è questo  precisamente 
il  caso  d"  impossibilità  già  osservato  (t»4). 
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Dividendo  8 per  3 si  à il  quoziente  2 col  resto  2,  e dividendo 
43  per  3,  si  à il  quoziente  14  col  resto  1;  dunque  si  à 

x = 2y  -+- 1 4 -f- = 2y + 1 4 -+- 1 , 


facendo  2y  -+- 1 = 3<. 

Da  questa  equazione  ricavasi 


osservando  che  3=2Xl  + l, 
e facendo 

<—1=2 <". 


< + /', 


Siccome  in  questa  equazione  il  coefficiente  di  t è l’ unità , si  avrà 
< = 2<'+l, 

e potrai)  darsi  a <'  tutti  i valori  intieri  possibili.  Per  mezzo  di 
tal  valore  si  trova 

y=<-H'=*2<'-f-l-H'=3<'  + l ; 
in  seguito  risalendo  ad  x,  si  à 

x=2y+14+f.=2(3l'+l)4-14+2l,4-l=8<'  + 17. 
Così  le  forinole  che  esprimono  x ed  y,  in  funzione  di  t\  sono 
y=3r'-f-l , ®=8<'  + 17. 

Dando  a t'  i valori  <'=0,  1,  2,  3,...  si  troverà 
y = 1 , 4,  7,  10  ecc. 
ar=17  , 25  , 33  , 41  ecc. 

E potrebbero  anche  darsi  a <'  i valori  negativi  — 1 , —2,  — 3 ecc. 

tS).  Nell’esempio  precedente  i valori  di  x ed  y forman  due 
progressioni  aritmetiche,  di  cui  la  prima  à per  ragione  il  nu- 
mero 3 , coefficiente  di  x nella  equazione  proposta  ; e la  seconda 
à per  ragione  il  numero  8 , coefficiente  di  y preso  con  segno 
contrario.  Potrebbe  riconoscersi  la  generalità  di  questa  proposi- 
zione, effettuando  le  sostituzioni  successive  di  cui  si  è parlato 
alla  fine  del  numero  ftSS.  Ma  la  seguente  dimostrazione  è a 
preferirsi. 

Dall’analisi  del  numero  citato  risulta  che  l’equazione 
II]  , ax-\-by=c, 

debba  ammettere  una  infinità  di  soluzioni  intiere , qualunque  siano 
le  grandezze  ed  i segni  dei  numeri  a c b,  purché  sieno  primi 
tra  loro.  Supponiamo  che  una  di  queste  soluzioni  sia  x = A , 
y=B.  Questi  numeri  dovendo  soddisfare  all’equazione  [1],  si  avrà 
aA-f-6B  = c. 

Sottraendo  questa  uguaglianza  dall’ equazione  [1],  si  ottiene 
a(x—  A)-t-à(y— B)=0; 
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da  cui  ricavasi  y = B -q-  — . I valori  di  x debbono  essere 

intieri , e tali  che  rendano  y anche  un  numero  intiero  ; dunque 
il  prodotto  o(  A — a;)  dee  esser  divisibile  per  b.  Ma  a è primo 
con  6;  dunque  A — x dee  essere  un  multiplo  di  b (*).  Sì  porrà 
dunque 

A — x—bt, 

t indicando  un  numero  intiero  qualunque;  ed  in  seguito  si  avrà 
x=\ — ht , y—B-j~at. 

Queste  formole  mettono  in  evidehza  la  legge  dei  valori  che  si 
ottengono  per  x ed  y,  quando  si  danno  successivamente  a t tutti 
i valori  intieri.  Prendendo  1=0,  1,2,  3 ecc.  si  ottiene 
<r=A,  A — b,  A — 2 b,  A — 3 &••••; 
y — B,  B -f"®  * B 2n , B -j- 3o*  • • ■ ; 
e prendendo  t = — 1,  — 2,  — 3 ec.  . ..  si  ottiene 
A-f-^,  A + 26,  ■ * ' ; 

y = B — a,  B — 2a,  B — 3a 

In  generale  quando  t cresce  di  una  unità,  y aumenta  di  a, 
ed  a:  di  — ò.  Dunque  le  soluzioni  intiere  dell'  equazione  ax-f-by=c 
sono  i termini  corrispondenti  di  due  progressioni  aritmetiche.  Nella 
progressione  relativa  a ciascuna  delle  indeterminate  x ed  y , la 
ragione  è uguale  al  coefficiente  dell’altra  indeterminata;  ma  deesi 
aver  cura  di  prender  V un  coefficiente  col  segno  che  à nell’  equa- 
zione, e l’altro  col  segno  contrario. 

D’ altronde  è del  tutto  indifferente  che  sia  il  coefficiente  di  x 

0 quello  di  y che  si  prenda  col  segno  contrario,  poiché  nelle 
formole  che  esprimono  x ed  y posson  cambiarsi  i segni  dei  ter- 
mini -+-òt  e — at,  mentre  che  l’ indeterminata  t può  ricever  tutti 

1 valori  possibili,  e positivi  e negativi. 

IS9.  La  proposizione  che  abbiam  dimostrata  suggerisce  il 
mezzo  d’ottenere  immediatamente  tutte  le  soluzioni  intiere  del- 
l’ equazioni  della  forma  ax-j-l>y  = c , conoscendone  una  sola.  Così 
essendo  data  l’equazione 

7x — 5y=9, 

si  scorge,  per  qualche  scandaglio , che  dessa  è soddisfatta  per 
x=2,  ed  y—i)  ed  allora  osservando  che  +7  e — 5 sono  i 

(*J  Se  un  numero  divide  un  prodotto  di  due  fattori , ed  é primo  con 
l'  uno  di  essi,  dovrà  necessariamente  dividere  l’altro.  Questa  proposi- 
zione può  riguardarsi  come  ronosciuta  per  l’ aritmetica  , e d’  altronde  verrà 
essa  dimostrata  più  appresso  at  capitolo  XII. 
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coefficienti  di  x ed  y nell’  equazione  , potran  porsi  le  Corniole 
generali 

ar  = 2-f-5t , y=l-+-7/. 

Facendo  1=0, 1 , 2,  3,  • • • e f = — 1,-2,  — 3,  ■ ■ • si  avranno 
le  soluzioni  dell’ equazione. 

13».  Nell’  equazione  generale  supponiamo  c — 0 essa  addiviene 
o:r-|-òy=0; 

e siccome  ammette  allora  evidentemente  la  soluzione  tr—0  y=0, 
le  formole  generali  saranno 

x=.bt,  y— — al. 

Se  vogliansi  trovar  direttamente  questi  risultati , si  ricaverà  dal- 

l’ equazione  il  valore  y=— ed  indi  si  osserverà,  che  neh 

essendo  primi  tra  loro,  i valori  intieri  di  x che  rendono  y in- 
tiero debbono  essere  multipli  di  b.  Dunque,  indicando  t un  nu- 
mero intiero  qualunque,  debbe  aversi  x=bt,e  quindi  y= — al. 

Esempio:  31x — 22y=0; 

e si  avrà  x=22 1,  y=3it. 

140.  Supponiamo  c multiplo  di  a o di  b.  Sia  c—bd  1’  equa- 
zione a risolvere  sarà 

ax-\-by=bd. 

Ammette  dessa  evidentemente  la  soluzione  x=0,  y=d;  dun- 
que i valori  generali  saranno 

x=bt,  y—d — al. 

Dall’equazione  può  ricavarsi  da  ciò  conchiu- 

desi  che  d — y dee  essere  un  multiplo  di  a.  Si  farà  dunque 
d — y=at,  e quindi  si  ànno  le  formole  y—d — at,x=bl. 

Esempio,  sia  l’equazione  &r— 7y=21 , in  questa  la  soluzione 
è evidentemente  «-=0,  y= — 3;  e quindi  i valori  generali  sono 
.r=7t,  y= — 3-f-5t. 

141.  Esporremo  ancora  due  semplificazioni  che  talvolta  nei 
calcoli  si  presentano.  Un  esempio  le  farà  meglio  comprender' 
Sia  l’equazione 

80«  — 17y=3<), 
da  cui  ricavasi  da  prima 

80r — 39 

y Ì7  • 

Dividendo  80  per  17,  si  à 80  = 17x4-f-12;  ma  siccome  il 
resto  12  supera  la  metà  del  divisore  17,  facciali!  osservare  po- 
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tersi  scrivere  80=17x(i  + l)  + 12 — 17  = 17x5 — 5.  Cioè 
che  aumentando  ii  quoziente  di  una  unità , si  avrà  un  resto  ne- 
gativo minore  delia  metà  del  divisore  , il  che  conduce  ad  una 
riduzione  più  rapida.  In  quanto  alla  divisione  di  39  per  17 , 
si  à 39=17x2+5,  e non  à luogo  affatto  il  cambiamento 
del  resto  5.  In  conseguenza  si  avrà 

(17xR—  #)*—  17X2— 8 „ n 5*-+-» 

J n n 

Ma  si  presenta  ancora  nn’ altra  semplificazione,  la  quale  risulta 
dal  perchè  5 è fattore  m 5x+5.  In  effetti,  questo  numeratore 
si  decompone  ih  5(jr-t-l),  e siccome  il  denominatore  17  non 
à alcun  fattore  comune  con  5,  ne  segue  che  per  render  il  pro- 
dotto 5 ( zu-f—  1 ) divisibile  per  17,  bisogna  prendere  x+l  uguale  , 
ad  un  multiplo  qualunque  di  17.  Che  perciò  si  porrà  l'equazione 
ausiliaria  x-t-l  = 17l;  inseguito  si  avrà  x=V7t — l,y=80f — 7. 

Risoluzione  dell' equazione  ai  by=c  in  numeri  intieri  patitili . — 

Applicazione  u dei  problemi. — Osservazioni  tulle  ineguaglianze. 

*4*.  Quando  vuoisi  risolvere  l’equazione  ax-{-by=c  innu- 
meri intieri  positivi,  si  cominciano  a far  i calcoli  come  se  i nu- 
meri dovessero  essere  intieri  solamente;  e,  per  ciò  che  precede, 
si  anno  per  x ed  y,  delle  espressioni  della  forma 
x=A — bt , t/=B+al. 

Ma  allora , in  vece  di  dar  a t tutti  i valori  intieri  possibili , non 
dovranno  più  darglisi  che  quelli  che  rendono  x ed  y positivi.  Da 
ciò  risultano  per  t certi  limiti  che  son  sempre  facili  ad  asse- 
gnarsi. 

In  primo  luogo  consideriamo  il  caso  in  cui  a,  e b son  dello 
stesso  segno  nell’equazione  ax~hby=c.  Li  supporremo  positivi, 
poiché,  se  fossero  negativi,  si  potrebbero  rendere  positivi  cam- 
biando i segni  all’equazione.  Supporremo  anche  c positiva:  al- 
trimenti l’equazione  sarebbe  impossibile  in  numeri  positivi. 

Scriviamo  i valori  geuerali  di  x ed  y sotto  questa  forma 

*='(r*y  *sa*(‘-jZr)! 

per  rendere  x positivo , è necessario  e'  sufficiente  che  si  prenda 
1 < e similmente , per  rendere  tj  positivo,  è necessario  e suf- 

* * g • 

liciente  che  si  prenda  t > . Dunque,  per  non  aver  che  solu- 
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zioui  intiere  e positive , non  dovran  darsi  a l che  quei  valori  iu- 
tieri che  son  compresi  tra  i due  limiti 


'>=-*• 


■<r 


Tutta  volta  è da  osservarsi  che  i segni  > e < non  escludono 
l’uguaglianza;  cioè  che  se  il  primo  limite,  ad  esempio,  fosse  un 
numero  intiero  n,  si  potrebbe  fare  t = n.  Il  valore  corrispon- 
dente di  x sarebbe  #=0. 

Dovendo  t essere  iutiero  e scelto  tra  due  limiti,  ne  segue  che 
il  numero  delle  soluzioni  dell’  equazione  dee  esser  limitato  ; c ciò 
è evidente  sull’equazione  stessa.  In  effetti,  a e b essendo  posi- 
tivi , sostituendo  per  x ed  y dei  numeri  positivi , i due  termini 
a x-\-by  saran  sempre  positivi , e siccome  la  loro  somma  dee  re- 
stare costantemente  uguale  a e,  è impossibile  che  alcun  dessi  au- 
menti indefinitamente. 

Potrebbe  darsi  che  non  vi  fosse  alcun  numero  intero  tra  i li- 
miti trovati  per  t:  allora  si  conchiude  che  l’equazione  è impos- 
sibile. Ciò  succederebbe  se  i limiti  fossero  racchiusi  tra  due  nu- 
meri intieri  consecutivi,  come  son  questi  I>4J  e t<4*.  D’al- 
tronde non  potranno  essere  essi  affatti  contradittori,  come  ad  esem- 

A n 

pio  t > 4 y c t <3jj:  poiché  bisognerebbe  che  si  fosse  avuto  — < ; 

or  da  ciò  ricavasi  aA-f-òB  <0,  mentre  da  un'altra  parte  A e B 
debbon  soddisfare  alla  relazione  aA-f-6B=e,  in  cui  c è positivo. 

In  secondo  luogo  consideriamo  il  caso  in  cui  a e b àn  segni 
contrari.  Supponiamo  che  si  trattasse  dell’equazione 
ax — by=c, 

in  cui  a,  e b rappresentano  due  numeri  positivi.  Allora  i valori 
generali  di  x ed  y son  della  forma 

x = A-t -bt,  y=B-f~af; 
che  possono  scriversi  così  • 


Xz 


>0 — ir)’  y=a0 — r); 


ed  immediatamente  si  vede  che,  per  rendere  x ed  y positivi,  bi- 
sogna che  s’abbia  insiememente 
^ — A 
*>— ’ a 

cioè  che  posson  darsi  a t tutti  i valori  intieri  al  disopra  del  mag- 
giore di  questi  limiti  (non  esclusa  l’uguaglianza,  se  questo  li- 
mite fosse  un  numero  intiero).  Da  ciò  è chiaro  che  l’equazio- 


•h- 
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ne  ux — òy=c  ammette  sempre  un  numero  infinito  di  soluzioni 
intiere  e positive,  mentre  che  l’equazione  ax-\-by=c  non  ne 
ammette  che  nn  numero  limitato,  e può  anche  non  averne  al- 
l’ intutto. 

Applichiamo  ciò  che  precede  a qualche  problema. 

148.  Problema  I.  Una  società  di  uomini  e donne  à speso  pet- 
tina festa  1000  fr.  Ciascun  uomo  à pagato  19  fr.  e ciascuna 
donna  11  fr.  Quanti  erano  gli  uomini,  quante  le  donne  ? 

Sia  x il  numero  degli  uomini  y quello  delle  donne:  bisognerà 
risolvere  in  numeri  intieri  e positivi  l’equazione 

[1]  19*+lly  = 1000. 

Facendo  i calcoli  come  nel  n.°  188,  ed  avvalendoci  anche  delle 
semplificazioni  indicate  nel  n.°  141,  si  à successivamente 
1000— 19x  _ . . . 3x — i . 

y— = 91—  ±c-\ — — — =91 — 2x+l, 

3x — l = llf. 


llt  + l . 1— f 

*=— =4'+— : 


:!«  + <' 


1 —t=3t',  t=l  — 3t'. 

Arrivati  a questo  punto,  ritorneremo  ad  x ed  y,  ed  avremo 

x=4t+t,=4(  1 — 3i')+r'=l — IIP, 
y=91  — SLr+t  = 91  — 2(1  — lit')+ 1 — 3('=81  + 19<'. 
Cosi  le  formole  generali,  che  esprimono  x ed  y in  t\  sono 
x=4 — Hi',  y = 81  + 19t’. 

Poiché  x sia  positivo,  è necessario  e sufficiente  che  s’ abbia  1 11'  < 1 
ovvero  f'<C  ,4r  5 e perchè  y sia  anche  positivo  è necessario  e suf- 
ficiente che  s’abbia  19t'> — 84,  ovvero  t'> — 4 rr*  Dunque 
dovrà  prendersi  per  t'  uno  dei  seguenti  valori  : 

P=0, -1,-2, -3,-1. 

A tali  valori  corrispondoim 

*=  itf  13,  26,  37,  18; 
y=81 , 65,  16,  27,  8. 

11  numero  dalle  soluzioni  è dunque  limitato , come  dovevamo  at- 
tenderci, poiché  nell’ equazione  [1]  i termini  in  x ed  y sono 
dello  stesso  segno.  SonveiJt dunque  in  tutto  cinque,  cioè: 

1.*  soluzione  4 uomini  e 81  donne. 


2. * 15  uomini  e 65  donne. 

3. * 26  uomini  c 46  donne. 

1.® 37  uomini  e 27  donne. 

5.*  18  uomini  c 8 donne. 
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Osservazione.  Per  ciò  che  si  è detto  al  n.°  188,  basta  procu- 
rarsi una  soluzione  dell’  eq.'  [1]  per  formar  al  momento  i valori 
generali  di  x ed  y Or  se,  dopo  aver  trovato  più  innanzi  <=1 — 3t\ 
si  faccia  t'  = 0,  e si  calcolino  i corrispondenti  valori  1=1  , 
x=4,  y = 8-i,  è evidente  che  i valori  x = 4 ed  y=84  debban 
formare  una  soluzione  della  equazione  ; dunque  allora  potrebbe 
porsi  immediatamente 

zr=4 — Ut' , y=84-{-19<\ 

144.  Problema  II.  Con  delle  righe  ineguali,  alcune  di  5 deci- 
metri, altre  di  7 , si  cerca  formare,  ponendole  le  tute  dopo  le  altre, 
una  lunghezza  di  23  decimetri. 

Tal  problema  conduce  a risolvere  in  numeri  intieri  e positivi 
l’ equazione 

5x-t-7y=23, 

da  cui  ricavasi  successivamente 

23—7»  e 2-1-2»  p 

x—  g =5— y - g =o  y 2t. 

1 y = 5/ , y—ot — 1,  x=6 — 7/. 

Perchè  y sia  positivo  debbe  farsi  t > ? , e perchè  lo  sia  ancora  x 
debbe  farsi  t <£•  E siccome  non  v’è  alcun  numero  iutiero  tra 
i e ■? , dee  conchiudersi  che  il  problema  è impossibile. 

Osservazione.  Avrebbe  l’equazione  infinite  soluzioni  se  si  am- 
mettessero dei  valori  negativi  per  l’una  delle  incognite.  Ad  esem- 
pio, facendo  f=0,  si  avrà  x=6,  y= — 1.  Questa  soluzione 
indica  che  situando  le  une  dopo  l’ altre  6 righe  di  5 decim.,  e to- 
gliendo da  questa  linea  cosi  formata  una  riga  di  7 decim.,  si  à la 
dimandata  lunghezza  di  23,  deciin.  Questa  interpretazione  rientra 
nelle  regole  generali  già  stabilite  (lO*j. 

148.  Problema  III.  Una  persona  compra  delle  capre  e dei 
montoni.  Ciascuna  capra  gli  costa  8 fr.,  e cia<cun  montone  27  fr. 
Egli  trova  aver  pagato  per  le  capre  fé  fr.  di  più  che  per  i 
montoni.  Quante  capre,  e quanti  montoni  egli  à? 

Sia  x il  numero  delle  capre  ed  y quello  de’  montoni.  Bisognerà 
risolvere  in  numeri  interi  e positivi  l’equazione 
8x — 27y  |j7; 

:3»+i2+Ì!±l; 


da  cui  ricavasi 

27y+«7 


8 


: 3y  4-  1 2 -4- 1 , 


3 u 4~  I — 8f , 

-il»»-, 

»4-i=3('  , l = 3l'  — 1. 
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Facendo  t'= 0,  si  à t — — 1,  y = — 3,  x—2.  In  seguito 
i valori  generali  di  x e di  y sono  a?=27t'-t-2,  y=8t' — 3. 

I valori  di  x e y dovendo  esser  positivi , queste  formolo  mo- 
strano che  t'  lo  debba  essere  del  pari,  e molto  grande  perchè 
si  abbi  8l'>3  ossia  !'>-•  Si  possono  dunque  dare  a t'  tutt’i 
valori  t'  — l,  2,  3,  ecc.,  fino  all’ infinito,  onde  si  formerà  questo 
quadro 

i'=  1 , 2,  3,  4,  ecc. 

x=29  , 56  , 83,  110,  ecc. 
y—  5,  13,  21,  29,  ecc. 

11  problema  ammette,  come  vedesi,  un  numero  infinito  di  solu- 
zioni ; e si  potrà  rispondere  che  à 29  capre  e 5 montoni,  o 56 
capre  e 13  montoni,  o 83  capre  e 21  montoni,  ecc. 

149.  Problema  IV.  Trovare  un  numero  tale  che  dividendolo 
per  11  resta  3,  e dividendolo  per  17  resta  10. 

Dando  ad  x dei  valori  intieri  e positivi,  tutt’i  numeri  la  cui 
divisione  per  11  danno  per  resto  3,  son  compresi  nella  formola 
N = Ila: 4-3.  Similmente  prendendo  y intiero  e positivo,  i nu- 
meri che,  divisi  per  17,  danno  per  resto  10,  son  compresi  nella 
formola  N = 17y-f-10. 

Quindi  la  quistione  si  ridnce  a risolvere  in  numeri  intieri  e po- 
sitivi l’equazione 

[2]  llx-+-3=17y4-10. 

Operande  come  nel  problema  precedente,  si  ottiene 


x=lZLtZ=„+!*±Z: 

ii  J n 


6y -4-7  = 10, 


<-|-l  = 6f',  t=6t’ — 1. 

L’ipotesi  l'=0  da  t= — 1,  y = — 3,  x— — 4;  ed  allora  im- 
mediatamente conchiudesi: 


ar=17<' — 4 , y=10'  — 3. 

Non  dee  farsi  t'  negativo,  nè  t'=0;  poiché  x ed  y diverebbe- 
ro  negativi.  Ma  potrà  farsi  l'=i , 2,  3,  ecc.  lino  all’ infinito. 
V'olendo  delle  formolo  in  cui  posson  darsi  all’indeterminata  tutti 
i valori  interi  e positivi,  a partir  da  zero,  basterà  cambiar  ('  in 
1-f-O,  # essendo  la  nuova  indeterminata.  Allora  si  avrà 
’ r«13-(-17f , yss S'f-llf. 
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Per  mezzo  di  lati  valori  si  trova 

N = llx-f-  3=ll(13-M70)-f-  3 = 146-(-1870 , 

N = 17y -f- 10  = 17 ( 8-t-ll«)4-10  = 146-|-1870. 

Oueste  due  espressioni  sono  eguali,  come  dovevamo  aspettarci , 
poiché  l’equazione  [2]  è stata  formata  eguagliando  i valori  di  N. 

Egli  è chiaro  che  v’  à un’  infinità  di  numeri  che  soddisfano  le 
due  condizioni  dell’enunciato,  e che  son  tutti  rappresentati  dalla 
forinola 

N=  1464- 1870, 

in  cui  0 è un’  indeterminata  che  può  ricevere  tutti  i valori  intieri 
e positivi,  cominciando  da  zero. 

È facile  assicurarsi  d’ altronde  che  dessa  soddisfa  all'  enuncialo; 
cioè  che  se  si  divide  per  11  il  resto  sia  3,  e se  si  divide  per 
17  il  resto  sia  10.  In  effetti  si  à 

£=i70  + 13-H£,  ed  £=ll04-S+-£ 

*49.  Problema  V.  Trovare  un  numero  tale  che  dividendolo 
]>er  11  retti  3,  dividendolo  per  17  resti  10,  e dividendolo  per 
37  resti  13. 

Nel  problema  precedente,  si  è trovata  la  forinola  dei  numeri  • 
die  soddisfano  le  due  prime  condizioni.  Mettendo  x in  luogo  di  0 , 
questa  forinola  è . . . [3]  N = 1464-187x. 

Ma  perchè  il  numero  N verifichi  la  terza  condizione,  deve  essere 
della  forma  N=37y-f-13;  dunque  si  à l’equazione 
37y-(-13  = 1464-187x; 

ben  inteso  che  x ed  y debbono  essere  intieri  e positivi. 

Si  avrà  da  prima 

y— _ =5x4-34 — -jj— =5x4-34-2*, 

x-j-11 =37t , x=37t  — 11. 

Perchè  x sia  positivo,  debbon  darsi  a t soli  valori  positivi  mag- 
giori di  zero.  Ma  facendo  t = l4-0,  potranno  darsi  a 0 tutti  i 
valori  intieri  e positivi , cominciando  da  zero.  Per  tal  cangiamenlo, 
x diventa 

x = 26  4-370; 

e,  sostituendo  questo  valore  nella  formola  [3],  si  ottiene 
N = 5008  4-  69190. 

'l'ale  è la  formola  generale  dei  numeri  che  soddisfano  le  Ire  con- 
dizioni dell’ enunciato. 

il».  La  determinazione  dei  limili  à condotto  (* 4*)  a cercar 
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quali  sieno  i valori  dell’  indeterminata  finale  t , che  rendon  posi- 
tive le  espressioni  della  forma  A-f -bt,  o in  altri  termini,  tali 
che  si  abbia 

A + ftt  > 0. 

Può  da  prima  trasporsi  il  termine  A come  se  si  trattasse  di  una 
equazione,  il  che  dà  àf> — A.  In  seguito,  se  6 è positivo,  po- 
trà dividersi  da  una  parte  e dall’  altra  per  b,  c si  avrà  t > Ma 

se  b è negativo , la  divisione  per  b cambierà  di  segno  i due  mem- 
bri della  ineguaglianza,  e quindi  per  il  linguaggio  adottato  (••), 
il  membro  minore  diventa  il  maggiore.  Quindi  dee  conchiudersi 


Supponiamo  più  generalmente  che  si  abbia  l’ ineguaglianza 
of-j—  b^  vt-j-  d. 

Trasponendo  i termini  si  à 

[a — c)t>  d — b ; 

da  cui,  secondo  che  a — c è una  quantità  positiva  o negativa, 

si  ricaverà  t > - — - , o t < - — -.  Questo  è ciò  che  dicesi  risol- 
ti • — c a—c 

vere  un’  ineguaglianza. 

Non  entreremo  in  maggiori  dettagli  sulle  ineguaglianze.  Le 
trasformazioni  che  posson  farsi  su  di  esse  anno  una  tale  analo- 
gia con  quelle  che  si  fanno  sulle  equazioni,  che  sarà  sempre  facile 
concepirle.  La  sola  precauzione  a prendere  si  è,  di  evitar  l’er- 
rore de’  segni  ; per  il  che  basta  riportarsi  alle  convenzioni  sta- 
bilite sull’ ordine  delle  grandezze  (90). 


Risoluzione , in  numeri  intieri,  di  più  equazioni  di  1.'  grado , 
il  cui  numero  è minore  che  quello  delle  incognite. 

IA».  Sia  proposto  risolvere,  in  numeri  intieri  e positivi,  le 
due  equazioni 

. [1]  2x+i%— 7z=ail, 

[2]  10*+  %+9z=473. 

Moltiplicando  la  1.*  equazione  per  5,  e sottraendone  la  2.‘,  * 
sarà  eliminato,  e si  avrà 

66y — 44* =1232, 

ovvero  dividendo  i due  membri  per  22, 

[3]  3y— 5Ls=56. 


Digitized  by  Google 


LEZIONI  DI  AI.OKBBA. 


120 

Ma  i valori  di  y e z,  die  convengono  all' equazione  proposta, 
debhon  convenire  anche  a questa  ; dunque  vi  applicheremo  il  me- 
todo conosciuto,  e ricaveremo 

y = 2f,  z — ‘it — 28. 

Se  non  si  trattasse  che  dell’ equazione  [3],  si  avrebbero  le  sue 
soluzioni  intiere,  dando  a t tutti  i valori  iutieri  possibili.  Ma 
questa  equazione  tien  luogo  di  una  sola  delle  proposte  (**3),  e 
bisogna  ancora  che  i valori  di  y e ; sicn  tali,  che  aggiungendo 
loro  certi  valori  di  x che  debhon  essere  anche  intieri,  l’una 
delle  proposte  equazioni  sia  verificata.  Che  perciò  andiamo  a so- 
stituire i valori  precedenti  di  y e z nell’equazione  [1] , ed  a cer- 
car i valori  intieri  di  x e t che  convengono  all’equazione  risultante. 

La  sostituzione  da  2x-)-7t  = 145;  da  cui  ricavasi,  indicando 
con  t'  un  numero  intiero  qualunque, 

*=69-|-7t\  t = l— 2t\ 

Allora  portando  il  valore  t=l — 2 1'  in  quelli  di  y e c,  abbiamo 
le  incognite  x,  y , s espresse  in  t' , cosi 

x=69~h7t',  y=2—W,  z=— 23— <k'. 

Queste  forinole  fan  conoscere  tutti  i valori  intieri  che  conven- 
gono alle  proposte. 

Se  vuoisi  inoltre  che  tali  valori  sien  positivi,  è necessario  si 
scelga  t' , di  maniera  tale  che  s’abbia 

69-+-7t' >0  da  cui  t'>-—  9? , 

2 — 4t'>0  da  cui  t'<j, 

— 25 — 6C>0  da  cui  t'  < — \{. 

Così  che  è chiaro  che  i soli  valori  che  debhon  darsi  a t'  son 
f'= — 5, — 6, — 7, — 8, — 9.  Sostituendo  questi  numeri  , si 
avranno  5 soluzioni  intiere  e positive: 

x=34  , 27  , 20,  13  , 6; 
y=22  , 26  , 30  , 34  , 38; 
z=  5,  11,  17  , 23  , 29. 

130.  L’esempio  precedente  mostra  assai  chiaro  il  metodo  da 
tenersi  nel  risolvere,  in  numeri  intieri  e positivi,  delle  equazioni 
di  l.°  grado,  contenenti  una  incognita  di  più  delle  equazioni.  Ma, 
per  non  lasciare  alcun  che  a desiderare,  l’applicheremo  ancora 
al  caso  di  tre  equazioni. 

Sieno  dunque,  tra  le  incognite  x,  y,  z,  «,  tre  equazioni  di 
1.*  grado,  che  chiameremo  collettivamente  le  eq.  [A]. 

Per  l'eliminazione  di  x,  si  troveranno  tra  y,  r ed  w,  due  equa- 
zioni di  1 grado,  che  chiameremo  [B], 
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Per  l' eliminazione  di  y,  si  dedurrà  da  queste  ultime  un’equa- 
zióne di  i.°  grado  tra  z ed  «,  che  chiameremo  [C]. 

Dall’equazione  [C]  ricavasi  z ed  u , espresse  in  funzione  di  una 
indeterminata  ausiliaria  t. 

Questi  valori  essendo  sostituiti  in  una  deli'equazioni  [B] , se 
ne  avrà  una  tra  ye(,  da  cui  si  trarranno  i valori  di  y e / in 
funzione  di  una  nuova  indeterminata  ed  in  seguito  potranno 
anche  esprimersi  z ed  u in  /'. 

Finalmente  questi  valori  di  y,  s,  u,  sostituiti  in  una  delle 
equazioni  [A],  danno  un'equazione  tra  x e /',  la  quale  farà  tro- 
vare x e /',  ed  in  seguito  anche  y , z,  ed  « in  funzione  di  una 
nuova  indeterminata  l". 

Quando  l’ equazioni  debbono  ossee  risolute  in  numeri  intieri  di 
segno  qualunque,  potranno  attribuirsi  all’ indeterminata  finale  t" 
tutti  i valori  possibili.  Ma  quando  le  soluzioni  si  restringono  a 
quelle  che  sono  insieinemente  intiere  e positive,  esisteranno  per 
t"  dei  limiti  che  saran  sempre  facili  ad  assegnarsi. 

IA1.  Allorché  si  ànno  due  incognite  di  più  delle  equazioni , 
o anche  di  più , l’ indeterminazione  è sempre  maggiore , ma  la 
(/indizione  d’ aver  dei  valori  che  sieno  insicmemente  intieri  e po- 
sitivi può  considerabilmente  limitare  il  numero  delle  soluzioni. 
Ci  limiteremo  a due  esempi,  che  basteranno  per  mostrare  corna 
il  metodo  innanzi  esposto  debba  allora  modificarsi. 

Si  vuol  risolvere  in  numeri  intieri  e positivi  l’equaziona 

14]  10a;+%  4-73=68. 

Avendo  l’incognita  z il  minor  coefficiente,  ricaveremo 
.>8 — 9y  — lOx 


ed  effettuando  la  divisione,  per  quanto  sia  possibile,  si  ottieuu 
s=8—  y— x-\ 1 

Il  numeratore  2 — 2y — 3x  debbe  essere  un  numero  intiero  divi- 
sibile per  7;  in  conseguenza  porremo  2 — 2 y — 3x=7( , da  cui 

:1  — x — 3t 


y—~ 


2— 3/  — 7 / 


a- -hi 


2 “ " 3 

Ed  x+t  dovendo  essere  anche  un  numero  intiero  divisibile 
per  2,  porremo  ancora 

x-M=2t',  da  cui  x— — i+2t'. 

Ritornando  ad  y ed  a z,  si  esprimeranno  queste  incognite  in 
funzione  di  t e l'.  Si  avranno  cosi  le  tre  forinole 
5]  * = — 14-2/',  y = l—  2/  — *=74-4<-t-i'. 

Lcz.  di  Alg.  16 
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Per  aver  tutte  le  soluzioni  intiere  e positive  della  proposta 
eq.'  l-l J,  debbo»  darsi  a tet'  tutti  i valori  intieri  che  soddisfallo 
insiememente  alle  tre  condizioni 

[0]  — t-t-2t'>0,  1—  2/— 300,  • 7+4f+O0. 

Da  ciò  risultano  per  tei'  delle  restrizioni  che  si  conosceranno 
operando  su  queste  ineguaglianze  operazioni  del  tutto  analoghe  a 
quelle  dell’  eliminazione.  Per  maggior  chiarezza,  supporremo  che 
i segni  > escludano  l’uguaglianza;  cioè  che  nessuna  delle  tre 
incognite  x , y , z sia  zero. 

Moltiplicando  primieramente  la  1.*  per  3,  e la  2.*  per  2,  si 
ottiene 

— 3t  + 6r'>0,  2 — -\t  — 6(' > 0. 

I due  primi  membri  essendo  maggiori  di  zero , a più  forte  ra- 
gione la  loro  somma  deve  esser  maggiore  di  zero.  Per  tale  ad- 
dizione «'  sparisce,  e si  à 

2 — 7t>0,  da  cui  /<f. 

Una  simile  eliminazione,  tra  la  2/  eguaglianza  e la  3.a,  dà 
22  4- 10<>  0 da  cui  t> — 2£. 

È chiaro  adunque  che  l’indeterminata  t è rinchiusa  tra  i limi- 
ti— 2|  e -+-*  ; dunque  si  dee  prender  solamente  t= — 2,  — 1,0. 
Consideriamo  successivamente  ciascuno  di  questi  valori. 

1. °  Facendo  f= — 2 nelle  tre  ineguaglianze  [6],  si  ottiene 

2+200,  5 — 3r'  > 0,  — l + t'>0; 
da  cui  t'> — 1,  t'  <15,  <'>1. 

E non  essendovi  alcun  numero  intiero  tra  1 ed  1| , ne  segue 
che  il  valore  t= — 2 dee  esser  rigettato. 

2. "  Facendo  t= — 1,  le  tre  ineguaglianze  [G]  divengono 

l + 2/'> 0 , 3 — 3t' > 0 , 3 ■+•«'>  0. 
da  cui  t'> — t'<  + l,  f'> — 3. 

Tra  — ì e +1  non  vi  è altro  numero  intiero  che  zero  ; dunque 
potrà  prendersi  t= — 1 e t' =0. 

3. °  Facendo  t=0,  le  tre  ineguaglianze  [6]  divengono 

2t'>0,  1— 300,  7+00, 
da  cui  t'  >0,  t'  <1,  t'> — 7. 

Tra  0 ed  non  v’à  alcun  numero  intiero;  quindi  il  valore  1=0 
dee  esser  anche  rigettato. 

I soli  valori  di  t e t',  che  danno  per  x,  y,  e s valori  intieri  e 
positivi,  son  dunque  f= — 1 e t'  = 0.  Sostituendoli  nelle  for- 
inole [a],  si  ottiene  « = 1 , y=3,  z=3;  e questa  soluzione  è 
la  sola  che  dee  ammettersi. 
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• &S.  Come  secondo  esempio,  proporremo  le  due  equazioni 
6x  + 7y  + 3z+2u=100, 

21x  + 12y  4-75-+-  3u=200. 

Eliminando  u,  si  à 

30x+3y+5z=100, 

c siccome  in  questa  equazione  i termini  30x  e 100  son  divisi- 
bili per  5,  il  meglio  sarà  ricavarci  il  valore  di  z che  sarà 

s = 20 — 6x — 

5 

Allora  è chiaro  cho  y dee  essere  un  multiplo  di  5 ; conseguen- 
temente si  avrà 

y=5f,  z— 20 — 6x — 3t; 

e sostituendo  questi  valori  nella  1.*  delle  due  equazioni  proposte, 
si  ottiene  6x+35t+60— -18x — 9t+2u=100, 
ovvero  — 12x+26t+2u=40, 

da  cui  u=20+6x~ 13f. 

Le  tre  incognite  y,  z,  « si  trovano  così  espresse  in  funzione  di 
x e dell’indeterminata  ausiliari  t. 

Per  risolvere  le  due  equazioni  proposte  in  numeri  positivi,  bi- 
sogna evidentemente  prendere  x e t positivi , poiché  x è una  delle 
incognite  primitive,  e perchè  si  à y=5f.  Ma  bisogna  soddisfare 
anche  alle  ineguaglianze 

20— 6x— 3<>0,  20+6x-— 13<>  0. 
Addizionandole,  x sparisce,  e resta  40 — 16l>  0,  da  cui  I < 2J ; 
dunque  i soli  valori  che  debbon  darsi  a t sono  1=0,  1,  2. 
Prendendo  <=0,  si  avrebbe 

y= 0,  z=20 — 6x , u=20-t-6x; 
ed  è chiaro  che  può  farsi  x=0,  1 , 2,  3.  Da  ciò  risultano,  per 
l’ equazioni  proposte , le  quattro  soluzioni  seguenti  : 

/x  = 0 ( x = 1 f x=  2 f x—  3 

) y—  0 ) y = 0 \ y—  0 1 y—  0 

j z=20  ) z=l4  ) z=  8 j z=  2 

f «=20,  («=26,  [ «=32,  u — 38. 

Prendendo  <=  1 , si  avrebbe 

y = 5 , z=17 — 6x,  «=7  + 6x; 
ed  i soli  valori  che  posson  darsi  ad  x sono  x=0,  1,2.  Da 
ciò  risultano  le  tre  soluzioni 

( x=  0 (x==  1 (x—  2 

Jy  = 5 \ y—  5 )y=  5 

I i = 17  ) s = ll  ) z=  5 

( w = 7,  ' ii  = 13,  '«  = 19. 
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Finalmente,  prendendo  t — 2,  si  avrebbe 

y=10,  *=14 — Qx,  «= — 6 -+-  6.r  ; 
ed  i soli  valori  che  posson  darsi  ad  x sono  x=l,  3:  e da  ciò 
risultano  anche  le  due  soluzioni 

f x—  1 fx=  3 

1 y=10  1^  = 10 

) :=  8 ) *=  2 

( u=  0,  ( u=  6. 

In  tutto  nove  soluzioni.  Non  se  ne  avrebbero  che  tre  se  si 
escludessero  quelle  in  cui  una  delle  incognite  è zero. 

tftS.  Come  esercizio,  porremo  qui  appresso  i seguenti  enun- 
ciati. 

Problema.  Due  contadine  Anno  delle  uova  che  unite  formano 
100 : l’una  dice  all’ altra:  Se  numero  le  mie  uova  ad  otto  ad  otto 
me  ne  restano  7;  e la  seconda  a lei:  se  conto  le  mie  a 10  a 10 
anche  me  ne  restano  7.  Quante  uova  avea  ciascuna  contadina  ? 

Risposta:  Numero  delle  uova  della  l.“  = 63,  23; 

Numero  delle  uova  della  2.a  = 37,  77. 

Problema.  Trovare  tre  numeri  intieri  tali  che  tnoltiplicando 
il  1.‘  per  3,  il  2.‘  per  5,  ed  il  3.*  per  7,  la  somma  dei  pro- 
dotti sia  560;  e tali  ancora  che  moltiplicando  U 1°  per  9,  il  2.* 
per  25,  ed  il  3°  per  49,  la  somma  dei  prodotti  sia  2920. 

Risposta:  l.°  Numero=15,  50 

2. °  Numero =82,  40 

3. °  Numero  =15,  30. 

Problema.  Una  persona  compra  100  pezzi  di  bestiame  per  100 
luigi , cosi  : i porci  a 3 luigi  e ; ognuno , le  capre  ad  1 luigi  j,  * i 
montoni  a 4 luigi.  Quanti  erano  gli  animali  di  ciascuna  sorte? 

Risposta  : Numero  de’  porci  = 5 , 10 , 15 , 

Numero  delle  capre  =42,  21,  6, 

Numero  de’  montoni  =53 , 66 , 79. 

Problema.  Un  orefice  <ì  3 qualità  d’argento,  il  marco  della  /.* 
contiene  7 once  di  argento  fino,  quello  della  2.‘  5\,  quello  della 
3."  4\.  Egli  vuol  comporre  una  liga  il  cui  marco  contenga  6 once 
di  argento  fino.  Quanti  marchi  per  sorte  dee  egli  prendere  , in 
numeri  intieri,  perchè  la  nuora  liga  faccia  un  peso  di  30  marchi ? 

Risposta.  Num.°dei  marchi  della  l.*sorte=10, 12, 14, 16, 18; 

Num.“  dei  marchi  della  2.*  sorte=20,  15, 10,  5,  0; 

Num.°  dei  marchi  della  3.' sorte=  0,  3,  6,  9,12. 

Problema  Uno  speculatore  compra  100  peni  di  bestiame  per 
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4000  fr.,  cioì  dei  buoi  a 400  fr.  l'uno,  delle  vacche  a 300  fr., 
dei  vitelli  a 80  fr.,  e dei  montoni  a 30  fr.  Quanti  animali  « 
per  ciascuna  sorte? 

Risposta.  Escludendone  le  soluzioni  che  contengono  un  zero, 
il  problema  ammette  le  dieci  seguenti 

Buoi 1,  1,  1,  1,  1,  1,  1,  1, 

Vacche...  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  1,  2; 

Vitelli....  24,  21,  18,  15,  12,  9,  6,  3,  5,  2; 

Montoni..  74  , 76,  78,  80,  82,  84,  86,  88,  90,  92. 

CAPITOLO  Vili. 

DEL  QUADRATO  B DELLA  RADICB  QUADRATA  DELLB  QUANTITÀ 
ALGEBRICHE. — CALCOLO  DEI  RADICALI  DEL  SECONDO  GRADO. 

nil»4«»n  • 

Doppio  valore  della  radice  quadrata.-— Quantità  immaginarie. 

154.  La  quantità  che,  innalzata  al  quadrato,  riproduce  una 
quantità  data,  dicesi  la  radice  quadrata  di  tal  quantità.  In  arit- 
metica, ove  non  vi  sono  quantità  negative,  e dove  non  si  con- 
siderano che  i valori  assoluti  dei  numeri , una  radice  quadrata 
non  può  avere  che  un  sol  valore.  Egli  è evidente,  ad  esempio, 
che  la  radice  quadrata  di  4 non  può  essere  diversa  da  2.  Simil- 
mente succede  in  geometria,  allorché  cercasi  il  lato  di  un  qua- 
dralo di  una  data  superficie. 

Ma  succede  altrimenti  in  algebra , ove  si  considerano , nei  cal- 
coli , e le  quantità  positive , e le  quantità  negative,  ed  altre  an- 
cora che  farem  tosto  conoscere.  Egli  è chiaro  in  effetti  che  4 ò 
il  quadrato  tanto  di  — 2 quanto  di  — t—  2 ; ed  in  generale,  stabi- 
lendo indicar  con  l/A  una  quantità  il  cui  quadrato  sia  A , la  ra- 
dice quadrata  di  A sarà  tanto — l/A  quanto 4-1/ A.  Questi  due 

valori  si  rappresentano  di  una  maniara  abbreviata  scrivendo:!: l/A. 

Ma  qui  una  proposizione  importante  dee  dimostrarsi  ; ed  è che 
la  quantità  A non  à altre  radici  quadrate  oltre  queste  due.  In 
effetti  le  differenti  radici  quadrate  di  A non  son  altro  che  i va- 
lori di  x che  soddisfano  all’equazione  x*  = A,  ovvero , ciò  che 
ò Io  stesso,  a questa 

x*  — A = 0. 
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In  vece  di  x*  — A,  può  scriversi  x* — (|/A  )*;  e quindi,  decom- 
ponendo questa  diiTerenza  di  quadrati  in  due  fattori  (4*),  si  à 
A=(«— l/k){x+\/T). 

Sotto  questa  forma  è chiaro  che  qualunque  valore  di  x differente 
da  -f-l/  A , e — 1/  A , non  renderebbe  nullo  alcuno'dei  due  fat- 
tori; dunque  non  renderebbe  nullo  il  loro  prodotto  xa  — A,  e 

quindi  la  quantità  A non  à altre  radici  quadrate  che  ±1/ A. 

Così  la  radice  quadrata  di  una  quantità  à due  calori  che  sono 
uguali  e di  segno  contrario,  e non  à che  questi  soli. 

ISA.  A parlar  rigorosamente,  l’espressione  \/~k  basta  senza 
il  segno  ±,  per  rappresentar  le  due  radici  quadrate  di  A;  poiché 
dessa  indica  indiflerentemente  ogni  quantità  il  cui  quadrato  è A. 

Allorché  dunque,  per  indicar  queste  due  radici,  siscrive  ±l/A 
il  radicale  è preso  in  un  senso  ristretto,  il  qual  consiste  a sup- 
porre che  1/ A non  indica  più  che  l’uno  de’ due  valori. 

150.  Può  darsi  che  la  quantità  situata  sotto  il  radicale  qua- 
drato sia  negativa,  come  nell’espressione  V — 4.  Or  non  esiste 
alcuna  grandezza  positiva  o negativa  il  cui  quadrato  sia  negativo, 
perciò  allora  si  dice  che  i valori  del  radicale  sono  immaginari. 
Propriamente  parlando  questi  non  sono  più  quantità,  non  per- 
tanto siccome  vengon  sommessi  alle  regole  del  calcolo  algebrico, 
gli  si  conserva  tal  denominazione;  ma  la  qualificazione  à' imma- 
ginarie basta  per  togliere  ogni  equivoco.  Per  lo  contrario  dicesi 
reale  ogni  altra  quantità  positiva  o negativa. 

15».  Ogni  radicale  quadrato  immaginario  può  trasformarsi  in 

un  prodotto  di  due  fattori , l’ uno  reale , e l’ altro  uguale  a 1/ — 1. 

Sia  il  radicale  immaginario  V/ — A.  La  quantità  A essendo  po- 
sitiva in  se  stessa,  dee  aver  due  radici  quadrate  reali.  Chia- 
miamo a l’ una  di  esse , ad  esempio  quella  che  è positiva , 

potrà  sempre  rappresentarsi  1/ — A con  ay,  purché  si  determini 
y in  modo  che  s’abbi  (ay)*— — A.  Tal  condizione  si  riduce  ad 
«*y‘= — A;  ovvero,  poiché  A è il  quadrato  di  a,  ad  Ay*= — A 

ovvero,  dividendo  per  A,  ad  y*  = — 1 da  cui  y=± V' — 1. 
Or  per  avere  i valori  di  |/ — A bisogna  moltiplicare  a per  quelli 

di  y ; dunque  i valori  di  1/  — A possono  esprimersi  con  ± a V — 1 . 
159.  Per  ciò  che  precede,  siam  condotti  naturalmente  a di- 
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stinguere , Ira  i risultati  che  si  deducono  dal  calcolo , due  specie 
di  valori  o determinazioni  : le  uno  che  diconsi  aritmetiche,  poiché 
sono  perfettamente  della  stessa  natura  di  quelle  che  trovansi  per 
le  operazioni  aritmetiche,  cioè  essenzialmente  reali  e positive; 
le  altre , che  diconsi  algebriche , poiché  comprendono  i valori  ne- 
gativi e gl’ immaginari , che  non  debbono  la  loro  esistenza  che 
alle  combinazioni  de’  segni  algebrici.  Queste  denominazioni  anno 
il  vantaggio  d’accordarsi  perfettamente  con  le  idee  che  son  de- 
stinate a richiamare. 

Quadralo  e radice  quadrata  de' monomi. 

160.  Sia  un  prodotto  qualunque  pqr....,  si  à 

( pqr • • • • )*~pqr • • • ■ Xpqr-  ■ • • =p*?‘r*-  • • - , 
dunque  il  quadrato  di  un  prodotto  ti  forma  innalzando  i diversi 
fattori  al  quadrato. 

Se  s’ innalzi  a quadrato  un  fattore  o" , che  à già  un  esponente, 
si  à (0“)* =«’X«  = a*" : cioè  che  basta  raddoppiare  l’esponente. 
Dunque  il  quadrato  di  un  monomio  qualunque  *»  forma  innalzando 
il  suo  coefficiente  a quadrato,  e raddoppiando  gli  esponenti. 

Mercè  questa  regola  si  avrà  immediatamente 

ISO.  Per  una  evidente  reciprocanza,  dalle  regole  di  sopra  con- 
chiudesi,  che  la  radice  quadrata  di  un  prodotto  ri  ottiene  estraendo 
quella  di  tutti  » fattori ; e che  la  radice  quadrata  di  un  monomio 
t’ottiene  estraendo  quella  del  coefficiente  e dividendo  gli  esponenti 
per  2. 

Per  queste  nuove  regole  si  avrà 

[/pqr—\/pl/q  \/ r , 1/ 64a46a  = 8a*6. 

161.  Quando  i fattori  di  un  monomio  o di  un  prodotto  non 
son  tutti  de’ quadrati,  s’indica  da  prima  la  radice  quadrala,  ed  in 
seguito  si  semplifica  il  radicale  mettendo  fuori  la  radice  tutti  i 

fattori  quadrati.  Ad  esempio,  trattandosi  di  l/50nst*c,  si  decom- 
porrà la  quantità  situata  sotto  il  radicale  in  25a4A*x2ac,  ed  al- 
lora si  avrà 

V 30a*à*c  = 1/25 a*b*  X l/§ ac  z=5a*b]/2ac. 

In  generale,  per  semplificare  un  radicale  quadrato,  si  decorna 
pone  la  quantità  situata  sotto  il  rad  cale  in  due  prodotti;  di  cui 
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l’uno  non  contenga  che  fattori  quadrali , e V altro  non  ne  contenga 
alcuno ; in  seguito  si  estrae  la  radice  del  primo  prodotto,  t s'in- 
dica quella  del  secondo. 

Mercè  questa  regola,  chiamando  a la  radice  quadrata  di  A,  po- 
trà, come  al  n.°  15T,  scriversi  l/=A  = l/a«X-i=al/-1. 

• •9.  Qualunque  sieno  a e b,  si  à 


dunque  il  quadrato  di  una  frazione  idgebrica  si  ottiene  innalzando 
al  quadrato  il  numeratore  ed  il  denominatore . 

Dunque  ancora  la  radice  quadrala  di  una  frazione  si  ottiene 
estraendo  quella  del  numeratore  e quella  del  denominatore. 

Per  tal  regola  si  à 


a / «a1»* 7 a*&* 

V i6cxdx  he  d*  ' 


181.  Quando  il  numeratore  ed  il  denominatore  non  son  dei 
quadrati,  potrà  indicarsi  la  radice  di  ciascuno  di  essi , e sempli- 
ficarla in  seguito  se  v'à  luogo;  ma  più  d'ordinario  si  procura 
che  non  v’  abbia  allatto  radicale  al  denominatore.  A tal  uopo  s’in- 
troducono nei  due  termini  della  frazione  i fattori  che  mancano 
al  denominatore,  per  essere  un  quadrato,  allora  può  estrarsene 
la  radice , e non  resta  il  radicale  che  al  numeratore.  Cosi,  sia 


si  osserverà  che  il  numero  50  diventa  un  quadrato  mol- 


tiplicandolo per  2,  e che  il  fattore  c*  il  sarà  ancora  moltiplican- 
dolo per  c.  Si  moltiplicheranno  dunque  i due  termini  della  fra- 
zione per  2e,  c si  avrà 


Iju  *()« 

lòlle* 


\/  Uu*bc  a*  l/fjibc 

lite*  =_  lOc* 


1S1.  Nulla  diciamo  dei  segni;  ma  va  sempre  sottinteso  che 
una  radice  quadrata  debba  esser  presa  col  doppio  segno  ±r. 

Quando  si  semplifica  una  radice  che  non  può  estrarsi,  il  radi 
cale  che  allora  resta , essendo  preso  nel  senso  il  più  generale , 
basta  per  dare  alla  espressione  i suoi  due  valori.  Egli  è chiaro 
in  effetti  che,  prendendolo  col  -+-  e col  — , si  avranno  i due  va- 
lori della'  radice  indicala.  Così  ad  esempio,  possiamo , senza  al- 
cuna restrizione,  porre 

l /Ìkdb=a'l/M, 
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* queste  uguaglianze  aviari  perfettamente  lo  stesso  senso  che  se, 
distinguendo  i due  valori  di  ciascun  radicale,  si  fosse  scritto 

Quadralo  e radice  quadrala  de' polinomi. 

■ Sia  un  polinomio 

« -4—  6 —1—  r -4-  rf , 

in  cui  a,  b,  c,  d,  rappresentano  quantità  qualunque. 

Consideriamo  tutti  i termini,  tranne  l’ultimo,  come  formati- 
tene un  solo,  e facciamo  il  quadrato  di  questo  polinomio  come 
quello  di  un  binomio  m-4-d:  avremo 

(a-+-6-|-e-M  )*  = ( «— ( a+6-|-e  )d-\-d*. 

Facendo  similmente  il  quadrato  di  a+é-f-c  si  ottiene 
(o-f-64-c-t-rf)*  = («-)-6)*-+-2(a-+-6)c-l-c* 
-h2(o+b-+-c)d-hd* 
indi  facendo  il  quadrato  di  a -+-/>, 

( a b -+-  r -f-  d ) * = a*  -f-  2ab  + é* 

-+-2(  a-\-b)e-\-c* 
-f-2(n-|-6-t-c)rf-l-rf'. 

Donde  conchiudesi  che  il  quadrata  di  un  polinomio,  qualunque  sin 
il  numero  dei  tuoi  termini,  contiene  il  quadrato  del  1.°  termine, 
più  il  doppio  prodotto  del  pel  2.°,  più  il  quadrato  del  2."; 
ed  ancora  il  doppio  prodotto  de’ due  primi  pel  5.°,  più  il  quadrata 
del  3.°,  ed  ancora  il  doppio  prodotto  dei  tre  primi  pel  4/,  più 
il  quadrato  del  4.';  e coni  di  seguito. 

Osserviamo  di  passaggio  che  effettuando  tutti  i doppi  prodotti 
enunciati  in  questa  regola,  il  prodotto  del  polinomio  conterrà  i 
quadrati  di  tutti  i termini , più  i doppi  prodotti  di  questi  termini 
moltiplicati  a due  a due. 

1M.  Stabilita  questa  regola , proponiamoci  estrarre  la  radice 
quadrata  da  un  polinomio  qualunque  che  chiamiamo  P.  Suppo- 
niamo che  tal  polinomio  P contenga  la  lettera  x , e che  sia  or- 
dinato in  modo  che  gli  esponenti  della  lettera  x vadan  decre- 
scendo, e che  sia 

P=A+B-f-C-f->  • • 

Indichiamo  con  a-ù-b-j-c-{-  • • • • la  radice  ordinata  similmeivfe. 
Il  suo  quadrato  dovrà  riprodurre  il  polinomio  P ; ma  per  la  regola 
precedente , tra  i termini  che  compongono  il  quadrato  di  questa 
radice , quello  in  cui  x à il  maggiore  esponente  è evidentemente 
Lei.  di  Alg.  17 
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a*  ; dunque  A è il  quadrato  di  a , dunque  il  /.*  /trinine  della 
radice  si  ottiene  estraendo  la  radice  quadrata  dal  4.‘  termine  del 
polinomio  proposto. 

Sottraghiamo  da  P il  quadrato  di  questo  termine  : il  resto  che 
chiamiamo  R sarà 

R = B + C-f-  - • • ■ , 

e dovrà  contener  il  doppio  prodotto  del  1.*  termine  della  radice 
pel  2.°  più  il  quadrato  del  2.°  ecc.  Or  è facile  vedere  che  il 
doppio  prodotto  del  1.®  termine  pel  2.®  dee  contenere  ir  a un 
più  alto  esponente  che  le  altre  parti  di  R;  dunque  B è questo 
doppio  prodotto,  dunque  il  2°  termine  della  radice  si  trova  divi- 
dendo il  4°  termine  del  resto  R pel  doppio  del  4."  termine  della 
radice. 

Conosciuti  i due  primi  termini  a 4- 6 della  radice,  aggiungiamo 
b a 2a  e moltiplichiamo  2a-t-6  per  6:  il  prodotto  sarà  uguale 
al  doppio  del  1.®  termine  moltiplicato  pel  2.® , più  il  quadrato 
del  2.°  Sottraendo  tal  prodotto  dal  resto  R,  si  avrà  dunque  un 
nuovo  resto  R'  che  non  conterrà  che  il  doppio  prodotto  dei  due 
primi  termini  della  radice  pel  3.®,  più  il  quadrato  del  3.®  ecc. 
E ragionando  similmente , si  scorge  da  prima  che , in  questo  re- 
sto , il  termine  in  cui  ir  à il  maggiore  esponente  è il  doppio  pro- 
dotto del  1.®  termine  della  radice  pel  3.®;  ed  in  seguito  conchiu- 
desi  che  il  3.®  termine  della  radice  si  trova  dividendo  il  /.*  ter- 
mine del  resto  R'  pel  doppio  del  4S  termine  della  radice. 

I tre  primi  termini  a-\-b-\-c  della  radice  faran  trovare  il  4.*, 
come  i due  primi  àn  fatto  trovare  il  3.°  Così  si  aggiungerà  il 
termine  c,  già  determinato,  al  doppio  2a-+-2ò  de’ due  primi,  si 
moltiplicherà  la  somma  2a -)- 26 -f- c per  e,  e si  sottrarrà  il  pro- 
dotto dal  resto  Rr  : si  avrà  così  un  nuovo  resto  R"  ; e divi- 
dendo ancora  il  4.  ' termine  di  questo  resto  pel  doppio  del  /.*  ter- 
mine della  radice,  si  otterrà  il  4*  termine  di  questa  radice. 

Continuando  similmente,  siam  sicuri,  quando  il  polinomio  P è 
un  quadrato,  di  trovar  successivamente  tutti  i termini  della  ra- 
dice; poiché  ciascuna  divisione  ne  darà  uno. 

Si  è già  dovuto  osservare  che  la  maggiore  analogia  esiste  tra 
la  regola  che  serve  ad  estrarre  la  radice  quadrata  di  un  polino- 
mio, e quella  che  si  adopera  per  i numeri.  Ma  l’analogia  si  vedrà 
più  chiaro  su  d’un  esempio. 
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Polinomio  dato 

Radice 

4x*  12x*  -(-  5x*  — 6x  + 1 

— 4x4 

2x*-t-8x  — 1 

4x«  -+-  3x 

1.*  Resto -4-  I2x*  5x*  — 6x-f-i 

4x*-f-6x  — 1 

— 12x»  — 9x» 

2.*  Resto — 4x* — 6x-t-l 

-|-4x*-+-6x  — 1 


2. *  Resto — 4x* — 6x-t-l 

-+-4x»  -t-6x — i 

3. °  Resto 0 0 0 


Si  estrae  la  radice  quadrata  dal  1.*  termine  4x4,  e si  ottiene 
cosi  il  l.°  termine  2x*  della  radice. 

Dal  polinomio  dato  si  sottrae  il  quadrato  di  questo  termine  , 
il  che  darà  il  l.°  resto;  indi  si  forma  il  doppio  4x*  di  questo 
termine,  e si  divide  il  1.»  termine  del  resto  per  questo  doppio, 
cioè  -+-  12x*  per  4x*.  Il  quoziente  -t-3x  è il  2.*  termine  della 
radice.  A 4xm,  doppio  del  i.°  termine  della  radice,  si  aggiunge 
il  2."  termine  +3x,  si  moltiplica  la  somma  4x»-t-3x  pel  2.* 
termine  3x  e si  sottrae  il  prodotto  dal  l.°  resto , e cosi  si  ot- 
tiene il  2,*  resto.  Si  divide  il  l.°  termine  — 4x*  di  questo  resto 
pel  doppio  4x*  del  1.®  termine  della  radice,  e il  quoziente — 1 
sarà  il  3.®  termine  della  radice. 

Al  doppio  de’  due  primi  termini  della  radice  si  aggiunge  il  3.*, 
il  che  dà  4x*-+-6x  — 1;  si  moltiplica  tal  somma  pel  3.°  ter- 
mine — 1,  e si  sottrae  il  prodotto  dal  2.°  resto.  Si  à zero  per 
3.®  resto;  e quindi  conchiudesi  che  i termini  trovati  2x*-t-3x — 1 
formano  la  radice  quadrata  del  polinomio  dato. 

• •».  In  generale,  arrivandosi  ad  un  resto  nullo  saremo  insie- 
memente  avvertiti  che  il  polinomio  è un  quadrato , e che  la  ra- 
dice è completa.  In  effetti  pel  modo  istesso  con  cui  i calcoli  son 
fatti,  ciascun  resto  che  s’ottiene  non  è altro  che  il  polinomio 
proposto  diminnito  di  tutte  le  parti  componenti  il  quadrato  della 
quantità  trovata  nella  radice,  per  le  operazioni  antecedenti.  Quando 
dunque  la  radice  sarà  completa , debbe  necessariamente  aversi  un 
resto  nullo  ; e reciprocamente , arrivandosi  ad  un  resto  nullo  ; 
dovrà  conchiudersi  che  i termini  scritti  nella  radice  formano  la 
radice  esatta  del  polinomio  proposto. 

D'altra  parte,  quando  il  polinomio  dato  non  è un  quadrato, 
è- importante  osservare  che  i calcoli  ce  ne  avvertono.  Supponiamo 
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tempre,  come  abbiam  fatto  finora,  che  si  ordini  iu  maniera,  eli#, 
gii  esponenti  di  x sieu  decrescenti , ed  osserviamo  che  per  ogni 
sottrazione,  il  l.°  termine  della  quantità  su  cui  s'esegue  la  sot- 
trazione si  distrugge:  da  ciò  risulta  che  l’esponente  di  x debba 
andar  diminuendo  nel  l.°  termine  de’ resti  successivi,  e quindi 
ancora  ne’  termini  della  radice. 

Ciò  posto  chiamiamo  K l’ultimo  termine  del  polinomio  pro- 
posto P,  cioè  il  termine  in  cui  x à il  minor  esponente;  e sia 
k la  radice  quadrata  di  K.  Egli  è facile  conoscere  che  se  P è 
un  quadrato,  k dovrà  essere  l’ultimo  termine  della  radice,  quindi 
l’andamento  progressivo  del  calcolo  dovrà  rinvenirlo.  Or  se  ciò 
non  succede , è certo  che  i calcoli  daranno  nella  radice  un  ter- 
mine di  grado  minore  che  k ; dunque  allora  sarà  evidente  che  P 
non  è un  quadrato.  Si  perverrebbe  alla  stessa  conchiusione  se  il 
calcolo  dasse  il  termine  k,  ed  il  resto  seguente  non  fosse  nullo. 

IttS.  Tutte  le  dichiarazioni  precedenti  (tStt  e 14*1)  sembrano 
adattate  al  caso  in  cui  i polinomi  sieno  ordinati  per  rapporto  agli 
esponenti  decrescenti  di  una  lettera.  Ma  quando  anche  si  adottasse 
l’ordine  inverso  sussisterebbero  ancora,  salvo  Una  piccola  modi- 
ficazione , nel  carattere  per  riconoscere  se  il  polinomio  è un  qua- 
drato. 

Da  prima  è chiaro  che  lo  stesso  andamento  del  calcolo  farà 
conoscere  successivamente  tutti  i termini  della  radice;  ed  arri- 
vando ad  un  resto  nullo,  potrà  ancora  conchiudersi  che  il  poli- 
nomio è un  quadrato,  e che  i termini  trovati  son  quelli  della 
sua  radice. 

In  seguito  per  modificar  il  carattere  per  cui  si  riconosce  che 
il  polinomio  non  è un  quadrato , basta  osservare  che  l’ esponente 
della  lettera , rispetto  a cui  si  ordina , va  crescendo  nei  termini 
che  si  trovano  successivamente  nella  radice , e che  nel  caso  in  cui 
il  polinomio  è un  quadrato , il  calcolo  dee  dare  un  ultimo  ter- 
mine uguale  alla  radice  quadrata  dell’ ultimo  termine  di  tal  po- 
linomio; dunque,  se  in  effetti  si  arriva  ad  un  simil  termine, 
senza  trovar  un  resto  nullo,  o se  si  arriva  ad  un  termine  di  gra- 
do maggiore , allora  potrà  affermarsi  che  il  polinomio  non  è un 
quadrato. 

14(9.  Talvolta  questa  conchiusione  si  manifesta  alla  semplice 
ispezione  del  polinomio:  infatti  noi  abbiam  detto  che,  nel  caso 
in  cui  il  polinomio  fosse  uu  quadrato  la  parte  che  comprende 
una  lettera  qualunque  al  maggiore  o al  minore  esponente,  debba 
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essere  uu  quadrato  ; quindi , mancando  tal  condizione  rispetto  ad 
una  delle  lettere , il  polinomio  non  potrebbe  essere  un  quadrato. 
Che  se  tale  impossibilità  non  si  mostra  da  principio,  può  mani- 
festarsi però  nel  corso  delle  operazioni , quando  cioè  si  presenta 
un  resto  il  cui  l.°  termine  non  è divisibile  pel  doppio  del  1.* 
termine  della  radice. 

190.  Chiuderemo  con  un’osservazione  che  il  lettore  avrà  già 
fatta,  senza  dubbio.  Ordinando  i polinomi  per  rapporto  ad  una 
lettera  x,  posson  trovarsi  più  termini  in  cui  x abbia  lo  stesso  espo- 
nente. In  tal  caso  si  adotterà  una  delle  disposizioni  indicate  per  la 
divisione  (40) , ed  è chiaro  che  i ragionamenti  precedenti  sussi- 
steranno intieramente,  come  ancora  le  regole  che  abbiam  da  quelli 
dedotte.  Potranno  ancora  considerarsi  tutti  i termini  contenenti  la 
stessa  potenza  di  x come  formanti  un  sol  termine  ; ma  allora  le 
operazioni  parziali,  dovendo  effettuarsi  su’polinomi,  non  potranno 
più  farsi  a prima  vista , ma  bisognerà  svilupparle  a parte , come 
il  seguente  esempio 


J (a* — 4a6-f-46*)zr* — (2 a* — Aab)x* 

é j+ìo'-Hl/zò — 6 a — 86*-f-126)x* 

•§  v — (lai — 6a)x-(-46* — 12ò-(-9 
— (a* — 4<zò-f-16*)x* 

S i — (2  a* — 4a6)x* 

(2  — Go — 86*-f-126)x* 

v . — (4/i b — 6a)x-4-4òa — 126+9 
+(2/z* — 4 a6)x5 — a*x* 

£ i (4  ab — G/i — 86*+126)x* 

| ( — (4/i6 — 6a)x+46» — 126+9 
li  i— (4a6— G«— 86’+126)x* 

(+(4a6 — 6a)x — 46*+126 — 9 

~ 0 0~ 


Radice. 

( a — 26]x* — ax+26 — 3 

(2/i— 46)x* 

(2a — 46)x» — ax 

(2a — 16)x* — 2ux+26 — 3 


1.*  Operazione  parziale. 

2.*  Operazione  parziale. 

a*— 4/ZÒ  + 46* 

■ a* 

a— 26 

— 2a*  -f- 4a6 
-f-2a*— 4<z6 

2a — 46 

2a — 26 

— a 

— 4a6+46* 

0 0 

-(-  4a6  — 4 A» 

~0  (T 
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3.*  Operazione  parziale. 


\ab — 6 a — 84* -f- 126 

— 4o6-f-86* 

— 6a  -f- 126 
+ 6a  —126 


2 a — 46 


26  — 3 


0 0 


Calcolo  de' radicali  del  lecondo  frodo. 

IVA.  Il  più  delle  volte  le  radici,  di  qualunque  ordine  si  siano, 
non  possono  esprimersi  esattamente  senza  l’aiuto  de’ radicali; 
conseguentemente  i calcoli  ne’  quah  esse  debbono  entrare  si  tro- 
vano anche  complicati  di  radicali.  E nostro  oggetto  qui  esporre 
le  differenti  trasformazioni  o riduzioni  che  si  effettuano  sui  radi- 
cali quadrati.  Esse  sono  la  maggior  parte  già  conosciute  e ba- 
sterà indicarle  brevemente. 

AV*.  Abbiam  veduto  che  la  radice  quadrata  di  un  prodotto  si 
ottiene  estraendo  quella  di  ciascun  fattore  (Atto)  ; dunque  si  à 

Va’b  = a\/b , 

e reciprocamente  ancora 

«I/6  = |/?6. 

Da  ciò  è chiaro  come  si  passi  un  fattore  fuori  il  radicale , e coma 
si  faccia  entrar  sotto  al  radicale  quando  è fuori. 

Afa.  Le  regole  ordinarie  del  calcolo  danno 
a __  a[/b  a\/b 

Vb~i\/bf  b 

a a(\/b — | / c)  _a(  Vb  — Vc) 

l /&"-+- l/c_ (1/6- Ve)  (|/F-t-l/c)  à-e 

a a(j/6  + |/c)  q ( |/fc  -+- 1 /e)  _ 

Vb-  V~(\/b- 1/7)  ( Vb  + Ve)  ~ 

Questi  esempi  insegnano  come  si  possano,  in  certi  casi,  far  scom- 
parire i radicali  quadrati  che  affettano  i denominatori  d'una  fra- 
zione. 

A 94.  Sia  l'espressione 

3a*  -f  - 5 l/a*ò*  — 2 ~ 
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Semplificando  da  prima  i radicali,  si  avrà 

1/  a*6J  = V a%bxXb—a!>  1/  6,  —~=z^y^b. 

In  seguito  l’ espressione  proposta  potrà  da  prima  scriversi  cosi , 

3o»-|-5<jòI/6  — ^|/ò  ; 


indi  sotto  una  forma  equivalente, 

3o*-f-  ^5 ab—  — j |/J, 

In  questo  esempio  abbiam  ridotto  ad  un  solo  più  radicali  con- 
giunti tra  loro  coi  segni  -f-  c — , i quali  son  differenti  in  appa- 
renza, e si  riducono  non  pertanto  ad  esser  tintili.  Ed  intendiamo 
per  tintili  quelli  che  non  differiscono  che  per  i fattori  esterni. 

ft  9 A.  Poiché  la  radice  quadrata  di  un  prodotto  si  estrae  estraen- 
do quella  di  ciascun  fattore  (iGO),  si  à |/a6==l/a><l/ò,  ov- 
vero, ciò  che  toma  lo  stesso,  l/a X 1/6=1/00;  e poiché  fra- 
dice quadrata  di  una  frazione  si  estrae  estraendo  quella  del  nume- 


ratore e quella  del  denominatore,  (*•*),  si  à ancora 

v b 


Cosi  la  moltiplicazione  e la  divisione  dei  radicali  quadrati  si  ef- 
fettua moltiplicando  o dividendo  1*  una  per  l’ altra  le  quantità  che 
son  sotto  i radicali , e ponendo  il  risultato  sotto  un  radicale  dello 
stesso  grado.  Non  ci  estenderemo  di  più  sui  radicali  del  secondo 
grado , poiché  essi  son  compresi  tra  i radicali  ad  indice  qualun- 
que, di  cui  ci  occuperemo  al  capitolo  XI. 


CAPITOLO  IX. 


EQUAZIONI  DEL  SECONDO  GRADO  B QUISTIONI 
CHE  NE  DIPENDONO. 


Hieolutioni  dell' «quattoni  del  fecondo  grado  ad  una  iota  incognita. 

M9U.  Dopo  aver  liberata  una  equazione  dai  denominatori  ed 
effettuate  in  essa  quelle  trasformazioni  per  cui  non  contenga  più 
ehe  termini  cogniti  e termini  affetti  dal  quadrato  della  incognita  ; 
può  dessa  ridursi  alia  forma 

[I]  *’=A. 
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ed  allora  è facile  a risolversi.  In  e (Tetti  poiché  il  quadrato  di  r 
dee  riprodurre  A,  segue  che  x è una  radice  quadrata  di  A;  ma, 

questa  quantità  à due  radici  quadrate  ±|/A,  e non  à che  que- 
ste sole  dunque  si  avranno  tutte  le  soluzioni  delPeq.'  [1] 

nei  due  valori 


x = ± \/~K. 

Esempio  I.  Sia  l’equazione 


2x*  M1  3r* 

6b=a- 1 — — ■ 


a b 

Liberando  da  denominatori  ed  effettuando  le  trasformazioni  indi- 
rate, si  ottiene 


2 bx*  — 5 ab*  = a'b  -f-  3nx*, 
(26  — 3a  )x*  = 5o6*  -| -o*b, 


x* 


Sab*  -4-  a*b 
‘ib  — 3a 


X=± 


Sai*  -+-  a’b 
2b  — ia  ' 


Esempio  II. 


Vx— 18 

8x'  " : 


X 

:7T2* 


9x* — 36  = ox“,  dx*  = 36,  xa  = 9 , x= 
Esempio  III.  3xa-t-17  = !>xa4-89, 


±3. 


2xa  = — 72,  xa=— 36,  x=±  1/^36  = ±61/—  I. 
111.  Consideriamo  ora  l’equazione  la  più  generale  del  2.°  grado. 
Deve  essa  comprendere  tre  sorte  di  termini  : termini  affetti  dal 
quadrato  xa  dell’  incognita , termini  afTetti  da  x al  primo  grado, 
e termini  del  tutto  cogniti.  Do|w  la  trasposizione  di  tutti  i termini 
nel  primo  membro , potranno  riunirsi  in  un  solo  tutti  quelli  in 
xa,  in  un  solo  quelli  in  x,  ed  anche  in  un  solo  quelli  tutto  co- 
gniti. Allora  l’equazione  prenderà  la  forma 
o.r*  -t-6x  + c=0. 

Anche  un’  altra  semplificazione  si  esegue  su  questa  equazione  che 
consiste  a liberare  il  quadrato  x“  dal  suo  coflìcicnte  a.  A tal 
uopo  si  dividono  i termini  per  a , e si  avrà 

b r 

x*  — x H — =0. 
a a 

Se  il  termine  in  x*  avesse  il  segno  — , si  cambierebbero  tutti  i 
segni , di  maniera  che  può  sempre  ridursi  il  primo  termine  a d 


essere  x*.  Facendo  per  abbreviar  ~—P 


e 


•e 

a 


= g,  si  avrà 


xm-hpx-+-q= 0; 

ed  è questa  la  forma  generale  a cui  si  riducono  le  equazioni  del 
secondo  grado  , p e q essendo  quantità  cognite. 
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Ad  esempio , se  si  proponga  I’  equazione 

3x  x*  . 

T__=10  — 4x, 


si  eangerà  successivamente  nelle  seguenti 

9x  — 2xa  = 60 — 2ìx , 

— 2x*-f-33x — 60=0, 

ir* — ^x-t~30=0; 

l'ultima  delle  quali  è evidentemente  compresa  nell’ equazione  ge- 
nerale x*-\-px-\-q=0 , facendo  p — — q = 30. 

17$.  Occupiamoci  dunque  di  risolvere  l’equazione  generale 

[2]  xa  -hpx  4-5=0. 

Ciò  sarebbe  facile  se  potesse  mettersi  sotto  la  forma 
(x  + ffi)*  = n, 

m ed  n essendo  quantità  conosciute.  In  effetti  in  questa  è chiaro 
che  bisogna  scegliere  x di  maniera  che  il  quadrato  di  .r-f-m  sia 
eguale  ad  n ; dunque  ar-f-m  deve  essere  una  radice  quadrata  di  n. 

Or  si  anno  per  n due  radici  quadrate  indicate  da  ± l/nj~ dunque 

x-\-m=dz  l/«7 
c quindi,  trasponendo  m, 

x= — mrfcl/»! 

Ritorniamo  all’  equazione  [2] , e cerchiamo  di  metterla  sotto  la 
forma,  (z+m)‘=n.  Trasponendo  7 nel  secondo  membro,  si  à 
da  prima 

x*+px= — q. 

Or,  poiché  il  quadrato  di  un  binomio  si  compone,  del  quadra- 
to del  i.“  termine,  più  il  doppio  prodotto  del  l.°  pel  2.’,  più 
il  quadrato  del  2.°;  segue  che  può  riguardarsi  x*-f-px  come 
le  due  prime  parti  del  quadrato  di  a; + •£•/>;  poiché  xa  è il  qua- 
drato di  x , e px  è il  doppio  prodotto  di  x per  ^ p.  Il  primo 
membro  xa-\-px  sarà  dunque  il  quadrato  di  x + tP*  se  gli  si 
aggiunga  il  quadrato  di  ~p  cioè  -Jp".  Or  può  bene  aggiungersi  un 
tal  quadrato  aggiungendolo  ancora  al  secondo  membro  ; e cosi 
l’ equazione  addiverrà 

(*+i  p)a  = ÌP*  — ?• 

E ragionando  come  per  l’equazione  (a;-l-m)*  = n,  si  à da  prima 

[3] 

e per  conseguenza  • 

[I]  x = — — ?. 

Ltz.  di  Alg.  18 
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Si  anno  dunque  per  x due  valori  nè  ve  ne  sono  allri  ; poiché 
per  essere  (x-f- il1)*  — ?!1* — 7,  è necessario  che  x + \p  sia 
eguale  alla  radice  quadrata  di  -\p* — 7;  ma  noi  sappiamo  che 

questa  radice  non  à che  due  valori  indicati  da  ±1/  ip*-— 7 ; 
dunque,  tutti  i valori  di  x debbon  ricavarsi  dall’equ.'  [3]. 

In  generale  dicesi  radice  d' una  equazione  ogni  valore  dell’  in- 
cognita che  soddisfa  all’ equazione.  In  conseguenza  diremo  che  i 
valori  [4]  son  le  radici  dell’equazione  [2]. 

1 1».  Per  verificar  questi  valori , basta  sostituirli  1’  un  dopo 
l’altro  nella  equazione.  Sostituendo  il  primo,  cioè  quello  in  cui 
il  radicale  à il  segno  si  à 

(—  ÌP  + I^tP*  — g)*+p(—  y)+g=o. 

tP*— pV'xP*— g+ip*— q— iP'+pV'ìP'— 9 + 7=0, 
e,  riducendo , si  vede  che  il  primo  membro  è identicamente  nullo* 
11  secondo  valore  si  verifica  similmente  cambiando  solamente  il 
segno  che  precede  il  radicale. 

180.  Si  ànno  spesso  a risolvere  delle  equazioni  del  secondo 
grado,  perciò  è bene  tradurre  la  formula  [4]  in  linguaggio  ordi- 
nario, per  stabilir  cosi  una  regola  applicabile  a tutti  i casi.  Os- 
servando che  p è il  coefficiente  di  x preso  col  segno  che  à nul- 
l’ equazione  [2],  e che  7 è il  termine  tutto  cognito,  scritto  ne! 
primo  membro  , la  regola  sarà  : 

Allorché  un’  equazione  del  secondo  grado  si  è ridotta  alla  forma 
x*  + px+q=0  l’incognita  è uguale  alla  metà  del  coefficiente 
di  x preso  col  segno  contrario,  più  o meno  la  radice  quadrata 
della  somma  che  *»  ottiene  aggiungendo  al  quadrato  di  questa  metà 
il  termine  noto  preso  anche  col  segno  contrario.  • 

181.  Applichiamo  questa  regola  a degli  esempi. 

Esempio  I.  Sia  l’equazione 

x * — 10x-|-9=0. 

Bisogna  osservare:  l.°  che  à dessa  già  la  forma  prescritta  nella 
regola;  2.°  che  il  coefficiente  di  x è — 10,  la  cui  metà,  presa 
coi  segno  contrario,  è 4- 5;  3.®  che  il  termine  tutto  cognito  è 
+ 9.  Allora  la  regola  darà  immediatamente 

x=5±l/23^9=5±4; 
e i due  valori  di  x saranno: 

x=5-+-4  = 9,  x=5 — 4=1. 

Esempio  II.  Sia  l’equazione 

x t 3 x ■+■  13 
3x 
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Si  ridurrà  da  prima  alla  forma  x*-|-px-f-j=0.  Per  far  sparire 
i denominatori,  si  moltiplicheranno  tutti  i termini  per  6x,  e, 
continuando  i calcoli,  si  avrà 

3x»  + 18  = 2x  + 2G, 

3x* — 2x — 8 = 0, 

x*  — = 0. 

x = j±i/TT?. 

X = /i+y, 

X = i±f. 

Cosi , i valori  di  x sono  x = 7-f-|=2,  cd  x = } — J= — J. 
Esempio  III.  x —2  =— — -, 

X 


x* — 2x=lx  — 9 , 
x* — 6x-l-9  =0, 
x =3  ±^0^0  y 
x =3. 

In  questo  esempio  i due  valori  di  x si  riducono  ad  un  solo. 

Esempio  IV.  100x* — 100x-t— 41=0, 


— i-t-  I/l Si 

& K 4 io 

i/iZEH 

i — L-  10  0 » 


ì± 

=a±.*I/ZT. 


1 due  valori  di  x sono  immaginari  a causa  del  radicale  \/ — 
Profittando  dell' osservazione  fatta  nel  n.*  13?,  abbiamo  estratto 
la  radice  quadrata  da  -77;  senza  aver  riguardo  al  segno  — , cd 

abbiamo  sostituito  * V — 1 a questo  radicale. 


Composizione  delle  equazioni  del  secondo  grado,  e dei  loro  coe/Jìcienti. 
— Discussioni  delle  radici. 


18*.  Abbiam  decomposto  n.°  134  il  primo  membro  dell’ equa- 
zione x*  — A=0,  in  due  fattori  (x — Vr&)[x-\-Vr\)\  una 
simile  decomposizione  può  effettuarsi  sulla  equazione  generale 
[2]  x*-}-px-l-7  = 0. 

Sostituendo  (x-f-  Jp)* — Jp*  all’espressione  equivalente  x*+px, 
si  avrà 

x*-^-px^-J=(x-^-^/>),  — (tP*— 
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e siccome  (jp» — q può  cangiarsi  in  (l — <?)■,  meneremo  in 
evidenza  la  differenza  de' quadrati  x-\-^p  e 1/ ~p* — q.  Ma  que- 
sta differenza  è uguale  al  prodotto  della  somma  di  queste  due 
quantità  per  la  loro  differenza;  dunque 
x*-\-px+q={x-\-lp— V{p*  — q)[x  + \p-\-Vìp*  — q). 
Ed  è questa  la  decomposizione  che  volevamo  esporre. 

Dessa  fornisce  un  nuovo  metodo  per  risolvere  l'equazione  [2]. 
In  effetti  essa  mostra  che  i valori  di  x debbono  render  nullo  il 
prodotto  precedente.  Ma  tal  prodotto  diventa  nullo  uguagliando 
a zero  l’ uno  o l’ altro  de’  due  fattori  ; ed  inoltre  è evidente  d*e 
non  potrebbe  addivenir  nullo  se  alcuno  dei  fattori  noi  fosse;  dun- 
que i valori  di  x,  che  convengono  all’equazione  [2],  debbon  ri- 
cavarsi dalle  equazioni 

l/jp*—  ?=0,  a?-f-ip-+-|/|pTZ^=o, 

le  quali  danno  le  radici  già  cognite  (198), 

[4]  x=—\p-\-V\p'—q,  ed  x=—{p  — V\p*—q. 

188.  E qui  nuove  proprietà  si  presentano  che  riceveranno  in 
appresso  grande  estensione,  e che  importa  fin  d’ora  osservare. 

1. °  È evidente  che  * due  fattori  del  primo  membro  d rii’ equa- 
zione x*-f-px-f-q=0  ton  le  differenze  che  si  ottengono  sottraendo 
da  x ciascuna  delle  due  radici;  di  maniera  che  chiamando  x1  cd 
x"  queste  radici  si  à 

x*-\-px-±-q—[x  — x'  )(  x — x"). 

2. °  Effettuando  la  moltiplicazione  (x — x'){x — x")  si  à 

x*  — ( x'  4-  x"  ) x 4-  x'x"  ; 

e siccome  tal  prodotto  dee  essere  identicamente  eguale  ad  x’+p.r-H/ 
ne  segue  che  si  à 

p= — x'— x",  <7 —x'x". 

Tali  relazioni  possono  verificarsi  immediatamente  sui  valori  [4]. 
Esse  si  enunciano  in  questi  termini  : In  ogni  equazione  di  2°  gra- 
do, ridotta  alla  forma  x*-|-px-f-q=0,  il  coefficiente  p del  t.°  ter- 
mine è uguale  alla  somma  delle  due  radici  prese  con  segni  con- 
trari, ed  U termine  cognito  q è uguale  al  prodotta  di  queste  ra- 
dici. 

Conoscendo  che  le  due  radici  di  una  equazione  di  2."  grado 
sono  reali,  le  relazioni  precedenti  fan  conoscere  immediatamente 
la  natura  di  queste  radici.  Ad  esempio  ammettiamo  che  quelle 
dell’equazione  x* — 2x — 7 = 0 sien  reali,  si  conchiuderà  im- 
mediatamente che  son  esse  di  seguo  diverso,  poiché  il  loro  pro- 


Digitìzed  by  Google 


LEZIONI  DI  ALGKIIR*. 


Ili 

«lotto  è uguale  al  termine  noto  — 7;  ed  inoltre  che  la  maggiore 
è positiva,  poiché  la  loro  somma  è uguale  a -f-2,  coefficiente 
di  x preso  con  segno  contrario. 

184.  Discutiamo  ora  le  radici  dell’ equazione  [2],  i valori  ge- 
nerali di  queste  radici  sono 

[4]  . x=—ìp±\/{p*—tj, 

ed  il  termine  Jp*  è positivo  qualunque  sia  il  segno  di  p. 

Se  q è negativo  nell’equazione  x*-t-p.r-f-7=0  la  quantità 

J p* — q sarà  positiva,  e >Jp*;  dunque  | /jp* — q sarà  una 
quantità  reale  e maggiore,  in  valore  assoluta,  di  Jp;  dunque  il 
termine  — Jp  situato  innanzi  il  radicale  non  cangerà  affatto  i 
segni  de’ due  valori  del  radicale;  dunque  i due  valori  di  x sa- 
ranno reali  e di  segni  contrari.  È d’altronde  evidente  che  il  mag- 
giore è dello  stesso  segno  di  — Jp , e quindi  di  segno  contra- 
rio a p. 

Se  si  à q = 0 i due  valori  di  x sono  x=0  ed  x= — p. 

Allora  l’equazione  generale  si  riduce  ad  x*-hpx= 0,  ovvero 
a:(;r-t-p)  = 0;  ed  è chiaro  che  le  sue  radici  sono  effettivamente 
x—0  ed  x = — p. 

Se  q è positivo  e < Jp*,  il  radicale  l/-jpB — q sarà  ancora  reale, 

,na  Cip;  dunque  i due  valori  di  x saranno  dello  stesso  segno 

del  termine  — Jp,  posto  innanzi  il  radicale:  cioè  che  son  tutti 

due  positivi  quando  p è negativo  e tutti  due  negativi  quando  p è < 

positivo. 

Se  si  à q = jp* , i due  valori  di  x si  riducono  ad  un  solo 
x— — Jp.  In  tal  caso,  poiché  <7= Jp*,  l’equazione  diventa 
;r*-t-p;r-f- Jp*=0,  da  cui  (a1-)- Jp)*=0. 

Il  primo  membro  è dunque  un  quadrato , ed  allora  è chiaro  clic 
l’incognita  effettivamente  non  à che  il  solo  valore  x= — -Jp; 
poiché  nessun  altro  valore  può  rendere  questo  quadrato  uguale 
a zero. 

Finalmente  se  q è positivo  e > Jp*  la  quantità  Jp*  — q si- 
tuata sotto  al  radicale,  è negativa , c i due  valori  di  x sono  im- 
maginari. Cambiando  il  seguo  alla  quantità  Jp*  — q,  e chiaman- 
do r la  radice  quadrata  di  q — J-p*,  si  avrà  Jp* — q= — r*; 
dunque 

rfcj/jp» — q=±\/ — r*  = ±rl/ — 1 ; 
dunque  i valori  di  x potranno  scriversi  così 
x — — -Jpzfcrl/ — 1. 
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Da  — q= — r*  si  ricava  q=z%p*-\-r*  c quindi  l’equazione 

generale  diventa 

x*-f-p.r-f- Jp*  + r*:=:0,  ovvero  (ar-Hip),-l-r»  = 0. 

11  primo  membro  è allora  la  somma  di  due  quadrati,  e sotto  que- 
sta forma  si  comprende,  perchè  i due  valori  di  x sono  imma- 
ginari; ed  è perchè  non  esiste  evidentemente  alcun  valore,  sia 
positivo  sia  negativo , che  sostituito  ad  x possa  render  nulla  la 
somma  de’ due  quadrati. 


Specialità  notevoli  nelle  equazioni  della  forma  as*+bi+c:=0. 


184.  Per  risolvere  l’equazione 

ax*+<»x-(-c  = 0, 

si  divide  da  prima  per  a,  per  ridurla  alla  forma  ordinaria 

b e 

x*-\-~x-\--  = 0; 
a a 

c quindi  per  la  regola  generale  (18®),  ricavasi 

4 ' 

,T—  2a ~~  r 4a*  «’ 

ovvero,  riducendo  allo  stesso  denominatore  sotto  il  radicale, 

„=_‘±(/!E 

la  r b 

le  regole  conosciute  (1*4)  danno 


l — bar 

~ba*~ 


a / 6* — bac 

V 4o‘ 


l /4* — bar 


Ao"  2a 

dunque  i valori  di  x possono  scriversi  cosi 

— 6 -4- 1/6* — bar 


x-- 


2 a 


Sccondocliè  si  avrà  4* — 4ac>0  o =0,  n <0,  saranno  essi  reali 
ed  ineguali,  o reali  cd  eguali,  ovvero  immaginari. 

18G.  Ma  il  caso  particolare  che  vogliamo  qui  considerare,  si  è 
quello  in  cui  la  quantità  a , coefficiente  di  x * nell’  equazione  pro- 
posta, diminuisce  sino  a zero.  Si  faccia  dunque  a =0  i due  va- 
lori di  x presi  separatamente  diverranno 

— 4+1/6*  — 4+4  o 

;T=- 


.r=- 


0 

—b—Vb' 


n 

-li — 4 


-26 


0 0 0 
11  primo  valore  si  presenta  sotto  la  forma  - ; ma  per  le  osser- 
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vazioni  del  n.°  1**  non  può  dedursene  che  esso  sia  indetermi- 
nato, che  anzi  dimostreremo  che  non  può  esserlo.  In  (pianto  al 
secondo,  è questo  infinito. 

Riprendiamo  il  valore  generale  della  prima  radice. 


— 6 + 1/6*—  4oc 


Se  a fosse  fattore  del  numeratore  e del  denominatore , si  sop- 
primerebbe , ed  indi  facendo  a=0  si  avrebbe  il  vero  valore  di  x. 
Per  verità  non  può  mettersi  in  evidenza  questo  fattore  , ma  la 
difficoltà  è facile  ad  evitarsi.  Moltiplichiamo  il  numeratore  ed  il 

denominatore  per  — b — \/l)x — 4 oc;  ed  avremo 

( — ft-t-l/V  — 4ae)(—  b — Vb*  — bar) 

— 2a(6-e|/fc*  — bue) 

Il  numeratore  è allora  il  prodotto  della  somma  per  la  differenza 

delle  due  quantità  —b,  e | /b* — 4àc;  dunque  è uguale  alla  dif- 
ferenza dei  quadrati,  cioè  b*  — £>* -f-4ac  ovvero  4ac.  Si  vede  così 
che  2 a è fattore  comune  al  numeratore  ed  al  denominatore  di 
quest' ultima  espressione.* Sopprimendolo,  essa  diventa 

— 2c 

6 -t- — 4ae’ 

e facendo  allora  a=0  essa  dà  x=-£-,  pel  vero  valore  della 
radice  che  si  è presentata  da  prima  sotto  la  forma  -J. 

Relativamente  al  valore  x= — , pobbiamo  avvertir  soltan- 
to , che  il  divisore  zero  potendo  qui  riguardarsi  come  il  limite 
delle  grandezze  decrescenti , sien  positive , sien  negative,  il  valore 
infinito  debba  avere  il  doppio  segno  ± (1*0). 

Così , ricapitolando , i valori  generali  di  x , dedotti  dall’  equa- 
zione (ix*-f-6x-f-c=0,  divengono,  per  l’ipotesi  a = 0, 

— c 

x=  — , x — zhoo- 
0 

Merita  osservarsi  che  per  tal  caso  particolare  si  ànno  tre  valori 
di  x,  mentre  che  nel  caso  generale  non  se  ne  ànno  che  due. 

Per  ben  comprendere  che  questi  valori  convengono  effettiva- 
mente all’ equazioni  ax*-\-bx-\-c=0 , mettiamola  sotto  la  forma 


— bx  — c 


Supponendo  « — 0 la  quistione  è dunque  di  trovarci  valori  che 
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possono  render  nulla  l’ espressione  frazionaria — È chiaro 

da  prima  che  il  valore  x=-~^-  la  rende  nulla;  c siccome  la 

« • • h c 

stessa  espressione  può  scriversi  sotto  la  forma — si  vede 

che  essa  diventa  anche  zero,  per  i valori  x = ±oo  (*). 

183.  Consideriamo  il  caso  più  particolare  ancora  in  cui  si  à 
insiememente  «=0  e 6=0.  I due  valori  generali  di  x diven- 
tano £.  Abbiamo  veduto  precedentemente  die  può  il  primo  can- 
giarsi in 

— 2e 

x — • 

6-1-1/  6'  — 4ae 

Trasformiamo  similmente  il  secondo  : esso  diventa  da  prima 

( — 6 — 1/6“  — hoc)  ( — 6 -+-l/6“— iac)  _ 


c indi,  riducendo, 


2a  ( — 6 ■+•  1/6®  — 4ac) 
Se 


X-- 


— 6 -i-l/6“  — \a c 

Or  facendo  a=0  e 6=0,  i valori  di  x,  così  trasformati,  danno 
tutti  e due  a?=oo;  e qui  l’infinito,  dee  prendersi  ancora  col 
doppio  segno  [A]. 

Risoluzione  di  alcuni  problemi  dipendenti  dal  2.”  grado. 

188.  Problema  I.  Trovare  un  numero  che  moltiplicandolo  pel 
tuo  doppio  dia  un  prodotto  eguale  al  suo  triplo  aumentato  di  9. 
Sia  x il  numero  cercato  per  l’enunciato  si  à immediatamenti 
a:X2x=3;r+9, 

e da  questa  equazione  ricavasi  successivamente 

2x*  — 3x — 9 = 0,  x*  — \x — 5=0: 

*=*±1/77+7,  xz=ì±v7TPt T,  *=ì±t- 

Dunque  finalmente  x=^?=3,  ed  x= — ■(= — £• 


(*)  Nella  teoria  analitica  delle  curve  questi  valori  corrispondono  alle  in- 
tersezioni della  linea  delle  ascisse  x con  la  curva  di  2.°  ordine , la  cui 
equazione  è yx  -t-bx-r-  r—0.  Costruendo  questa  curva  si  vede  che  1’  asse 
delle  x rincontra  da  prima  ad  una  distanza  finita  dall’origine,  c,  che  di 
più  ne  è asintoto,  tanto  dalla  parte  delle  x positive  che  dalla  parte  delle  x 
negative,  vale  a dire  che  la  incontra  all’infinito  da  tulle  e due  le  parli. 
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Il  valore  positivo  x=3  soddisfa  la  quistione  nel  senso  pre- 
ciso dell’ enuncialo.  Se  nell’equazione  primitiva  si  cambia  x in 
—x  si  à 

a;  X2j"=9 — 3x; 

e da  ciò  conchiudesi  che  il  valore  negativo — §,  preso  positiva- 
mente,  risolve  il  problema,  nel  cui  enunciato  si  cercasse  il  nu- 
mero che  moltiplicato  pel  tuo  doppio,  dà  un  prodotto  uguale  a 9 
diminuito  del  triplo  del  numero  richiesto. 

i 8».  Problema  II.  Dividere  un  numero  dato  p in  due  parti 
il  cui  prodotto  eia  eguale  ad  un  numero  dato  q. 

Chiamando  x l’una  delle  due  parti  del  numero  p,  sarà  l’altra 
p — x,  e l’equazione  sarà 

x(p—x)=q, 

ovvero  ar*  — px-\-q= 0, 

da  cui  xz=Z±y/ 1 q. 

Questi  due  valori,  sembrano  accennare  a due  maniere  di  sod- 
disfare alla  quistione  ; ma  la  loro  somma  essendo  uguale  al  nu- 
mero a dividersi  p,  ne  segue  che  prendendo  l’uno  di  essi  per  x, 
l’altro  sarà  p — x,  cioè  che  essi  sono  le  due  parti  richieste  Tal 
risultato  d’altronde  era  facile  a prevedersi;  poiché  x non  indi- 
cava l’una  parte  anziché  l’altra,  ed  il  calcolo  dovea  perciò  darle 
amendue  per  valore  di  x. 

Perciò  che  si  è detto  circa  la  composizione  delle  equazioni  del 
2. ° grado  (18*),  potea  osservarsi  da  principio  che  i due  numeri 
incogniti,  dovendo  avere  per  somma  p,  e per  prodotto  q,  son  le 
due  radici  di  un'equazione  di  2.°  grado  in  cui  il  coefficiente  di 
x sarebbe  uguale  a — p e l’ultimo  termine  uguale  a q \ dunque 
debbono  essi  esser  determinati  per  l’equazione  x* — px-\-q=t^ 

jl  problema  non  è sempre  possibile,  poiché  se  si  dà 

i valori  di  x sono  immaginari.  Il  maggior  valore  che  può  aver  q- 

senza  che  il  problema  sia  impossìbile  è —,  ed  allora  i due  valori 

di  x sono  eguali  a Dunque  il  massimo  prodotto  che  pnò  ot- 

tenersi  con  le  due  parli  di  un  numdro  è uguale  al  quadrato  della 
metà  di  questo  numero. 

IO®.  Questa  conseguenza  si  presenta  immediatamente  pren- 
dendo per  incognita,  la  differenza  delle  due  parti  cercate.  Chia- 
Lez.  di  Alg.  19 
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miamo  z questa  differenza,  a la  parte  maggiore  e b la  parte 
minore.  Siccome  la  loro  somma  è p,  si  avrà  (•*) 


e per  l’enunciato  dee  aversi 

G+9  (HH- 

onero  effettuando  la  moltiplicazione 


Questa  equazione  mostra  che  il  massimo  valore  del  prodotto  si 
à quando  la  differenza  z è nulla,  cioè  quando  le  due  parti  sono 
eguali  tra  loro. 

Per  trovar  a e b,  dall'equazione  precedente  si  ricava 


e per  conseguenza  si  à 


Dovranno  prendersi  i segni  superiori,  ovvero  gli  inferiori;  ma  non 
si  à sempre  che  una  soluzione;  poiché  non  si  fa  così  che  cam- 
biar l'ordine  delle  parti. 

191.  Problema  111.  Detcrmituire  full  a retta  ehe  congiunge  due 
lumi  il  punto  ugualmente  illuminato  da  ciascuno. 

Supporremo  conosciuto  il  principio  di  fisica  che  le  intensità  di 
uno  stesso  lume,  per  dei  punti  disugualmente  distanti,  son  tra  loro 
in  ragion  inversa  de’quadrati  delle  distanze  dal  lume,  cioè  ehe  ad 
ima  distanza  doppia,  tripla  ecc.  l’intensità  della  luce  è quattro 
volte,  nove  volte,  ecc.  minore. 

Chiameremo  a l’intensità  della  prima  luce  per  i punti  situati 
all’unità  di  disianza,  e ò l’ intensità  della  seconda  per  i punti  si- 
tuati alla  stessa  distanza.  Per  queste  quantità  appunto  si  parago- 
nano le  due  luci  tra  loro  dicendo  che  a e b sono  le  intensità. 


# 1 5# 

C"  A C B C' 

Sieno  A e B i due  lumi,  c C il  punto  cercato.  Faremo  AB=rf, 
AC=a-,  da  cui  BC=d — x.  Pel  principio  citato,  alle  distanzc2, 3, 4... 

l’intensità  della  luce  del  lume  A sarebbe  ^ ; dun- 
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que,  pel  punto  C alla  distanza  x,  è dessa  — • Similmente  l’inten- 

«C 

sità  della  luce  del  lume  B,  per  i'istesso  punto  0 alla  distanza 

d — x,  è b ■■■■•  Ma  l’enunciato  esige  che  queste  due  inten- 

1 [d  — x)* 

sità  sieno  eguali;  dunque  si  à l’equazione 

ri  ab. 

[«] 


la  quale  può  scriversi  cosi 


(•»-*)* 


(d  — x)*=-x»; 


e,  per  evitare  d’introdurre  radicali  nel  calcolo,  metteremo  c*  in 
vece  del  rapporto  di  6 ad  a,  ciò  che  torna  ad  indicare  per  c la 
radice  quadrata  di  questo  rapporto.  Allora  l' equazione  a risol* 
vere  sarà 

[6]  (rf — x)*=e*a:*. 

Potrebbe  svilupparsi  il  quadrato  di  d— -x,  e porre  questa  equa- 
zione sotto  la  forma  a:*-f-px-l-q=0;  ma  essa  si  riduce  imme- 
diatamente al  l.°  grado,  estraendo  la  radice  quadrata  dai  suoi  duo 
membri.  Si  à cosi,  dando  a ciascuna  radice  il  segno  ± , 
àz(d — x)—±cx; 

e,  a cagione  del  doppio  segno,  questa  equazione  equivale  alle  quat- 
tro seguenti 

[c]  +(d— x)=+cx,  -\-{d—x  }=— ex, 

[rf]  — [d — x)—-t-cx,  — (d — a?}=; — ex. 

Ma,  cambiando  tutti  i segni  alle  due  ultime,  si  ricade  sulle  due 
prime;  quindi  ci  limiteremo  a considerar  solamente  le  equazio- 
ni [e]. 

A tal  proposito  possiam  osservare  generalmente,  che  quando 
si  estrae  la  radice  quadrata  dai  due  membri  d’ una  equazione , 
basta  porre  il  segno  ± innanzi  l’uno  di  essi. 

Risolviamo  dunque  l’equazione  [e],  e ricaviamo  i due  valori 


Discussione.  l.°  Sia  c<  1.  Siccome  c»  rappresenta  il  rapporto  j, 

tale  ipotesi  si  riduce  a supporre  la  luce  del  lume  A più  intensa 
di  quella  di  B.  Allora  il  primo  valore  di  x è positivo,  <d  e >~rf. 
Dunque  esiste  tra  i due  lumi,  e più  distante  da  A che  da  B,  un 
punto  C egualmente  rischiarato  da  ciascuno.  Il  secondo  valore 
di  x è anche  positivo,  ma  > di  d;  determina  esso  un  tal  punto,  co- 
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ine  C',  al  di  là  di  B per  rapporto  ad  A ; ed  è facile  riconoscere 
che  in  tal  punto  l'intensità  della  luce  del  lume  A è la  stessa  che 
quella  del  lume  B.  In  effetti,  chiamando  x‘  questo  valore  di  x che 
soddisfa  all’equazione  [a],  si  dee  avere 


ab  ab 

■}  ovvero  — 


'(d— x')«'  ”■  a'*- '(a-'  — </)*’ 

eguaglianze  i cui  due  membri  son  precisamente  le  intensità  di  cui 
si  tratta. 

2.#  Sia  c>  1 ; cioè  che  l’intensità  della  luce  del  lume  B superi 
quella  di  A.  E chiaro  che  dovrà  avvenire  pel  punto  B ciò  che 
abbiam  detto  pel  punto  A,  e reciprocamente  ; il  che  viene  anche 
confermato  dai  valori  di  x.  Il  primo  valore  che  è positivo,  e <;<i 
mostra  esservi  tra  A e B un  punto  egualmente  illuminato  da  cia- 
scun lume,  ma  che  è più  vicino  ad  A che  a B.  Il  secondo  va- 
lore di  a;  è negativo  ; indichiamolo  con  — x'.  Siccome  questo  va- 
lore dee  sempre  soddisfare  all’eq/  [a],  si  à 


a b 

(d-f-a:')* 

Or,  se  dall’altra  parte  di  A si  prenda  AC"  = a;',  il  primo  mem- 
bro dell’eguaglianza  precedente  esprimerà  l’intensità  della  luco 
die  il  punto  C"  riceve  da  A,  ed  il  secondo,  quella  della  luce 
che  riceve  da  B;  perciò  sarà  egualmente  rischiarato  da  A e da 
B.  Cosi  conforme  al  n.°  104  il  valore  negativo  di  x indica  un 
semplice  cangiamento  di  posizione  nella  distanza  indicata  con  x. 

3.°  Sia  c= 1,  ciò  che  suppone  le  due  luci  di  uguale  inten- 
sità. I due  valori  di  x diventano 


d d 


Il  secondo  valore  essendo  infinito,  non  esiste  più , propriamente 
parlando,  che  un  sol  punto  ugualmente  illuminato,  che  è deter- 
minato dal  primo  valore,  ed  è il  punto  medio  della  retta  AB. 

Per  mostrare  come  il  valore  infinito  possa  convenire  alla  qui- 
stione,  osserviamo  che  nel  caso  attuale,  in  cui  è c = l , l’cqu.'  [ò] 
può  scriversi  cosi 

(r?y=i> da  - (*-;) 

Allora  ò chiaro  che,  dando  ad  .t  un  valore  grandissimo,  il  primo 
membro  differirà  pochissimo  dall’unità,  e questa  differenza  può 
rendersi  tanfo  piccola  che  si  vorrà , prendendo  x abbastanza  gran- 
de. Questa  è l’idea  che  bisogna  associare  al  valore  infinito,  il 
quale  à d’ altronde  il  doppio  segno  rfc. 
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a •*.  Per  esercizio,  proporremo  ancora  gli  enunciati  seguenti: 
Problema  IV.  Due  operai  impiegati  con  diverso  salario  essendo 
stati  saldati  dopo  un  certo  tempo,  il  primo  à ricevuto  96  fr.  ed 
il  secondo  che  atta  travagliato  6 giorni  di  meno,  à ricevuto  64  fr. 
Se  il  secondo  avesse  travagliato  lutti  i giorni , ed  il  primo  fosse 
mancato  6 giorni,  avrebbero  ricevuto  amendue  la  stessa  somma. 
Quanti  giorni  ciascuno  à travagliato,  c quanto  è il  salario  gior- 
naliero di  ciascuno?  Risposta:  il  l.°  à travagliato  24  giorni,  e 
riceveva  4 fr.  al  giorno;  il  2.°  à travagliato  18  giorni,  e rice- 
veva 3 fr. 

• Problema  V.  Un  negoziante  fa  scontare  da  un  banchiere  due 
cambiali,  l’ una  di  1577  fr.  e 90  cent,  pagabile  in  3 mesi,  e l’ altra 
di  2605  fr.  pagabile  in  7 mesi.  Egli  riceve  per  tutto  4050  fr. 
Si  cerca  la  ragione  dell’  interesse  su  cui  si  è computato  lo  sconto. 
Risposta:  l’interesse  annuale  era  di  7 fr.  c 20  cent,  per  100  fr. 

Problema  VI.  Trovare  due  numeri  x ed  y tali  che  moltipli- 
candosi rispettivamente  per  due  numeri  dati  a e b,  la  somma  dei 
prodotti  sia  uguale  ad  un  numero  dato  p ; e tali  ancora  che  mol- 
tiplicando i loro  quadrati  per  gli  stessi  numeri  a e b , la  somma 
de’ prodotti  sia  eguale  ad  un  altro  numero  cognito  q.  Risposta: 

opdt|/o6[(a  -t-  6 )q — pa  ] Ip  =pl/«4[  ( <1  + 6)7 — />*  J 

a(as-b)  ’ y ' b(a-hb)  ' 

JV.  B.  Se  il  lettore  incontra  difficoltà  a risolvere  tal  problema  con  due 
incognite  può  tralasciarlo,  occupandosene  dopo  il  n.°  194. 

Equazioni  ad  una  sola  incognita  che  si  risolvono  coma  quelle  del  S.°  gra- 
do. — Esempi  che  contengono  più  incognite  e che  dipendono  dal  3.’ 
grado. 

198.  Allorché  un’equazione  contiene  due  sole  potenze  dell’ in- 
cognita, di  cui  l’una  à un’esponente  doppio  di ‘quello  dell’ altra, 
può  mettersi  sotto  la  forma 

[1]  ar*m-(-px"+9=0. 

Considerando  da  prima  xw  come  l’incognita,  ar*“  ne  sarà  il  qua- 
drato, e l’equazione  si  risolverà  come  quella  del  2.“  grado.  Per 
tal  modo  si  avrà 

x"=—{p±\/xi’t—q- 

Rappresentiamo  d’tina  maniera  abbreviata  con  a e b i due  va- 
lori di  xm,  avremo 

xm=a,  x™=6; 
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c quando  si  sapranno  risolvere  queste  equazioni,  cioè  trovare  tutti  i 
valori  che  soddisfano  a ciascuna  di  esse,  è chiaro  che  si  trove- 
ranno tutte  le  soluzioni  dell’eq.*  [1]. 

Queste  equazioni  son  della  classe  di  quelle  che  diconsi  a due 
termini,  di  cui  ci  occuperemo  in  appresso.  Per  ora  ci  arresteremo 
al  caso  di  m=  2.  L’eq.  [1]  è allora 

[2]  x*-|-p:r»-f-q=0; 
prendendo  x%  per  incognita,  si  à da  prima 

*•=— iP-+-YiP‘— q,  x'=—\p—\/\p'—q; 
ed  in  seguito,  ciascuna  di  queste  nuove  equazioni  dando  due  ra- 
dici, l’eq.  [2]  ne  ammetterà  quattro,  cioè 

x-=-±V—  lp+V\p'—^ q,  x — ±V — ìp— 1/Ìp1— q. 
Supponiamo,  ad  esempio,  che  si  abbia  l'equazione  particolare 
xl — 12  x‘ — 64=0. 

Si  farà  nelle  formolo  precedenti  p = — 12,  g = — 64 , ed  esse  da- 
ranno 

®=d=l/64-4/364-6i==±l/64-|/M=±l/Ì6==±4, 

x= ± 1/6— 1/36+64= ± V^Ì  = ± 2 l/=i. 

Così  l’ equazione  di  cui  si  tratta  à quattro  radici , due  reali  e due 
immaginarie  : 

x=±ì,  x=±  21/ — 1. 

i 94 . 1 principi  che  àn  servito  a risolvere  le  equazioni  di  1 .°  grado 
a più  incognite,  ricevono  la  loro  applicazione  anche  nel  2.®  grado. 
Esempio  I.  Sieno  le  equazioni 

[3]  x-\-y=a,  x*  y*  = ó*. 

Per  risolverle,  dalla  prima  ricavasi 

y—a — x , 

si  sostituisce  questo  valore  nella  2.*,  la  quale  successivamente  di- 
venta 

«•-+-'( a — x)*=ò»,  2x* — 2ax-f-a1=ò*l  x* — ax—b  a • 

M 

L'ultima  delle  quali  dà  due  valori  per  x , che  ponendoli  net- 
l’ espressione  y—a — x , si  avranno  per  y due  valori  corrisponr- 
denti  ; cosichè  si  avrà  : 

i x = ia±il/26* — a*, 

( y = ìozfijil/ìb*— a». 

Bisogna  aver  cura  di  prendere  i segni  superiori  assieme,  ed  i se- 
gni inferiori  assieme.  Le  due  soluzioni  che  cosi  si  ottengono  non 
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differiscono  che  pel  semplice  cangiamento  di  x in  y,  e di  y in  x; 
c tal  risultato  era  facile  a prevedersi  ; poiché  tal  cangiamento  non 
ne  fa  subire  alcuno  alle  eq.1  [3],  Un’osservazione  analoga  si  presenta 
nell’esempio  seguente. 

Esejhpio  li.  Sieno  le  equazioni 

[4]  a’»  + y4  = aB,  xy=b* , 

l » 

La  2.*  dà  y—~,  e quindi  la  1.*  diventa 
6* 

x*-+-— ==a»,  da  cui  x4 — a*x-j-6*=0. 
Considerando  da  prima  x*  come  l’incognita,  ricaviamo 
x*  = £a*  dfc  j 1/  a4 — ib*  ; 

* ed  in  seguito,  prendendo  separatamente  questi  due  valori,  se  ne 
avran  quattro  per  x,  cioè 

[a]  a-=±  io*-}-  jl/a4— 464, 

{*]  x=±Y/  ia' — i l/a4— 4 b*. 

b* 

Ponendo  questi  valori  nell’espressione  y=  — , si  otterranno  i 

X 

valori  corrispondenti  di  y.  Sostituendo  da  prima  i valori  [a],  si  à 
fc* ’ 

— |/  ì o’  + — ib* 

Per  semplificare  questa  frazione,  si  moltiplicheranno  i suoi  due 
termini  pel  radicale  ; il  che  darà 

v__  ±**4/t«i‘— 

I/[ia«+ìl^=-~46*J  l>._- 

Riducendo  il  denominatore,  si  trova  che  desso  è uguale  a 6»;  dun- 
que sarà 

y = ±V~a*~ 

Senza  far  nuovi  calcoli , apparisce  chiaramente  che  i valori  di  y, 
corrispondenti  a quelli  della  forinola  [6],  saranno 

*,  y — ± Kia.-K  1/^=4 T*  ■ 

E chiaro  adunque  che  le  eq.'  [4]  ammettono  quattro  soluzioni,  che 
son  completamente  conosciute.  Prendendo , in  ciascuna  coppia 
precedente  i segni  superiori  assieme,  ed  i segni  inferiori  assieme, 
tali  soluzioni  verran  rappresentate  assai  distintamente  cosi: 

|x  = ±|/>ja»44t/~a4_4ft«  (x==±l/ia«— 

ÌI/KTÌ64,  ìy=±|/^a»4-i  I/JTTam. 
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Le  stesse  eq.‘  [4]  possoo  risolversi  più  semplicemente  come 
segue.  Addizionando  la  l.“  col  doppio  della  2.“,  ed  osservando 
che  x*-i-y*-f-2xy  è il  quadrato  di  x + y,  si  à 

(x-|-y)*:=a*-|-2ò*,  da  cui  x-f-y=±  V a*-f-26*. 
Similmente,  sottraendo  dalla  1.*  il  doppio  della  2.*,  si  è 
(x — y)*=a* — 26*,  da  cui  x+y=± l/a* — 26*. 
Conoscendo  ora  la  somma  x-+-y,  e la  differenza  x— y,  la  regola 
del  n.°  S*  darà  i valori  delle  due  incognite.  Posson  d’altronde 
combinarsi  a piacere  i segni  dei  due  radicali.  Prendendoli  amen- 
due  con  lo  stesso  segno , si  avrà 

(x=±|  (1/  «*-(-26*  -|-|/a* — 26*) , 

( y=±  4(l/ò*+26*  — I/o* — 26*). 

Prendendoli  poi  con  segni  conlrari , si  avrà 

fx=rt  (l/o*-(-26*  — 1/  oa — 26*) , 

\ y=±4(l/a*-j-26*  + I/o*— 26*) . 

Abbiamo  avuto  cosi  quattro  soluzioni,  come  pel  metodo  precedente; 
queste  però  si  presentane  sotto  una  forma  ben  diversa;  ma  siccome 
le  soluzioni  ottenute  con  qualunque  processo  debbon  esser  le  stes- 
se ; cosi  siam  sicuri  che  i valori  forniti  dal  secondo , debbono 
essere  una  trasformazione  di  quelli  ottenuti  col  primo.  Espor- 
remo al  più  presto  (IVA)  un  metodo  per  effettuar  tali  trasfor- 
mazioni. 

Esempio  HI.  Siano  le  equazioni  generali 

[5]  x*4-Px-f-Q=0 , x*  + P'x  + Q'=0 

in  cui  P,  Q,  P',  Q',  sono  funzioni  qualunque  di  y.  Sottraendo 
si  à 

(P  — P)x  + 0_ Q'=  0 da  cui 

Sostituendo  questo  valore  per  x in  una  delle  eq.’  [o] , ad  esem- 
pio , nella  1 .“ , si  à 

(Q* — Q)*  + P(Q'— Q)(P— P')-HÌ(P— P')*=0, 

ovvero  sotto  un’  altra  forma , 

(Q'_Q)t  + (P_P')(PQ»_QP»)=0. 
Quest’equazione  non  contiene  che  la  sola  incognita  y,  e quando 
saprà  risolversi,  farà  dessa  conoscere  i valori  di  y;  che  sosti- 
tuendoli nell’espressione  di  x,  scritta  innanzi,  si  avranno  i cor- 
rispondenti valori  di  x. 

194  Perchè  l’analisi  di  2.°  grado  fosse  completa,  bisogne- 
rebbe considerar  il  caso  in  cui  le  incognite  son  di  maggior  nu- 
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mero  delle  equazioni.  U caso  più  semplice  è quello  di  Una  equa- 
zione a due  incognite  x ed  y.  Risolvendola  per  rapporto  ad  una 
delle  incognite,  ad  esempio  y,  si  troverà  generalmente  un’espres- 
sione contenente  x sotto  un  radicale;  di  maniera  che  dando  a 
questa  incognita  x dei  valori  razionali  qualunque,  si  trovereb- 
bero per  y valori  irrazionali.  Potrebbe  allora  proporsi  la  ricerca 
dei  valori  razionali  di  x , per  i quali  i corrispondenti  valori  di  y 
sien  anche  razionali.  Ma  la  difficoltà  di  un  tal  problema , a meno 
che  non  si  restringa  a qualche  caso  semplicissimo,  supera  i li- 
miti di  un  trattato  elementare.  Veggasi  la  Teoria  dei  numeri  del 
Legendre. 

Radice  quadrata  d’ una  quantità  parte  commensurabile , e parte 
incommensurabile,  ovvero  parte  reale,  e parte  immaginaria. 

IM.  Proponiamoci  di  estrarre  la  radice  quadrata  da  una 
quantità  parte  commensurabile,  e parte  incommensurabile. 

Se  si  fa  il  quadrato  di  ^ a a e b essendo  quantità  ra- 
gionali, si  à un  risultato  della  forma  A-f-l/ìf,  in  cui  A e B son 
quantità  razionali.  Da  ciò  conchiudesi  reciprocamente  che  la  ra- 
dice quadrata  d’una  espressione  di  quest’ ultima  forma  può,  in 
certi  casi,  ridursi  alla  prima;  e questa  trasformazione  appun- 
to cercasi  effettuare,  quant’è  possibile.  Bisogna  adunque  con- 
siderare A,  e B come  quantità  razionali,  l/B  come  una  quan- 
tità irrazionale,  e determinare  per  oc  b,  valori  razionali  tali 
che  s'abbia 

(l/à-hl/6)»  = A-t-KB. 

Sviluppando  il  quadrato  si  à 

a +6  -J-l/4aò  = A 

Nel  1. 8 membro,  a-f-6  dev’  esser  un  numero  razionale,  e non 
v’è  che  la  parte  \/\ab  che  possa  essere  irrazionale.  Dimostriamo 
ora  che  debbano  aver  luogo  separatamente  le  uguaglianze 
[1]  a-f-ò= A,  [2]  4aò  = B. 

Supponiamo,  in  effetti  che  sia  diversamente,  ed  isoliamo  |/4 ab 
nel  i.®  membro;  si  avrà  V àab—k — a — Facciamo 
A — a — b=k  per  brevità,  ed  innalziamo  a quadrato.  Si  avrà 

4oò=*»-f-B-l-2Al/B,  da  cui  4 aò—à* — B=2à|/B: 
uguaglianza  assurda;  poiché  una  quantità  razionale  non  è giam- 
mai uguale  ad  una  quantità  irrazionale.  L' assurdità  non  può  ces- 
ie;. di  Mg.  20 
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«ire,  d’altroude  che  facendo  *=0,  o che  torna  io  stesso  a-f-fcsA, 
allora  l'ultima  uguaglianza  si  riduce  a 4 ab — B=0,  da  cui  \ab=B, 
ed  eccoci  quindi  tornati  alle  equazioni  |i]  e [9]. 

Se  si  innalzi  la  1.*  di  queste  equazioni  al  quadrato,  e quindi  ' 
da  essa  si  sottragga  la  2.*,  il  1.®  membro  dell' equazione  risul- 
tante sarà  il  quadrato  di  a — 6;  dunque 

[3]  a— b=[/\*  — B. 

E potendo  supporsi  a la  maggiore  delle  due  quantità  a e b 
perciò  abbiam  preso  il  radicale  \/ A*  — B col  segno  -f-. 

Conoscendo  adunque,  per  le  equazioni  [1]  e [3],  la  somma  e 
la  differenza  delle  incognite  a e b;  avremo 

o = ì A 1/ A*  — B,  b='i\  — il/ A*—  B. 

La  quistione  esige  che  i valori  di  a e di  b sieno  razionali  ; per- 
ciò è chiaro  che  A*  — B debba  essere  eguale  ad  un  quadrato 
C*,  onde  adempire  alla  condizione  anzidetla. 

Allora  si  avrà  a=-  ^ L , 6=--  C;  ed  in  seguito 

ra  /Tpps=|/  ^r- 

Supponendo  tacitamente  l/B  positivo,  i radicali  del  secondo 
membro  debbon  prendersi  amenilne  col  -f- , o amendue  col  — : 
altrimenti , innalzando  al  quadrato  questo  membro , non  si  ripro- 
durrebbe il  termine  -|-|/B,  ma  sibbene  — V II. 

Quest’ osservazione  prova  nello  stesso  tempo  che,  se  si  avesse 
1/ A — J/b*,  bisognerebbe  prendere  i due  radicali  con  segni  con- 
trari , e quindi  si  scriverebbe 

[si 

Sia  ad  esempio  l’espressione  |/12-(-l/l40.  Si  à A = 12, 
B=110,  A»  — B=4.  Quest’ultimo  numero  è un  quadrato,  e 
si  à C = 2:  può  dunque  applicarsi  la  forinola  [4],  e si  ottiene 

i ''iTPT® = /W+  V 

Sia  ancora  l’espressione  |/t — 2xl/i_ x*.  Si  avrà  A=i, 
B=4x* — 4x*,  l/A*  — B ovvero  C = 1 — 2.r“.  Poicliè  C non  è 
alletto  da  radicale,  e che  d’altronde  il  secondo  radicale  dell’espres- 
sione proposta  à il  segno  — , dee  applicatisi  la  foratola  [o] , 
per  cui  si  à 

l/l  — ,c»  = |/l — x * — x. 
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Il  valore  di  V 1 — x * entra  nei  due  membri.  Dee  Inoltre  osser- 
varsi , che  bisognerà  mettere  il  segno  ± innanzi  il  secondo  ra- 
dicale , se  vuoisi  che  desso  rappresenti  i due  valori  del  primo . 

191.  Allorchò  la  quantità  A* — B non  è quadrato,  i valori 
di  a e b non  sono  più  razionali  ; ma  è chiaro  d’ altronde  che 
sostituendoli  in  \/a-\-\/b  si  a nonpertanto  un’espressione  equi- 
valente a l/A-B/g.  Sol  che,  essendo  allora  molto  più  com- 
plicata , è rare  volte  adoperata.  Non  pertanto  quando  l/ìt  è im- 
maginario , dessa  conduce  ad  un  risultato , che  merita  d’ esser 
osservato.  Cambiamo  B in — B“,  A-j-l'^B  diventa  A±Bl/ — 1; 
e quel  che  è ad  osservarsi  si  è che  la  radice  quadrata  di  A-j-Bl/ — 1, 
si  riduce  anche  essa  ad  una  espressione  della  forma 
in  cui  a e 6 son  quantità  reali , che  possono  d’ altronde , come 
A e B,  non  esser  razionali. 

Questa  proposizione  torna  evidente,  se  si  cambi  B in  — B* 

nei  calcoli  del  numero  precedente.  Allora,  in  vece  di  C=|/Aa — B, 

si  à C=4//A»-t-B*;  e quindi 

A-+-l/A*+B*  A— 

a = , b— — . 

2 ’ 2 

Il  radicale  1/ A*+Ba  essendo  > A , il  valore  di  a è positivo , e 
quello  di  b è negativo.  Indicandoli  con  *•,  e — jS»,  si  avrà 

|/a==rh»,  l/b=±p[/  — 1 ; ed  in  seguito 

[6]  I/A-hB  V-\ = ± (»+ £ l/=l  ) . 

Prendiamo  * e p,  tutti  due  col  -f-,  o tutti  due  col  — , poiché 
il  prodotto  deve  essere  uguale  a B,  che  si  è supposto  po- 
sitivo. Se  vi  fosse  il  — innanzi  il  BI / — 1,  è chiaro  che  allora 
dovrebbe  scriversi 

[7]  V/A-Bl^ZT=±(»_ (Sl/^ì). 

Sarebbe  facile  arrivar  direttamente  a queste  ultime  forinole , 
facendo  V' — 1 , e determinando  per  * e p 
dei  valori  reali  tali,  che  A+Bl/ — 1 sia  il  quadrato  di  *- f-^s  |/ — 1. 
Lasccremo  al  lettore  quest'esercizio. 

Per  offrire  un’applicazione,  scagliamo  l’espressione  semplicissima 
Paragonandola  con  l/A±Bp^f , si  à A=0,  B=l, 
n=y,  P—Y\\  * quindi  si  avrà 

VTv=i=± 
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■ 99.  Osservazioni).  Addizioniamo  le  forinole  [6]  c [7],  pren- 
dendo i soli  segni  •+-,  gl’immaginari  si  distruggeranno,  e resterà 

l/X+BÌTrì-l- 1/  X=Bp3f==  2* =l/2A+2pX^5*. 

Cosi  nel  caso  particolare  di  A=0,  e B=l,  si  avrebbe 

|/+V=i + 1/— l/=T = Vì. 

Osservazioni  lui  mauimi,  « minimi. 

■ 99.  Abbiamo  trovato  [precedentemente  (*89)  che  il  prodotto 
massimo  che  può  formarsi  con  le  due  parti  di  un  numero,  ugua- 
glia il  prodotto  delle  sue  due  metà.  Questa  proposizione  può  ge- 
neralizzarsi cosi  : Il  prodotto  di  più  numeri , la  cui  somma  ugua- 
glia un  numero  dato , diventa  massimo  quando  questi  numeri  sono 
uguali  tra  loro. 

Supponiamo  che  s’abbia  o-4-ò-l-c-f-dH —p,  e che  tra 

le  diverse  maniere  di  scegliere  i numeri  a,  b,  e,  d in  modo 

che  a tal  condizione  soddisfino,  si  sia  preso  quella  che  rende  il 

prodotto  alìcd massimo:  dico  che  allora  tutti  questi  numeri 

sono  uguali.  In  effetti,  se  a e b,  ad  esempio,  fossero  ineguali, 
si  avrebbe  (*89) 

“<(¥)(¥)■ 

c quindi  ancora 

Ma  nel  secondo  prodotto  la  somma  de’  fattori  è la  stessa  che  nel 
primo,  cioè  uguale  a p;  dunque  il  prodotto  abcd....  non  è un 
massimo , se  non  (piando  tutti  i suoi  fattori  sono  uguali  tra  loro. 

900.  L'andamento  del  n.°  189,  per  cui  si  è conosciuto  il  pro- 
dotto massimo  delle  due  parti  di  un  numero,  è suscettibile  d’e- 
stensione. Supponiamo  che  una  funzione  sia  composta  di  un’  in- 
determinata x , combinata  con  delle  quantità  date,  e che  si  cer- 
chi quel  valore  di  x , per  cui  la  funzione  diventa  un  massimo  , 
o un  minimo.  Si  ragionerà  da  prima  come  se  bisognasse  rendere 
tal  funzione  uguale  ad  una  quantità  qualunque  z;  si  avrà  così 
un’  equazione  da  cui  si  ricaverà  $ valore  di  x,  ed  allora  si  cer- 
cherà, se  v’è,  qualche  valore  di  3,  dopo  o prima  del  quale  i va- 
lori corrispondenti  di  x diventano  immaginari.  Nel  primo  caso 
questo  valore  di  s è un  massimo  che  l’espressione  proposta  non 
può  sorpassare,  e nel  secondo  è un  minimo. 
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Sia,  ad  esempio,  la  frazione 

x* — 2* -1-3 
tr  — 2 

xa  — 2x  -4-2 

Uguagliandola  a z,  si  a l’ equazione  — 2x—‘i — ="  ’ “a  cu*  r‘“ 
cavasi 

x=z+i±V'z' — 1. 

Si  vede  chiaramente  che,  facendo  z=+l,  si  à x=2,  e che 
i valori  di  z , poco  minori  di  1 rendono  x immaginario  ; dunque 
l’espressione  proposta  à un  valore  minimo,  che  è uguale  ad  1 , 
e corrisponde  ad  x = 2. 

Similmente,  facendo  z= — 1,  si  à x=0;  e valori  negativi 
di  z poco  minori  di  1 renderebbero  x immaginario.  Ma,  in  al- 
gebra, le  quantità  negative  che,  astraendo  dal  segno,  sono  de- 
crescenti, debbono  riguardarsi  crescenti  quando  si  tien  conto  del 
segno  ; dunque  può  dirsi  che  i valori  di  z poco  maggiori  di  — 1 
rendono  x immaginario;  dunque  z = — 1 è un  massimo,  che  cor- 
risponde ad  a;=0. 

11  carattere  essenziale  del  massimo  non  è già  di  superare  tutti 
gli  altri  valori , ma  solamente  quelli  che  immediatamente  lo  pre- 
cedono , e lo  seguono.  Similmente  dee  intendersi  pel  minimo. 
Non  ci  fermiamo  di  più  sulla  determinazione  dei  massimi,  e mi- 
nimi; poiché  riguardasi  tuttavia  questa  quistione  conie  un’  ap- 
plicazione del  calcolo  diiTerenziale. 

CAPITOLO  X. 

POTENZE,  E BADICI  IN  GENERALE. 


Potente,  e radici  de’  monomi.  — Esponenti  frazionari. 

*OI.  Sia  il  prodotto  pqr , ed  n un  numero  positivo  qua- 

lunque: si  à 

{pqr- • • • )"—pqr-  ■ • x'p qr- • • Xpqr- • • X ec. 

=ppp- • • Xqqq-  • • Xrrr  • • X ec. 

; 

dunque  un  prodotto  s'innalza  ad  una  potenza,  innalzando  cia- 
scun fattore  a questa  potenza. 
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Se  si  tratta  di  una  quantità  am  che  à già  un  esponente , si  avrà 

(«”  j'=u"xa'X(i*X —am  i-— . . — a"’  ; 

dunque  una  quantità  già  affetta  da  esponente  s’innalza  a potenza, 
moltiplicando  quest’ esponente  pel  grado  della  potenza. 

Volendo  innalzare  a potenza  un  monomio  qualunque,  può  que- 
sto riguardarsi  come  un  prodotto , e quindi  innalzar  tutti  i fat- 
tori a questa  potenza  ; or  ciò  torna  ad  innalzare  il  coefficiente  a 
questa  potenza,  ed  a moltiplicar  tutti  gli  esponenti  pel  grado  di 
questa  potenza. 

Allorché  una  quantità  è positiva,  tutte  le  sue  potenze  son  po- 
sitive; ma  allorché  dessa  è negativa,  è chiaro,  per  la  regola  dei 
segni  , che  la  2.*  potenza  avrà  il  la  3.*  il  — , la  4.®  il  -f-  ecc. 
Cosi  in  generale , qualunque  sia  il  segno  d’ una  quantità , le  po- 
tenze pari  di  essa  anno  il  segno  e le  impari  conservano  il 
segno  della  quantità  stessa. 

Per  le  regole  precedenti,  si  avrà 

( ± 2a5  li3  c )*=-{-  16a‘®  &E0  c* , (rfc2as6sc),=±32a“6«c!‘. 

*o*.  Queste  regole  possono  invertirsi,  e si  avranno,  per  l’estra- 
zion  delle  radici , le  regole  seguenti  : 

1. ®  La  radice  d’un  prodotto  s’estrae,  estraeiìdo  la  radice  da  cia- 
scun fattore. 

2. °  La  radice  di  una  quantità  affetta  da  esponente  si  estrae, 
dividendo  quest’ esponente  pel  grado  o indice  della  radice. 

3. °  La  radice  d’un  monomio  qualunque  si  estrae,  estraendo 
quella  del  coefficiente , e dividendo  gli  esponenti  di  ciascuna  lettera 
per  l’indice  della  radice. 

4. °  Quando  la  radice  ad  estrorsi  è d’indice  pari,  deve  aver  il 
doppio  segno  ±;  quando  è d’indice  impari  dee  aver  lo  stesso  se- 
gno della  potenza. 

Per  tali  regole  si  à 

|/81o,*6,*=±3«*61,  J/  3'2a,0òI=2a“ò,  \/ — 32  a*bl’= — 2 ab’. 

*03.  Quando  il  coefficiente  d’un  monomio,  non  6 una  po- 
tenza esatta  dell’ordine  indicato  dall’ indice  della  radice  ad  estrarsi, 
ovvero  gli  esponenti  dei  diversi  fattori  non  son  divisibili  per  un 
tal  indice,  la  radice  di  tal  monomio  s’indica  da  prima  col  se- 
gno J/,  e si  sempHOca  poi  il  radicale,  come  abbiam  già  fatto  pel 

* 

radicale  quadrato.  Ad  esempio  sia  |/96 a'b’c11.  Si  osserverà  che 

9G=2,x3,a,=B,'xa*,c,,=cI#Xc;  dunque 

• « » 

V 96n'b*c'  ,=J/2“o!‘6,f  ' °X'3«*c=2nbcg  V 3 a’c  ; 
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cioè  che  per  semplificare  un  raditale,  si  deconupo m la  quantità 
sotto  il  radicale  in  due  fattori , di  cui  l’ uno  contiene  le  potenze 
esatte  dello  stese’ ordine  della  radice  ad  estrorsi,  e l’altro  » ri- 
manenti fattori  ; si  estrae  indi  la  radice  dal  primo  fattore,  e s’in- 
dica quella  del  secondo. 

*04.  Ogni  quantità  reale,  positiva  o negativa,  innalzata  a 
potenza  pari , non  può  dar  risultato  negativo  ; dunque  ogni  espres- 
sione composta  di  un  radicale  di  grado  pari  con  quantità  sottopo- 
sta negativa,  rappresenta  una  quantità  immaginaria. 

Così , supposte  a e b grandezze  in  se  stesse  positive,  saranno 
immaginari 

4 - a i-  8 __ __ _ 

1/ — a,  J/ — a3,  \/ — 2 alb*. 

Ma  tutte  queste  quantità  possono,  come  i radicali  quadrati  im- 
maginari (t 5»)  trasformarsi  in  prodotti,  in  cui  non  v’ è d’imma- 
ginario che  una  radice  di  — 1 . Ad  esempio  si  à chiaramente 

\/~a—  \/aX—l=  l/àx  V~V. 

*05.  Come  la  divisione  à condotto  agli  esponenti  negativi, 
così  l’estrazion  delle  radici  conduce  agli  esponenti  frazionari.  Per 
la  regola  2.*  del  n.°  *©*,  volendo  estrarre  la  radice  5.“  da  a10, 
dee  dividersi  l’esponente  per  5,  e la  radice  cercata  è a*.  Ma, 

3 1 O 

limitandosi  al  solo  accennar  la  divisione,  può  scriversi  l/o*°=a  5 . 

Se  l’esponente  di  a non  fosse  divisibile  per  5 la  radice  non 
potrebbe  più  estrarsi;  ma  nulla  impedisce  indicar  ancora  la  di- 
visione dell’esponente,  la  quale  allora  avrà  per  denominatore  l’in- 
dice della  radice.  Gli  algebristi  ànno  in  elletti  adottato  questa  con- 
venzione, e riguardano  quindi  come  equivalenti  le  due  espressioni 

n _ m 

|/a“  e a*. 


Disposizioni , permutazioni,  e combinazioni. 

•OO.  Per  formar  uua  potenza  qualunque  d’uu  binomio  siam 
condotti  incidentemente  a risolvere  una  quistionc  che  esige  qual- 
che sviluppo,  e di  cui  è utile  conoscere  antecedentemente  la  so- 
luzione. Essa  fa  parte  di  una  teoria  utile  in  molte  ricerche , c 
specialmente  nel  calcolo  delle  probabilità.  Questa  teoria,  che  an- 
diamo ad  esporre,  è quella  delle  disposizioni,  permutazioni,  e com- 
binazioni. 

*©T.  Disposizioni.  Essendo  date  più  lettere  a,  b,  c,  d,  e , 
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• 

immaginiamo  che  si  prendano  a due  a due  in  tutti  i modi  pos- 
sibili , di  maniera  che  ciascuna  coppia  differisca  dalle  altre  o per 
ie  lettere  che  la  compongono,  o per  l’ ordine  in  cui  sono  scritte  ; 
queste  diconsi  disposizioni  a due  a due  delle  lettere  date.  Si  com- 
prende similmente  ciò  che  intendesi  per  disposizioni  a tre  a tre , 
a quattro  a quattro,  ec.  Niente  poi  di  più  semplice,  che  di  for- 
mare queste  diverse,  disposizioni,  e determinarne  il  numero.  La 
sola  avvertenza  ad  aversi  si  è , di  seguir  un  ordine , per  cui  si 
rinvengano  tutte,  senza  ripeterne  alcuna. 

Per  avere  le  disposizioni  a 2 a 2,  basta  porre  a canto  di  cia- 
scuna lettera , alternativamente  ciascuna  delle  rimanenti.  Per  tal 
modo  si  ottengono  delle  disposizioni  come  queste: 

ab,  ac,  ad,  ae , 

ba,  le , bd , be 

ecc ; 

e nell’istesso  tempo  è chiaro  che  chiamando  m il  numero  delle 

lettere  a,  b,  c, c D,  il  numero  delle  loro  disposizioni  a 2 

a 2,  si  avrà 

D„  =m  (m  — 1). 

Si  avranno  le  disposizioni  a 3 a 3 ponendo,  dopo  ciascuna  dis- 
posizione di  due  lettere,  alternativamente  ciascuna  delle  altre  let- 
tere che  non  entrano  in  questa  disposizione.  Si  anno  così  delle 
disposizioni  come  le  seguenti 

abe , abd , abe 

acb , aed,  ace, 

ecc ; 

c chiamando  D,  il  numero  di  tutte  queste  disposizioni  a 3 a 3,  si  à 
D,  = Dl(m — 2)  = m(  m — l)(m — 2). 

Si  passerebbe  similmente  alle  disposizioni  a 4 a 4 ; e per  cono- 
scerne il  numero,  si  avrebbe  la  formola 

D4=D, (m  — 3 )=m  (m — 1 ) (m  — 2)  (m — 3). 

Ogni  volta  che  si  passerà  a disposizioni  di  una  lettera  di  più, 
è chiaro  che  s’ introdurrà  nella  formola  un  altro  fattore,  che  sarà 
inferiore  di  un’  unità  al  fattore  che  lo  precede.  Quindi  potrà  con- 
chiudersi con  certezza  che  l’ espressione  generale  del  numero  delle 
disposizioni  n a » dovrà  contenere  n fattori  consecutivi  della  se- 
rie m,m — i,m — 2,  ecc.  L’ultimo  fattore  sarà  dunque  m — (n — 1) 
ovvero  m — n-+- 1 ; c quindi , chiamando  D„  il  numero  delle  dispo- 
sizioni di  m lettere  » ad  n,  si  avrà 

t1]  l)(m— 2) (m— n-f-1). 
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Facendo  n=2,  3,  4, l' ultimo  fattore  *n— -n+1  si  ri- 

duce successivamente  ad  m — 1,  m — 2,  m — 3,. ...  e si  ànno 
cosi  i valori  di  D„,  Da,  D4, . . . . 

909.  Permutazioni.  Se  in  un  gruppo  di  lettere  sì  cambia  in 
tutti  i modi  possibili  il  loro  ordine,  si  formeranno  le  loro  per- 
mutazioni. Le  permutazioni  adunque  di  n lettere  son  lo  dispo- 
sizioni di  queste  n lettere  n ad  n,  e quindi  può  calcolarsi  il 
loro  numero  mediante  la  forinola  [1],  facendo  in  essa  rn=n; 
cosi  indicando  per  P„  il  numero  delle  permutazioni  di  n lettere, 

si  avrà  P„=»(n— 1,  ovvero,  invertendo  l’ordine 

dei  fattori,  — 

[2L  P.=  l .2.3 n.4ft 

BBo  trovarsi  questa  forinola  anche  direttamente  come  segue. 
Con  due  lettere  non  si  ànno  che  due  permutazioni.  Quelle  di  3 
lettere  si  formeranno  ponendo  alternativamente  dopo  ciascuna  let- 
tera le  permutazioni  di  due  altre,  il  che  darà  2.3  permutazioni; 
c continuando  a ragionar  similmente  si  trova  che  il  numero  delle 
permutazioni  di  4 lettere  è 2 . 3 . 4 , e che  in  generale , per  n 
lettere  , questo  numero  sarebbe  2.3.4 n. 

909.  Cotnbinazioni.  Allorché  tra  le  disposizioni  n ad  n si  ri- 
tengon  quelle  solamente  che  difleriscon  tra  loro  per  una,  o più 
lettere,  si  ottcngon  quelle  che  diconsi  combinazioni,  o prodotti. 
Ad  esempio , abc , e bac  non  formano  che  una  sola  combinazione 
o prodotto. 

Tra  le  disposizioni  di  m lettere  n ad  n , è chiaro  che  ciascuna 
combinazione  di  n lettere  dee  trovarsi  ripetuta  tante  volte,  quante 
permutazioni  possibili  vi  sono  tra  le  n lettere  di  questa  combi- 
nazione. Dunque , dividendo  il  numero  totale  delle  disposizioni 
di  m lettere  » ad  » per  quello  delle  permutazioni  di  n lettere  , 
si  avrà  il  numero  delle  combinazioni  di  m lettere  n ad  n.  Cosi, 
indicando  quest’  ultimo  numero  con  C. , si  avrà  la  formola 

t3]  Cm~K~ rrs. 

Volendo  il  numero  delie  combinazioni  a 2 a 2,  a 3 a 3,  ecc. 
dovrà  farsi  n=2,  3,  ecc.;  si  avrà  cosi 


C.= 


m (m — 1) 
1 2 


C.= 


m(m — 1)  (m — 2) 
12  3 


ecc. 


L’ ipotesi  n=i  da  C,=m;  in  effetti  le  combinazioni  di  m let- 
tere ad  una  ad  una  non  possono  essere  che  queste  lettere  stesse. 
910.  Il  numero  delle  combinazioni  che  posson  farsi  con  delle 
Lez.  di  Alg.  21 
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lettere  essendo  essenzialmente  intiero,  ne  segue,  che  la  divisione 
indicata  nella  foratola  [3]  deve  effettuarsi  esattamente.  Dunque 
un  prodotto  di  n numeri  intieri  consecutivi  è sempre  divisibile  pel 
prodotto  dei  primi  n numeri  intieri. 

Binomio  di  Nswto.n  , nel  caso  dell’  esponente  intiero  e positivo. 

*ii.  Ogni  binomio  può  rappresentarsi  con  x+a,  e la  qui- 
stione  è di  trovare  una  foratola  generale  mercè  la  quale  si  possa 
ottener  immediatamente  una  potenza  Adunque  di  x-\-a  senza 
passare  per  tutte  le  precedenti.  Questa^ffllMa-,  volgarmente  detta 
binomio  di  iVetr fondai  nome  del  suo  inventore , è forse  la  più 
importante  dell’  attirasi.  **- 

La  prima  idea  che  si  presenta  è di  far  le  potenze  successive 
di  x + a per  via  della  moltiplicazione,  ed  esaminare,  se  è pos- 
sibile, rinvenirvi  tuia  legge  che  permetta  formare  immediatamente 
una  potenza  qualunque  senza  passar  per  le  precedenti.  Questi 
calcoli  si  presentano  come  segue  : 

x*-f-a£ 

-f-ax  -f-a* 

(x-ha)»=x*-h2ax  -ha*. 

x'-f-2 ax»4*a*x 
-f-  ax*+2a*x  +0* 

(x-Ht)>=x=-t-3ax»-h3a»x  -ha*. 

x4-h3ax*  -|-3a’xM-a*x 
4-  ax*-h3a»x*-(-3a,x-ha< 
(x-ha)4=x*-hlax>-4-6a»x,-f4a,x-H»** 

La  legge  generale  degli  esponenti  è evidente , non  cosi  quella 
dei  coeilicienti.  Per  verità  ben  si  scorge  che  quelli  del  primo 
termine  e dell’  ultimo  sono  uguali  all’  unità , e che  quelli  del  se- 
condo e del  penultimo  sono  uguali  all'esponente  del  binomio; 
come  ancora  per  i termini  intermedi  si  scorge  che  i coefficienti 
dei  termini  ugualmente  distanti  dagli  estremi  son  uguali,  ma  la 
loro  composizione  non  è punto  chiara. 

Questi  coefficienti  provengono  dalle  riduzioni  che  si  fanno  sui 
termini  simili.  Or  moltiplicando  tra  loro  dei  binomi  come  x-ha, 
x-j-b , x-j-c , ecc.,  i cui  secondi  termini  sou  differenti , tali  ri- 
duzioni non  avranno  più  luogo , e può  essere  che  allora  la  coni- 
posizione  dei  termini  si  manifesti. 
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*19.  Consideriamo  adunque  i prodotti  successivi  di  questi  bi- 
nomi. Ecco  i tre  primi  : 

(x+a)  (x-+-è)=x,-H*  x 

(x-H*)(x-f-6)(a:+c)==^,-l-a  xa-H*à  x -+ -abc, 

4-i  -f-nc 

— {— c —f-  bc 

(x+o)  (x-f-6)  (x+c)  x'+a6  x'+abc  X+abcd . 

-f-6  -{-ac  -j -abd 

-\-c  -{-bc  -\-acd 

~{-d  -f -ad  -} -bcd 

■<  +M 

-{ -cd 

Considerando  come  un  sol  termine  tutti  quelli  che  contengono 
la  stessa  potenza  di  x,  troviamo  in  questi  prodotti,  per  gli  espo- 
nenti di  x,  la  stessa  legge  che  nelle  potenze  di  x-{-a;  cioè  che 
nel  primo  termine  l'esponente  di  x è uguale  al  numero  dei  binomi 
fattori,  e che  diminuisce  progressivamente  d’un  unità  fino  all'ul- 
timo termine,  in  cui  i zero. 

La  legge  giusta  la  quale  si  compongono  i moltiplicatori  di 
queste  potenze  è ugualmente  facile  a vedersi.  La  più  alta  po- 
tenza è moltiplicata  semplicemente  per  l’unità;  quella,  il  cui  espo- 
nente à un  unità  di  meno  l’è  per  la  somma  dei  secondi  termini 
dei  binomi;  quella  che  à 2 unità  di  meno , l’ i per  la  somma  dei 
diversi  prodotti  che  si  ottengono  combinando  questi  secondi  termini 
2 a 2;  quella  che  à 5 unità  di  meno,  Vi  per  la  somma  dei  pro- 
dotti che  si  ottengono  combinando  questi  secondi  termini  5 a 5; 
e cori  inseguito  fino  all’ultimo  termine,  in  cui  l’esponente  di  x 
è zero,  e che  i uguale  al  prodotto  di  tutti  i secondi  termini  dei 
binomi. 

L’andamento  seguito  nelle  moltiplicazioni  successive  basta  per 
convincerci  che  queste  leggi  si  estendano  ad  un  numero  qualun- 
que di  binomi  ; ma  se  restasse  alcun  dubbio  la  dimostrazione  se- 
guente lo  toglierà. 

Ammettiamo  per  un  momento  che  queste  leggi  sian  vere  pel 
prodotto  d’ un  certo  numero  m di  binomi  ; andiamo  a dimostrare 
che  desse  lo  saranno  ancora  prendendo  un  binomio  di  più.  Sia 
x*-f-Ax*-,-+-Bx"-,-i-Cx"~3-  • • • +Y , 
il  prodotto  di  m binomi  * + «,*+4,  * + e Moltiplican- 

dolo per  un  altro  binomio  x-{-l,  si  avrà 

x^'-f-Alx^+B  }x— ’-i-C  |x"- 

-f- 1 | — |—  1AJ  -f- IS j •••'-f-fY. 
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Si  vedo  immediatamente  che  la  legge  degli  esponenti  di  x è*  la 
stessa;  in  fatti,  l’esponente  di  x nel  primo  termine  è uguale 
al  numero  dei  binomi  fattori,  e poi  decresce  successivamente  d’un 
unità  fino  all’ ultimo  termine,  che  non  contiene  più  x. 

La  legge  dei  coefficienti  è vera  ugualmente.  Da  prima  è chiaro 
che  quello  del  l.°  termine  è ancora  l’unità. 

Nel  2.°  termine,  in  cui  l’esponente  di  x à un  unità  di  meno, 
il  coefficiente  è A-f-f.  Or  A essendo  la  somma  dei  secondi  ter- 
mini degli  tn  binomi  x+a,  x + b- ■ . • , A + l sarà  quella  dei 
secondi  termini  degli  m + 1 binomi  x+a,  x-^-b, x-f-f. 

Nel  3.°  termine,  in  cui  l’esponente  di  x à 2 unità  di  meno, 
il  coefficiente  è B-f-fA.  Or,  da  una  parte  B esprime  la  somma 
dei  prodotti  a 2 a 2 degli  m secondi  termini  a,  b,  c,  • • * • 
e da  un’  altra  parte  1A  è quella  dei  prodotti  di  questi  tn  ter- 
mini per  l;  dunque  B+fA  è la  somma  di  tutti  i prodotti  a 2 
a 2 che  posson  farsi  con  gli  m-f-1  secondi  termini  a,  b,c,  — /. 

Nel  4.®  termine,  in  cui  l’esponente  di  x à 3 unità  di  meno, 
il  coefficiente  è C-f-fB.  Or , da  una  parte , C esprime  la  somma 
dei  prodotti  a 3 a 3 che  posson  farsi  con  le  tn  quantità  a,b,c,'  • • ; 
e,  da  un’  altra  parte,  fB  è la  somma  dei  loro  prodotti  a 2 a 2 
moltiplicati  per  l ; dunque  C-4-/B  è la  somma  di  tutti  i prodotti 
a 3 a 3 che  posson  farsi  con  gli  tn-j-l  secondi  termini  a,b,c ,•  • •/. 
Questo  ragionamento  può  continuarsi  fino  all’ultimo  termine  IY 
che  è evidentemente  il  prodotto  degli  tn-4-1  secondi  termini 
a,  b,  c, ....  I ; perciocché  Y è per  ipotesi  il  prodotto  degli  m fat- 
tori a,  b,  e 

Cosi  la  legge  della  composizione , supposta  vera  per  m binomi, 
è ancora  vera  per  m-f-i  binomi.  Or  per  la  moltiplicazione,  si 
è trovata  vera  nel  caso  di  due  fattori , dunque  è vera  anche  per 
tre.  Essendo  vera  per  tre  lo  sarà  per  quattro,  e cosi  in  seguito, 
qualunque  sia  il  numero  dei  fattori.  Dunque  finalmente  essa  è 
generale. 

*i*.  Per  ritornare  ora  alla  potenza  (x+a)",  basterà  sup- 
porre, nel  prodotto  degli  tn  binomi  x+a,  x+ò,  • • . tatti  i 
secondi  termini  uguali  ad  a.  Da  prima  è chiaro  che  le  potenze 
«li  x contenute  nei  termini  successivi  saranno  tuttavia, 
x“,  x™-> , x°, 

e clic  il  primo  termine  sarà  semplicemente  x*\ 

Nel  prodotto  degli  m binomi  il  moltiplicatore  di  xm~‘  è la 
somma  degli  m secondi  termini  dei  binomi  ; dunque , nello  svi- 
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luppo  di  (*+«)■,  questo  moltiplicatore  addiverrà  ma,  dunque 
il  2.°  termine  di  questo  sviluppo  è maxm-'. 

Nel  3.°  termine  del  prodotto  degli  m binomi,  i diversi  pro- 
dotti a 2 a 2 che  moltiplicano  xm~*  diventano  tutti  uguali  ad  a»; 
dunque  la  loro  somma  sarà  uguale  a tante  volte  a * quanti  pro- 
dotti a 2 a 2 posson  farsi  con  m lettere;  dunque  chiamando  p 
il  numero  di  questi  prodotti,  il  3.#  termine  dello  sviluppo  di 
(as-f -a)m  sarà  pa*r"-\ 

In  generale  la  somma  dei  prodotti , per  cui  è moltiplicata  cia- 
scuna potenza  di  a?,  nel  prodotto  dei  binomi,  dee  cambiarsi  in 
una  potenza  di  a ripetuta  tante  volte  quanti  prodotti  contengonsi 
in  questa  somma.  Quindi,  chiamando  p,  q,  »•,•••  il  numero  dei 
prodotti  a2a2,a3a3,  a4a4,...  dim  lettere,  lo  svi- 
luppo di  (x-\-a)n  potrà  scriversi  cosi: 

•-\-pa*xm-*-i-qa,xm-3-+-ra*xm-l‘ +«*• 

Per  ultimo  termine  abbiam  preso  semplicemente  a™,  poiché  debbe 
esser  desso  il  prodotto  di  m quantità  uguali  ad  a. 

La  quistionc  si  è dunque  ridotta  a trovar  i coefficienti  p,q,rr. . . 
ma  siccome  son  essi  già  conosciuti  pel  n.°  *©»,  non  si  avrà  che 
a sostituire  nella  forinola  precedente  i loro  valori , e si  avrà  cosi 
la  formola  generale  cercata 

[1]  (x-t-a}-  = 


m(m—  1)  (m— 2)  (m— 3) 
1-2  3 4 1 


*•4.  La  legge  dei  termini  è sì  evidente  che  può  immediata- 
mente scriversi  un  termine  di  un  posto  qualunque. 

1. "  Egli  è chiaro  che  il  denominatore  di  ciascun  coefficiente 
è la  serie  dei  numeri  1,2,3...  fino  al  numero  che  indica  quanti 
sono  i termini  precedenti,  ed  il  numeratore  poi  è il  prodotto 
dei  fattori  decrescenti  m(m — 1) (m— 2). . . . fino  a quello  in  cui 
tn  è diminuito  di  tante  unità,  meno  una,  quante  ne  contiene 
l’ ultimo  fattore  del  denominatore. 

2. °  È chiaro  ancora  che  l’esponente  di  a è sempre  uguale 
al  numero  dei  termini  che  precedono,  c quello  di  a;  è uguale 
ad  m diminuito  di  questo  stesso  numero,  di  tal  che  la  somma 
degli  esponenti  di  a;  e di  a sarà  costantemente  uguale  ad  m ; 
quindi  indicando  cou  T„  un  termine  di  posto  n , si  avrà  pel 
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termine  TV+.,,  che  occupa  il  posto  n-+-l , o che  ne  à n innanzi 
a se, 

— wi(m  1)  (m  2)-  • • -(w.  w-t-1)  

ln+'—  1-2-3 n 

Questa  espressione  si  è il  termine  generale  della  forinola  [1]. 
Chiamasi  cosi,  poiché  facendo  in  esso  successivamente  a=i, 
2,  3,...  posson  ricavarsi  tutti  i termini  di  questa  forinola,  a 
partir  dai  secondo.  Ad  esempio  facendo  n=6  si  avrà  il  7.°  ter- 
mine, cioè 

T «n(m — 1)  (m — 2)  (m — 3)  (m — 1)  (m — 5)  _ K 

1 • 2 • 3 • 4 • 8 • 6 a3r  ' 

Volendo  l’ultimo  termine,  bisognerà  osservare  che  Istorinola 
à in  tutto  m-j-1  termini,  e che  in  seguito  bisogna  supporre  m=n. 
Allora  si  avrà 

_ mfm — l)(m — 2)  - - - • 1 „ 

Tm+'  ~ 1 • 2 ■ 3 m 

Ma  il  numeratore  contiene  gli  stessi  fattori  del  denominatore, 
soltanto  in  ordine  inverso,  ed  x°  è lo  stesso  che  l’unità;  dun- 
que quest’espressione  si  riduce  ad  am,  come  dovea  essere. 

Prendendo  per  « un  numero  intiero  > m , vi  sarebbe  un  fat— 
tor  m — m,  o zero  tra  quelli  del  termine  generale,  il  che  indica 
che  tutti  i termini  al  di  là  del  termine  m-J- 1 son  nulli,  cioè 
die  la  forinola  del  binomio  non  à che  m-)-l  termini. 

Osservazioni  sulla  formala  del  binomio.— Modo  di  applicarla. 

*•5.  Volendo  fare  una  potenza  particolare  di  ar-f-a,  ad  esem- 
pio la  5.* , è vantaggioso  dedurre  un  termine  dall’  altro.  Or , 
esaminando  attentamente  i termini  successivi  dello  sviluppo  di 
(ar-f-a)",  si  trova  questa  regola  generale.  Per  passare  da  un  ter- 
mine al  seguente  deesi  moltiplicare  il  suo  coefficiente  per  l’espo- 
nente di  x in  questo  termine , dividerlo  pel  numero  che  segna  il 
posto  di  questo  termine , aggiungere  un  unità  all’esponente  di  a , 
e sottrarne  una  da  quello  di  x. 

Se  questa  legge  non  è evidente  alla  semplice  ispezione  della 
formola  [1] , basterà  dimostrar  che  dessa  si  verifica  passando  da 
un  termine  di  posto  qualunque  al  seguente.  A tal  uopo  cange- 
remo  n in  n+1  nell’espressione  del  termine  generale,  ed  avre- 
mo così  quella  del  termine  del  posto  n+2,  cioè 
T — m(m~<) (m~ 2)  ••••  (m— tt-t-t^ny— n)^, 

”+>  1 • 2 • 3 n • (n-t-I) 
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Or,  paragonando  le  espressioni  di  T,+,  e T„+, , si  vede  che 
effettivamente  T.+»  si  forma  da  T„+1  giusta  la  regola  enunciata. 

Or  il  l.°  termine  d’ogni  potenza  di  x+a  è sempre  cognito , 
quindi  per  tal  regola  potrà  da  esso  dedursi  il  2.°,  e da  questo 
il  3.®,  e cosi  di  seguito. 

Sia,  ad  esempio  (x-f-a)'-  Il  i.°  termine  dello  sviluppo  essendo 

& 4 

x*  o a°x*,  sarà  il  2.°  - a'x*=£ax* , sarà  il  3.0-^aax*=iOa'x*, 

10.3  10.2 

sarà  il  4.*— a*xt=iQa,x*,  sarà  il  5.°  — a*r=5a‘x , e final- 

SS  1 

mente  fi  6.®  sarà-g-  a*x»=a!f.  Dunque  riunendo  tutti  questi  ter- 
mini, si  avrà. 

(x-f-«),=x,-+-5<LZ4-J-10a,x5+10osx*-l-5a4x-H»*. 

»!•.  In  quest’esempio  i coefficienti  dei  termini  ugualmente 
distanti  dagli  estremi  sono  uguali.  Per  dimostrare  questa  pro- 
prietà generalmente,  riprendiamo  il  termine  T.+l,  che  ne  à n to- 
nanti nello  sviluppo  (x+a)>“.  Si  à 

T _*»("»— l)(w— 2) (m— i »-H)  . 

'"+',  1 • 2 • 3 

Moltiplicando,  e dividendo  il  coefficiente  di  a"x"_*  per  la  serie 

(m — n)(m — n — 1) 2.1,  il  numeratore  di  questo  coefficiente 

conterrà  tutti  i fattori  da  1 sino  ad  m,  e si  avrà 

T — < < (tn-ljn»  ^ 

1-2-3-4® • ®2®3*  • *(m — n) 

Consideriamo  ora  il  termine  che  ne  à n dopo.  Il  numero  to- 
tale dei  termini  dello  sviluppo  di  (x+a)”  essendo  m+1,  il  ter- 
mine di  cui  si  tratta  dee  averne  m — n avanti,  quindi  si  troverà 
sostituendo  m — n ad  n nel  termine  Ciò  facendo  non  si  à 

nel  coefficiente  di  tal  termine  alcun  cangiamento,  se  non  nell'or- 
dine dei  fattori  del  denominatore  ; dunque , nello  sviluppo  di 
(x-f-a)™,  » termini  ugualmente  dittanti  dagli  ettremi  an  coefficienti 
uguali. 

In  sostanza  questa  dimostrazione  torna  a provare  che  il  nu- 
mero dei  prodotti  a m — n a m — n,  che  posson  farsi  con  m let- 
tere, è uguale  a quello  dei  prodotti  a n a n,  il  che  è facile  a 
riconoscersi  a priori.  In  effetti , dividendo  il  prodotto  di  tutte  le 
m lettere  successivamente  per  ciascuno  dei  prodotti  a n a « , si 
avranno  tutti  i prodotti  ad  m—n,  ad  m — n;  dunque  sono  dessi 
dello  stesso  numero. 
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La  stessa  proprietà  può  dimostrarsi  ancora  d’una  maniera  sem- 
plicissima come  segue.  Supponiamo  che  siasi  formata  la  potenza 
(x+a)"  per  le  successive  moltiplicazioni;  e che  in  seguito  si  sieri 
fatti  gli  stessi  calcoli  prendendo  a+x  in  vece  di  x+a  Egli  è 
evidente  che  i due  risultati  debbon  dedursi  l’un  dall’altro,  cam- 
biando x in  a,  ed  a in  X;  e d’altra  parte  è evidente  ancora,  per 
le  regole  della  moltiplicazione,  che  debbon  essi  esser  composti 
degli  stessi  termini  ; dunque,  pel  cangiamento  di  x in  a,  e di  a in  x, 
ciascun  termine  dello  sviluppo  di  (x+a)™  dee  riprodurre  un  ter- 
mine di  questo  stesso  sviluppo.  Ciò  posto,  il  termine,  che  ne  à n 
innanzi  in  questo  sviluppo,  può  esser  rappresentato  per  ka* x™~",  A 
essendo  un  coefficiente  che  non  contiene  ne  a ne  x.  Or  cam- 
biando a in  x,  questo  termine  diventa  krf*-"x"  ; dunque  ka?-*x" 
è anche  un  termine  dello  sviluppo  di  (x+o)“.  Ma  l’esponente 
di  x mostra  che  ne  à n dopo  ; dunque  i termini  ugualmente  di- 
stanti dagli  estremi  àn  coefficienti  uguali. 

*1».  Se  in  vece  di  (x+a)"  si  avesse  (x — «)■,  si  sostitui- 
rebbe — a ad  o in  tutti  i termini  dello  sviluppo  di  (x+a)".  Ciò 
toma  a metter  — innanzi  a quelli  che  contengono  a ad  un  espo- 
nente impari,  cioè  a tutti  i termini  di  posto  pari;  di  maniera 
che  si  avrà 

i \ m tn(m — 1)  - _ 

(x — o)”=x“— — ox"-,-| — j — — -a x*-* — ecc. 

*18.  Ne’ sviluppi  di  (x+a)",  e di  (x— o)m  facciamo  x=i 
ed  o=l:  avremo 

Z — IT*—»  1.2-3  heCC’ 

° -1  7",~ “2 — 2T3-+ecc- 

Dunque  in  ogni  potenza  di  x+a,  la  sommo  dei  coefficienti,  com- 
presi quelli  dei  termini  estremi,  è uguale  ad  una  potenza  di  2 , 
indicata  da  quella  del  binomio  ; e la  somma  dei  coefficienti  di  posto 
pari  eguaglia  quella  dei  termini  di  posto  impari. 

*1*.  Per  mostrare  come  debban  condursi  i calcoli,  per  in- 
nalzare a potenza  un  binomio  qualunque,  prenderemo  ad  esem- 
pio il  binomio  (2a5— 3àx*)*. 

Si  comincerà  dallo  sviluppare  (x—  a)8  come  nel  n.°  *18,  aven- 
do cura  di  situar  l’un  dopo  l’altro  i termini,  a misura  che  si 
formano , e di  dar  loro  alternativamente  i segni  + e — . Si  os- 
serverà inoltre  che , trovato  il  4.°  termine , i coefficienti  dei  tre 
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ultimi  son  gli  stessi  che  quelli  de’  tre  primi , ma  in  ordine  inverso. 
Per  tal  modo  potrà  scriversi  immediatamente 
( x — a )° =a:« — 6«x“  4-  15a»x* — 20a*xs  4-  15a4x*— 6a5*-f-  a». 

Per  passare  ora  da  (x — a)s  a (2aJ  *— 36x*)* , dovrà  cangiarsi 
x in  2«*,  ed  a in  3òx*:  si  à da  prima 

(2aJ— 36x7)®=:  (2a»)‘  -~6(3àx*)  (2as)*4-  15(86x*)a  (2 a»)* 

— 20(3àx*)s(2ns)*4-15(36x»)«(2«>)*--G(3*x*)»{2as)4-(3éx*)0; 
ed  effettuando  i calcoli , 

( 2aJ  — 36x*  )•  =64a,s — 576a,s6x*  -|-2i60a,,à,x* 

— 4320aai5x°  -|-  48G0o*A4x“ J — 29  iGa*è5x‘“ + 7 296®x1'  *. 
**».  Ordinariamente  riesce  più  comodo  sviluppar  potenze  di 

binomi  aventi  per  primo  termine  l’unità.  Or  x + «=x^l+^; 
dunque,  facendo  - =z , si  avrà 

È chiaro  che  ora  non  resta  che  a sviluppare  (l-f-a)";  ed  a ciò 
fare  basta  sostituir,  nella  formola  [1]  dd  «.'tu,  1 ad  x,  e 
z ad  a.  Si  à così 


m m(m— 1)  t m(m— l)(m— 2) 


-3*4 


r’4-  ecc. 


1-2  ~ 1 1-2-3 

la  quale  formula  si  riduce  alla  seguente  regola  : Per  aver  io  svi- 
luppo di  (1.4-2)1",  bisogna , dopo  aver  formale  le  frazioni  y , 


lIL-i , , — y—,  ecc.,  prendere  l'unità  per  1°  termine,  e mol- 

tiplicar guest’ unità  per  la  1."  frazione  e per  z;  moltiplicar  questo 
risultato  per  la  frazione,  e di  nuovo  per  z,  moltiplicar  questo 
risultato  per  la  3“  frazione , ed  ancora  per  z ; e così  di  seguito; 
ed  addizionar  finalmente  tutti  questi  risultati  col  /.*  termine  1. 

Vedremo  in  appresso  che  la  forinola  [1]  resla  vera  anche  quando 
l’esponente  m è frazionario  o negativo.  Ed  in  questi  casi  appunto 
convien  servirsi  della  regola  precedente  ; poiché  dessa  à il  van- 
taggio di  mettere  in  evidenza  la  legge  de’  coefficienti  numerici 
propri  di  ciascuno  sviluppo  particolare. 


Potenze  dei  polinomi. 

*91.  Considerando  come  Un  sol  termine  dnc  termini  di  un 
trinomio,  le  potenze  dei  trinomi  si  riducono  a quelle  dd  bino- 
mio; e Io  stesso  può  dirsi  di  ogni  polinomio.  Mostriamo  come 
Le i.  di  Alg.  22 
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possa  per  tal  ria  arrivarsi  al  termine  generale  della  potenza 

cioè  al  termine  che  contiene  le  lettere  a ,b,  e, ...  a degli  espo- 
nenti qualunque  n , w',  n", .... 

Facciamo  ar=ò-+-c-i-d+  • • • • ; la  potenza  precedente  sarà 
uguale  ad  (a-Hr)",  e per  ciò  che  si  è detto  al  n.°  Sto  la  parte 
contenente  a"  dello  sviluppo  di  (a-Kr)»*  può  scriversi  così  : 

r_n  1*2*3*4 mxfl'1*"" 

^ 1*2*3* • *nxl*2*3*  * • • (m — n)  * 

Facciamo  y=c-\-d-\-  • • • • ; si  avrà  x"“,,=  (ò-|-ji)m-";  ed  in 
seguito , sviluppando  quest’  ultima  potenza , la  parte  che  conterrà 
b sarà  uguale  ad 

1-2-3-4 (m—n)  xb^'y”-*-*' 

1-J-S n'X  1*2*3 ( m — n—n') 

Sostituendo  questa  quantità  ad  xm~ * nell’  espressione  [a] , il 
risultato  rappresenterà  l’assieme  dei  termini  che  contengono  ab’’ 
nella  potenza  del  polinomio  dato.  Questo  risultato  , cancellando 
i moltiplicatori  e i divisori  che  si  distruggono,  sarà 
1-2-3-4 mxa" 

*•  * l'i'3”-nxl’!'3-"ti'xt'!-3'"(in — n — n ') 

Facciamo  ancora  z=d- j si  avrà  y1"- 

e la  parte  di  y*-—'  in  cui  si  trova  em"  sarà 

1 *2*3*4 (in — n — n')xe"'i*-"-''->" 

1 *2*3*  **n"x  1*2*3*  • *(m— n— n' — n" 

Sostituendo  questo  valore  in  luogo  di  y"-*-»’  nell’espressione  [6], 
e riducendo  si  avrà 

1 *2- 3-4*  • • *mx 

1*2*3*  • *nxl*2*3*  • n'xl-2-3*  ■ *n"xl*2*3* . *(m— n— n'— n”)  ’ 
Senza  spingere  più  oltre  i ragionamenti , è evidente  che , chia- 
mando V il  termine  generale  dello  sviluppo  di  (a+M-c-t-d-H )m, 

questo  termine  potrà  rappresentarsi  cosi 

y 1 *2*3*4 mxo'i’V... 

1*2*3*  • *nxl  *2*3*  • *n'xl*2*3*  • *n"x*  • • ’ 
n,  n',  n", . . . essendo  numeri  intieri  positivi  qualunque  tali  però, 
che  la  loro  somma  sia  eguale  ad  m.  Cosi  si  otterrebbero  tutti 
i termini  dello  sviluppo  di  cui  si  tratta  dando , in  questa  for- 
inola , ad  n , n',  n", . . . tutti  i valori  intieri , e positivi  che  sod- 
disfano alla  condizione  n-f-n'-f-n"*  • ■ — m . 

Ostervazione.  Uguagliando  a zero  uno  di  questi  numeri , V 
prende  una  forma  illusoria.  Ad  esempio  sia  n=0:  la  serie  1.2.3*.*», 
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situata  al  denominatore,  non  dà  più  alcun  significato;  poiché  pren- 
dendo dei  fattori  crescenti  a partir  da  1 , non  si  può  certo  in- 
contrare il  fattore  zero.  Per  togliere  una  tal  difficoltà,  ritorniamo 
al  termine  generale  [a]  dello  sviluppo  di  (a-f-x)™,  ed  osserviamo 

xm 

che  l’ipotesi  n=0  lo  riduce  ad  — — — - • Ma,  d'altra  parte, 

l’ ipotesi  n=0  dovrebbe  dare , in  questo  sviluppo,  il  termine  che 
non  contiene  affatto  o,  e questo  termine  è x";  dunque,  perchè 
questo  termine  si  possa  dedurre  dalla  forinola  [a] , basta  consi- 
derar la  serie  1.2.3...n  come. equivalente  ad  1 nel  caso  parti- 
colare di  h=0.  La  stessa  osservazione  deve  estendersi  alle  altre 
serie  di  fattori  contenute  nel  denominatore  di  V : ed  allora  V 
darà,  senz’ altra  eccezione,  tutt’i  termini  della  potenza  m del  po- 
linomio a-f-6-f-c+d-f-ec. 


Sormata  di  Taylor. 

***.  Consideriamo  un'espressione  composta  d' una  maniera 
qualunque  con  una  quantità  x , che  può  ricevere  un  valore  qua- 
lunque: questa  espressione,  composta  con  x è ciò  che  dicesi  /un- 
zione (15),  e,  giusta  l’uso,  l’indicheremo,  d una  maniera  ab- 
breviata, con  F(x). 

Diamo  ad  x un  aumento  A , il  che  torna  a cambiar  x in  x+A; 
e quindi  F(x)  diventa  F(x-f-A) , e sviluppando  quest’ ultima  fun- 
zione secondo  le  potenze  ascendenti  di  A,  si  avrà  la  forinola  a 
cui  Taylor  à dato  il  suo  nome  , e che  è una  delle  più  impor- 
tanti dell’analisi.  Noi  ci  limiteremo  a dimostrare  questa  forinola 
pel  caso  particolare  in  cui  F(x)  è una  funzione  algebrica  razionale, 
ed  intera  di  x. 

Per  tale  ipotesi , effettuando  i calcoli  che  posson  esser  indicati 
in  questa  funzione  , ed  ordinando  convenevolmente  , sarà  dessa 
della  seguente  forma 

F(x)=Ax”-f-Bx“  - ‘-f-Cx*- » -f-Tx-t-  V ; 

in  cui  A,B,C,....V  indicano  quantità  non  contenenti  x,  ed  i 
punti  tengono  luogo  de’ termini  sottintesi.  Cambiando  x in  x-f-A, 
si  à da  prima 

F(x-f-A)=A(x-t-A)«-(-B{x-t-A)—  -fC(x-t-A)'”  - 3 . . .-1-T{x-+-A)+V . 

Sviluppando  le  potenze  con  la  formola  del  binomio  (*13),  e 
riunendo  assieme  i termini  che  contengono  uua  stessa  potenza  di 
A,  avremo 
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F(x-HA)  = Ax"  + Bx™-',4-Cx",-;‘ t-T*+V 

+ • • - + T]^ 

H-[m(m — l)Ax"-*+(m — l)(m — 2)Rr”-3H ] 

+ [«*(*» — 1)  (m — 2)Axm_3+ 


4-AA™. 

Osserviamo  che  il  polinomio  scritto  alla  prima  linea  non  è 
altro  che  F(x),  e che  i polinomi,  moltiplicatori  delle  diverse 
potenze  di  A , si  deducono  da  F(x)  per  una  legge  semplicissima. 
Quindi , indicandoli  per  brevità  con  F'(x) , F"(x) , ecc.  cioè 
facendo 

F(x)=Ax"+Bxn,-‘-+-Cx*->-hecc. , 

F'(x)=mAx"-,-f-('»  — l)Bx”,-*4-ccc-  ? 

F "(x)=m[m  — 1)  Axm~*  + (m  — 1)  (»i — 2)Rr‘n-3ecc. , 
ecc.  ; 

potrà  scriversi 


W K-+1|=K.|+ffi+??4w'w 


■ AA™. 


1 '1.2'  1-2-3 

Egli  è chiaro  che,  in  questo  sviluppo,  l’ultimo  termine,  che 
contiene  A alla  più  alta  potenza,  dee  provenire  da  A(x-t-A)™, 
e che  è desso  uguale  ad  AA™.  Omettendo  di  scriverlo,  si  tro- 
verebbe formando  tutte  le  parti  della  formola,  giusta  la  legge 
indicata  nei  primi  termini. 

•SS.  Abbiam  detto  che  i polinomi  F'(x) , F"(x) , ecc.  si  de- 
ducono da  F(x)  per  una  legge  semplicissima;  ed  è perciò  che 
diconsi  polinomi  derivati.  Questa  legge  è evidente,  e può  enun- 
ciarsi così  : 

Il  l.°  polinomio  derivato  F'(x)  si  deduce  dal  polinomio  F(x), 
moltiplicando  ciascun  termine  di  questo  polinomio  per  l’esponente 
di  x , e diminuendo  quest’esponente  d’ un’ unità; 

Il  2.°  polinomio  derivato  F"(x)  si  deduce  dal  l.°,  F'(x) , con 
la  stessa  regola; 

Il  3.®  polinomio  derivato  F"'(x)  si  deduce  dal  2.°,  F"(x),  an- 
che similmente; 

E così  di  seguito. 

Per  tali  regole,  un  termine  che  non  contiene  affatto  .x  spa- 
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riscc  intieramente  nei  polinomio  derivato  ; ad  esempio , suppo- 
niamo che  questo  termine  sia  V,  o \x° : per  formar  il  polino- 
mio derivato,  la  regola  prescrive  di  moltiplicarlo  per  l’esponente 
zero,  il  che  dà  sero  per  prodotto. 

*•4.  Ritorniamo  allo  sviluppo  di  Taylor  [1],  e supponiamo 
che  A sia  una  quantità  piccolissima , vicinissima  a zero  per  quanto 
si  voglia;  è chiaro  che  ciascun  termine,  a partir  dal  2.°,  sarà 
anche  esso  una  quantità  piccolissima , e conseguentemente  il  sarà 
ancora  l’assieme  dei  termini  che  contengono  A.  Da  ciò  conchiu- 
desi  che,  in  un  polinomio  F(x),  può  darei  ad  x un  accrescimento 
tanto  piccolo;  che  questo  polinomio  subisca  anch’esso  un  cangia- 
mento assai  piccolo:  in  altri  termini,  si  dice  ancoraché,  facendo 
variar  x d una  maniera  continua,  il  polinomio  F(x)  varierà  an- 
cora d’una  maniera  continua. 

Questa  proposizione  è per  se  stessa  evidente , ma  riceve  anche 
un  maggior  grado  d’evidenza  per  le  anzidetto  dichiarazioni. 

SVA.  In  questo  stesso  sviluppo  [1],  consideriamo  la  parte  che 
s’aggiunge  a F(ar),  quando  si  dà  ad  a?  l’ accrescimento  A.  Questa 
parte  può  scriversi  cosi: 

[2]  *[P(*)+Y?r+ecc.]. 

Or,  prendendo  A assai  piccolo,  la  quantità  affetta  da  A,  A*,  ecc. 
che  vien  dopo  F'(ar)  può  divenir  tanto  piccola  quanto  si  vorrà, 
quindi,  allorché  F'(a:)  non  è zero,  questa  quantità  potrà  esser 
supposta  <F'(x);  dunque , quando  A ò positivo  e piccolissimo, 
l’espressione  [2]  sarà  dello  stesso  segno  di  F'(:c);  cioè  positiva 
se  F'(a:)  è positiva , e negativa  se  i''{x)  è negativa.  Cioè  in  altri 
termini  : facendo  crescere  x d' una  maniera  continua , si  conoscerà 
che  a partir  da  un  valore  qualunejue  di  x,  la  funzione  F(x)  è cre- 
scente, o decrescente,  secondo  che  la  funzione  derivata  F'(x)  sarà 
per  tal  valore  di  x,  positiva,  o negativa. 

Raditi  qualunque  de’  numeri , e de’  potinomi. 

999.  Supponiamo,  ad  esempio,  che  si  abbia  ad  estrarre  la 
radice  quinta  da  un  numero. 

Si  formerà  da  prima  il  qnadro  dello  potenze  quinte  dei  primi 
nove  numeri,  che  serviranno  per  ottener,  con  una  approssima- 
zione minore  di  un’ unità,  la  radico  dei  uumeri  minori  di  IO3, 
cioè  che  non  ànno  più  di  cinque  cifre. 
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Che  se  il  numero  à più  di  cinque  cifre,  la  sua  radice  quinta 
ne  avrà  più  d’ima,  e può  essa  decomporsi  in  due  parti  a-j-b, 
a essendo  le  decine,  e b le  unità.  Allora  si  esaminerà  come  si 
compone  la  potenza  o*  di  a-\-b;  ma,  non  servendosi  che  dei  due 
termini  contenenti  la  più  alta  potenza  di  a,  si  porrà  solamente 
(a  b)*  — a*  -+-  5a*b  ecc . 

Questi  ragionamenti , e quelli  che  restano  ancora  a fare  sou 
talmente  simili  a quelli  che  si  fanno  per  la  ricerca  della  radice 
cubica,  chè  crediamo  inutile  di  più  fermarci  su  di  essi. 

ttl.  Quando  il  grado  della  radice  è un  numero  composto  di 
più  fattori , può  dessa  estrarsi  mediante  successive  radici  i cui 
gradi  son  questi  diversi  fattori.  In  effetti , per  la  regola  2*  del 
u.°  SOS,  si  à 

m _____  r»  P 

|/ amnp  _ anp  ^ | /tfP  — QPy  \/aP  = O. 

Or  volendo  estrarre  da  ameP  la  radice  dell’ordine  mnp , questa 
radice  sarebbe  evidentemente  o;  cioè  la  stessa  che  si  ottiene 
estraendo  la  radice  m,  poi  la  radice  n,  e poi  la  radice  p. 

Potrà  dunque  aversi  la  radice  4*  mediante  due  radici  quadrale, 
la  radice  8“  mediante  tre,  la  16*  mediante  quattro,  e così  di 
seguito;  cioè  che  ogni  radice  il  cui  grado  è una  potenza  di  2 
può  estrarsi  per  delle  radici  quadrate  successive.  Per  altro,  do- 
vendo estrarre  una  radice  di  grado  elevato  riesce  sempre  più  co- 
modo effettuar  tali  operazioni  con  i logaritmi. 

SS#.  Passiamo  ora  ai  polinomi.  La  quistione  a risolvere  può 
enunciarsi  così  : Supposto  che  un  polinomio  dato  P } la  potenza 
in  d' un  polinomio  incognito  p,  trovare  p. 

Consideriamo  i due  polinomi  come  ordinati  secondo  gli  espo- 
nenti decrescenti  d’una  stessa  lettera  x,  e chiamiamo  a,b.c,  • • • 
i termini  incogniti  della  radice  p;  dovranno  essi  esser  tali,  che 
innalzando  « -t-  ò + c • • • alla  potenza  ro,  si  anno  tutti  i termini 
che  compongono  P.  Or,  immaginando  che  si  effettui  questa  po- 
tenza per  successive  moltiplicazioni , è chiaro  che , nel  risultato, 
il  termine  in  cui  x avrà  il  maggiore  esponente  sarà  la  potenza  in 
di  a;  dunque  si  conoscerà  il  f termine  della  radice  cercala  p 
estraendo  la  radice  m."ma  dal  1°  termine  del  polinomio  dato  P. 

Trovato  il  1°  (ormine  della  radice,  sarà  facile  ottener  il  2°; 
ma  sarà  meglio  mostrar  da  prima  conte,  conoscendo  più  termini 
successivi  della  radice,  a partir  dal  1°,  si  possa  determinar  il  ter- 
mine che  immediatamente  yien  dopo. 
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Sia  u la  somma  dei  termini  conosciuti,  e e quella  dei  termini 
a conoscersi,  sarà  P=ub",  ovvero,  sviluppando, 

P=ttn*-Hn um~  ' v+k  ur  ~ * v ,-f-A  ’nm ~ 3 e’-f-ccc . 

Non  abbiamo  posto  in  evidenza  la  composizione  dei  coefficienti 
k,k',...  poiché  ciò  sarebbe  inutile,  come  or  ora  vedremo.  Da 
questa  uguaglianza  ricavasi 

P — um=m  a"- 1 e-t-iii"- 1 j — A'  'um  _3cs-(-  ecc . 

Da  una  parte,  il  1.®  membro  P — u”  è una  quantità  clic  può  cal- 
colarsi formando  la  potenza  m della  quantità  conosciuta  u,  e sot- 
traendola dal  polinomio  P.  Da  un’  altra  parte  il  secondo  membro 
c una  somma  di  prodotti , per  mezzo  de*  quali  può  facilmente  as- 
segnarsi la  composizione  del  l.°  termine  del  resto  P — u",  ed  in 
seguito  scovrire  il  primo  termine  della  parte  incognita  v. 

Da  prima,  sviluppando  u"-',  è chiaro,  dalle  sole  regole  della 
moltiplicazione,  che  il  l.°  termine  dello  sviluppo,  cioè  quello  che 
contiene  x al  maggior  esponente,  sarà  am-‘;  dunque,  chiamando  f 
il  l.°  termine  di  v,  il  l.°  termine  del  prodotto sarà 
Con  un  ragionamento  simile  si  vede  che  i primi  termini,  negli 
sviluppi  degli  altri  prodotti,  saranno  rispettivamente 
k'am-3f*t. . . Questi  termini,  fatta  astrazion  dai  coefficienti  che 
non  ànno  alcuna  influenza  sul  grado  di  x,  posson  dedursi  dal 
termine  ma™-1/’,  sopprimendovi  uno  o più  fattori  uguali  ad  a,  e 
rimpiazzandoli  con  altrettanti  fattori  uguali  ad  f.  Or  f essendo 
in  x d’ un  grado  inferiore  ad  a , tali  cangiamenti  non  posson  dare 
che  termini  di  grado  inferiore  ad  rnam—'f.  Dunque , dopo  aver 
sottratto  dal  polinomio  dato  P la  potenza  m della  parte  u trovata 
nella  radice,  il  1.®  termine  del  resto  è uguale  al  prodotto  di  m 
volte  la  potenza  m — 1 del  1.®  termine  a della  radice  pel  1.® 
termine  di  quelli  che  restano  ancora  a trovare.  Dunque  infine 
dividendo  il  1.®  termine  del  resto  per  m volte  la  potenza  m — 1 
del  1.®  termine  della  radice,  si  conoscerà  un  nuovo  termine  di 
questa  radice. 

Questa  conchiusione  dà  il  mezzo  di  scovrir  successivamente 
tutti  i termini  della  radice , una  volta  conosciuto  fi  primo  termine. 
Per  avere  il  2.°  temine  b si  sottrae  dal  polinomio  dato  P la 
potenza  m del  1.°  termine  a della  radice,  indi  si  divide  il  i.° 
termine  del  resto  per  ma®-’;  per  avere  il  5.®  termine  c della  ra- 
dice, si  sottrae  da  P la  potenza  in  di  a-f-b,  indi  si  divide  il  1° 
termine  del  resto  per  ma"-';  e così  in  seguito. 

ttO.  Un  tal  andamento  farà  conoscere  sempre  se  il  polinomio 
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dato  è o non  è una  potenza  esatta  del  grado  m.  In  e fletti , per 
poco  clic  si  rifletta  alle  ridazioni  che  debbono  verificarsi  formando 
i resti  successivi , si  vede  che  il  l.°  termine  di  ciascun  resto 
contiene  la  lettera  x,  rispetto  a cui  si  è ordinato,  ad  un  espo- 
nente minore  che  il  l.°  termine  del  resto  precedente  ; dunque 
dovrà  arrivarsi  o ad  un  resto  nullo,  nel  qual  caso  il  polinomio 
dato  è la  potenza  m della  quantità  scritta  alla  radice , o ad  un 
resto  il  cui  l.°  termine  non  sarà  più  divisibile  per  m volte  la 
potenza  m — 1 del  l.°  termine  della  radice,  ed  allora  è certo  che 
il  polinomio  dato  non  è una  potenza  esatta  del  grado  m. 

Può  ancora  osservarsi  che  so  il  polinomio  dato  è una  potenza 
del  grado  »»,  la  radice  m.""**  del  suo  ultimo  termine  debb’  essere 
l'ultimo  termine  della  radice.  Quindi  se  il  calcolo  dà  per  la  ra- 
dice un  termine  di  grado  minore,  è anche  certo  che  il  polinomio 
dato  non  è una  potenza  esatta  dell’ ordine  m. 

930.  In  vece  d’  ordinar  secondo  gli  esponenti  decrescenti  di 
una  lettera  .t,  può  ancora  ordinarsi  secondo  gli  esponenti  cre- 
scenti ; ed  è chiaro  che  i ragionamenti  che  fan  trovare  la  radice 
(99H)  sussisteranno  similmente.  Allora,  nel  l.°  termine  dei  resti 
successivi , r esponente  di  x va  aumentando  , e quindi  potran 
sempre  effettuarsi  le  divisioni  che  debbon  dare  i termini  della 
radice.  Sol  che,  siccome  la  radice  dell’ ultimo  termine  del  poli- 
nomio dato  debb’  esser  sempre  l’ ultimo  termine  della  radice  cer- 
cata, ne  segue  che  il  calcolo  non  può  giammai  dar  nella  radice 
un  termine  di  grado  superiore , se  non  nel  caso  che  il  polinomio 
dato  non  fosse  una  potenza  esatta. 

Sarà  superfluo  dir  del  caso  in  cui  la  lettera  x,  rapporto  a cui 
si  ordina , si  trova  allo  stesso  esponente  in  più  termini.  Ciò  che 
abbiam  detto  per  tal  caso,  parlando  della  divisione,  c della  ra- 
dice quadrata , dee  qui  ripetersi  letteralmente. 

CAPITOLO  XI. 

CALCOLO  DEI  RADICALI,  E DEGLI  ESPONENTI  FRAZIONARI. 


Calcolo  dei  radicali  aritmetici. 

981.  Nel  principio  dell’algebra,  non  considerammo  che  gran- 
dezze positive , ed  allora  non  solo  le  quantità  sotto  1 radicali  erari 
positive , ma  i valori  stessi  dei  radicali  come  tali  si  ritenevano. 
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In  appresso,  quando  introducemmo  nei  calcoli  le  quantità  nega- 
tive , osservammo  che  un  radicale  di  grado  pari  dovea  esser  pre- 
ceduto dal  segno  ± ; ed  in  appresso  ancora  , dopo  nuovi  pro- 
gressi, quando  ammettemmo  le  quantità  immaginarie,  vedemmo 
che  i radicali  ammetteano  ancora  determinazioni  di  tal  fatta. 

Nel  senso  ristretto , di  cui  abbiam  parlato  da  prima , cioè  ri- 
tenendo per  i radicali  i soli  valori  positivi , e rigettando  tutti  gli 
altri,  vengon  essi  molto  ben  detti  radicali  aritmetici  ; come  quando 
gli  si  dà  tutta  l’estensione  che  permettono  i segni  algebrici,  di- 
consi  assai  bene  radicali  algebrici. 

Noi  andiamo  qui  ad  esporre  le  regole  del  calcolo  relativamente 
ai  primi;  l’ordine  che  terremo  sarà  lo  stesso  che  per  i radicali 
quadrati. 

9*9.  Abbiam  già  detto  (COI)  che  un  prodotto  s'innalza  a 
potenza , innalzando  a potenza  tutti  i suoi  fattori , e che  per 
conseguenza  si  estrae  da  un  prodotto  la  radice,  estraendola  da 
ciascun  fattore  ; dunque 

m . m 

l/amb  = a[/b; 

dunque , se  v e sotto  il  radicale  una  potenza  dello  stesso  grado 
del  radicale , si  può  mettere  la  radice  di  questa  potenza  in  fattore 
fuor  del  radicale;  e reciprocamente,  un  fattore  posto  innanzi  un 
radicale  può  passar  sotto  il  radicale,  innalzandolo  alla  potenza 
indicata  dall’indice. 

9*9.  Allorché  più  radicali  di  differenti  gradi  son  congiunti 
tra  loro  co’  segni  -f-  e — , non  v’  à luogo  alcuna  riduzione  ; non 
va  cosi  quando  son  dello  stesso  grado , e che,  semplificandoli,  re- 
sta la  stessa  quantità  sotto  ciascuno  di  essi.  Ad  esempio,  sem- 
plificando i radicali,  si  à 

31/  2al,b  — 51/ Gla'ft''  = 3a*  |/2a  ’ft — 10ail/2aJ6 
= (3a*  — 10ui)l/2Ò^  • 

***•  Sia  il  prodotto  I /a  Vb  ve.  Innalzandolo  alla  poten- 
za m si  à afte;  dunque  è desso"  uguale  alla  radice  »#»."'"*  di  afte, 
dunque 

l/a  l^ft  l /e  = |/ afte. 

Cosi , *i  moltiplicano  tra  loro  più  radicali  dello  stc*so  grado  for- 
mando il  prodotto  delle  quantità  situate  sotto  i radicali  ; ed  af- 
fettando questo  prodotto  del  radicale  comune. 

Lez.  di  Alg.  23 
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*»*.  Una  frazione  s’ innalza  a potenza  innalzando  a questa 
il  suo  numeratore,  ed  il  suo  denominatore.  Dunque,  dividendo 

l/a  per  Vb,  la  potenza  m del  quoziente  sarà  j ; dunque 


dunque  ti  dividono  l’un  per  l’altro  due  radicali  dello  stesso  grado, 
dividendo  l'un  per  l’altra  le  quantità  situate  sotto  il  radicale, 
ed  affettando  il  quoziente  del  radicale  comune. 

MS.  Consideriamo  ora  le  potenze  dei  radicali.  Da  prima,  per 
le  regole  della  moltiplicazione  (*•■*),  è chiaro  che  prendendo  » 

fattori  uguali  a l/a,  si  à 

m ai  ìh  est  m m 

(Va)"=Va  Va  l/a  . . . =1 / aaa  . . . =| /a" 
dunque  s’innalza  a potenza  un  radicale,  innalzando  a potenza 
la  quantità  situata  sotto  il  radicale. 

S'innalza  ancora  a potenza  un  radicale,  dividendo,  quando  i 
possibile,  l’indice  del  radicale  per  l’esponente  della  potenza.  Così 

ma m 

(l /à)=V^. 

m/l-. 

In  effetti  va  è una  quantità  mn  volte  fattore  in  a ; si  può  quin- 
di decomporre  a in  m gruppi,  ciascun  composto  di  n fattori 

mn mai  _ , 

uguali  a Va.  Or  ciascun  gruppo  equivale  a (l/a)“;  dunque  que- 
st’ultima  quantità  è m volte  fattore  in  a;  dunque  infine 

(\/à)"= Va. 

Se  l’esponente  della  potenza,  senza  essere  un  divisore  del- 
l’indice, à solamente  con  quello  un  fattore  comune,  potranno 
adoperarsi  amendue  le  regole  per  la  formazione  della  potenza. 

Ad  esempio  sia  (| /a)"'.  Si  osserverà  che  può  farsi  la  potenza 
np  d’ una  quantità  innalzando  da  prima  questa  quantità  alla  po- 
tenza n,  ed  il  risultalo  alla  potenza  p.  Or  per  la  seconda  re- 
gola, ([/a)"=[/a , e per  la  prima  (l/a),=l/<7;  dunque 

nn.  m __ 

(Va)"' = Va'. 

tll.  Per  estrarre  una  radice  da  un  radicale  non  si  à che  ad 
invertire  le  regole  precedenti.  Da  prima  si  à 


Digitized  by  Google 


I.EZJONI  DI  AI.IÌKBIU.t  179- 

w.  _ m ^ 

poiché,  innalzando  Va  alla  potenza  n,  si  trova  I V.  Dunque  si 
estrae  la  radice  da  un  radicale,  istruendola  dalla  quantità  che  è 
sotto  il  radicale. 

Anche  quando  la  quantità  sotto  il  radicale  non  è una  potenza 
dello  stess’ ordine  della  radice  ad  estrarsi,  può  applicarsi  questa 
regola;  ma  allora  la  radice  ad  estrarsi  resta  semplicemente  in- 
dicata; cosi  si  scriverà 

«b  _ m 

In  secondo  luogo,  poiché  si  à (|/o)"—  Va,  si  debile  aver 
ancora 


yi/a=yà; 

dunque,  si  estrae  la  radice  da  un  radicale,  moltiplicando  l'in- 
dice del  radicale  pel  grado  della  radice  ad  estrarsi. 

Questa  maniera  di  prendere  la  radice  di  un  radicale  è la  più 
usitata.  D’altronde  ciascuna  delle  due  regole  mostra  ugualmente 
che  l’ordine  con  cui  si  estraggono  due  radici  successive  è del  tutto 
indifferente. 

•SS.  La  moltiplicazione,  c la  divisione  de’ radicali  dello  stesso 
indice  li  riduce  ad  un  solo.  Ciò  succederà  per  radicali  qualunque, 
qualora  si  riducano  preventivamente  allo  stesso  indice , il  che  è 
facile  a farsi.  Osservando  infatti  che  un  radicale  s’ innalza  a po- 
tenza innalzando  a questa  potenza  la  quantità  che  è sotto  il  radi- 
cale (*#«),  e che  si  estrae  una  radice  da  un  radicale  moltiplicando 
l’indice  del  radicale  per  quello  della  radice  ad  estrarsi  (**7);  segue  , 
che  ti  valore  d’ un  radicale  resta  lo  stesso  se  si  moltiplichi  il  suo 
indice  per  un  numero,  e nello  stesso  tempo  s’innalzi  alla  potenza 
indicata  da  tal  numero  la  quantità  situala  sotto  il  radicale. 

Questa  osservazione  mostra  che  più  radicali  possono  ridursi 
ad  un  indice  comune  per  le  stesse  regole  che  servono  a ridurre 
le  frazioni  allo  stesso  denominatore.  Qui  gl’  indici  dei  radicali 
rimpiazzano  i denominatori  delle  frazioni. 

Sia,  ad  esempio,  il  prodotto 


P=z\/a%btX.l/aab‘Xl/ a'b*. 


Siccome  ciascun  indice  è primo  con  gli  altri  due , il  più  piccol 
numero  divisibile  per  ciascuno  di  essi  è il  prodotto  3x4x5=60, 
e questo  sarà  l’indice  a cui  si  ridurranno  i radicali. 
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Dividendo  60  per  i tre  indici , si  anno  i quozienti  20, 15, 12: 
e per  questi  numeri  debbon  moltiplicarsi  rispettivamente  gl’in- 
dici dei  tre  radicali , mentre  s' innalzano  le  quantità  situate  sotto 
i radicali  rispettivamente  alle  potenze  indicate  dai  tali  numeri. 
Per  tal  modo  si  à 

P = l X |/a”M“  X |/o«6*»  ; 
ed,  effettuando  la  moltiplicazione,  e semplificando, 

« o _______  e u 

p = |/ai»»5«j»  = aia  J/a+s^*. 

Sia  ancora  il  prodotto 

Q = |/32a*6“  X J/128a’6  X l/61aJò’ . 

Il  più  piccol  numero  divisibile  per  ciascun  indice  è 21.  Osser- 
viamo inoltre  che  i fattori  numerici  sotto  i radicali  son  delle  po- 
tenze di  2,  cioè  32=2“,  128=2’,  61=2*.  Riducendo  i tre  ra- 
dicali all’indice  24,  si  avrà 

9.  4 *4  «4  

Q = l/230al  a6’°  X 1/2*  »a*»64  X l/21Ba»òa* 

n t a A.  ni 


= |/2’*a**6** = 2 3a*ò’  l/2*aè’  = 8a*6*  1/ 1 6aA’. 

Calcolo  degli  esponenti  frazionari. 

«SS.  Poiché  gli  esponenti  frazionari  fan  le  veci  de’ radicali 
(*04),  dal  calcolo  de’  radicali  appunto  debbon  ricavarsi  le  regole 
del  calcolo  di  questi  esponenti.  È inutile  l’ avvertire  che  non  si 
parla  ancora  qui  che  di  radicali  aritmetici. 

Percorrendo  i diversi  casi  che  possono  presentare  la  moltipli- 
cazione, e l’elevazione  a potenza,  abbiamo 

» n n 

i/Xa" = a? Ka*= \/ asn~i~s — a n • 

— t pi  , i»  r*n  pn-i  qm 

am'XcT  = va9 va* o/’n+<?m — a mn  • 

(a*)  =(l/^)  =|/?7'=a“- 

(«*)-= l/(ày = \Ar— «r- 
» mn ri 

a->  = 

Tutti  questi  risultati  son  notevoli  in  ciò,  che  son  essi  precisa- 
mente  gli  stessi,  che  si  sarebbero  avuti  applicando  agli  esponenti 
frazionari  le  stesse  regole  stabilite  per  gli  esponenti  intieri. 
L’analogia  tra  le  due  sorti  di  esponenti  à luogo  anche  nella 
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divisione,  e nell* estrazione  di  radici.  In  effetti,  in  queste  opera- 
zioni le  regole  degli  esponenti  si  deducono  da  quelle  della  mol- 
tiplicazione , e dell'  innalzamento  a potenza  ; dunque  debbon  esse, 
come  nella  moltiplicazione , e nell’  innalzamento  a potenza,  restar 
le  stesse  tanto  per  gli  esponenti  frazionari  che  per  gli  esponenti 
intieri. 

Da  ciò  torna  evidente  che  la  divisione  può  dar  origine  ad  espo- 
nenti frazionari  negativi  ; quindi  la  convenzione  del  n.°  58  si 
estenderà  anche  a questi  ultimi , cioè  che  essendo  p intiero  o 

frazionario,  l’espressione  a-*  è sempre  equivalente  ad  Da 

ciò  segue  che,  per  gli  esponenti  negativi  frazionari , le  regole  saran 
perfettamente  le  stesse  che  per  gli  esponenti  negativi  intieri;  e 
siccome , per  questi , abbiam  veduto  esser  le  stesse  che  per  gli 
esponenti  positivi , possiam  conchiudere  che  tutti  gli  esponenti , 
intieri  o frazionari , positivi  o negativi , van  soggetti  alle  stesse 
regole  nelle  diverse  operazioni  dell’algebra. 

Per  verità  non  abbiam  considerati  (OO,  Ot)  gli  esponenti  intieri 
e negativi  che  nella  moltiplicazione  e divisione,  e non  nell'ele- 
vazione a potenze  ; ma  la  conclusione  precedente  non  è perciò 
men  vera.  In  effetti,  m ed  n essendo  numeri  qualunque,  intieri 
o frazionari,  è facile  vedere  che  si  à 


Tali  risultati  dimostrano  che  si  dee  sempre , come  per  gli  espo- 
nenti positivi,  moltiplicar  l’esponente  di  a per  quello  della  po- 
tenza. 

•40.  In  generale,  ogni  segno  bene  scelto  dev’ esser  la  rappre- 
sentazione esatta  dell’operazione,  da  cui  trae  la  sua  origine;  e tal 
condizione  è sì  fedelmente  soddisfatta  dalle  differenti  sorti  di  espo- 
nenti , che  è sempre  facile  il  trasformare  una  espressione , in  cui  si 
rattrovano , in  un’  altra  che  non  contenga  che  esponenti  positivi  e 
radicali.  Perchè  non  resti  alcun  dubbio  su  di  ciò,  effettuiremo  questa 
trasformazione  sulla  formola 

Ji,:) 
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Non  consideriamo  da  prima  die  la  sola  quantità  chiusa  in  pa- 
rentesi , e facciamo 


n 

,=v,-y 

Pel  significato  associato  al  segno  |/ , quando  v’  è ■—  ” per 


in- 


dice , dee  aversi 


' -£ 

i 


ad  a causa  degli  esponenti  negativi  questa  uguaglianza  si  cambia  in 

1 1 j ! 

T==-7  , da  cui  z = cf  : 


c quest’  ultima , a causa  degli  esponenti  frazionari  , equivale  a 

Or , innalzando  i due  membri  alla  potenza  n , si  à 

zm  — l/a^  ; 

ed  estraendo  la  radice  m da  ciascunp , 

"1 

z = VcT‘ 

dunque  finalmente  la  forinola  proposta  addiverrà 
x = z—'-y  = — ~ — - s= — ? — . 

' (iV)  fV 

Potrebbe  dimandarsi  se  le  regole  del  calcolo  degli  espo- 
nenti s’  applicano  ugualmente  agli  esponenti  incommensurabili  o 
immaginari. 

Relativamente  agli  esponenti  incommensurabili , faremo  osser- 
vare che  questi  non  anno  in  se  stessi  alcun  significato  , e che 
per  darcene  uno , bisogna  concepir  che  si  sostituiscano  per  degli 
esponenti  commensurabili  semprepiù  approssimati.  Da  ciò  segue 
che  una  forinola  in  cui  entrano  esponenti  incommensurabili  dee 
considerarsi  come  rappresentante  il  limite  a cui  convergono  i va- 
lori che  si  ricavano , sostituendo  a questi  esponenti  dei  numeri 
commensurabili , tanto  poco  differenti  da  questi  esponenti  quanto 
si  vorrà  ; cosichè  è chiaro  che  P espressione  proposta  rappre- 
senterà esattamente  lo  stesso  limite,  dopo  che  si  saranno  effet- 
tuate sugli  esponenti  incommensurabili  che  dessa  contiene , le 
stesse  operazioni  che  se  fossero  commensurabili. 
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Ad  esempio  m ed  » essendo  incommensurabili,  si  à sempre 
• a"Xa"=am+”. 

In  effetti , ponendo  in  vece  di  rn  ed  n dei  numeri  commen- 
surabili m ' ed  n' , m"  ed  n" che  si  accostano  indefinitamente 
ad  m ed  n,  si  avrà 

am'  X a-' = am~  Xa""= . . . 

I primi  membri  di  quest’  uguaglianze  convergono  allo  stesso  limite 
che  i secondi.  Or,  amXa  rappresenta  il  limite  degli  uni  , ed 
an+"  quello  degli  altri;  dunque  a‘X«‘=«*+*. 

Relativamente  agli  esponenti  immaginari,  osserveremo  gene- 
ralmente die  introducendo  delle  quantità  immaginarie  nei  cal- 
coli, una  convenzione  tacita  sussiste  sempre,  ed  è di  ritener 
come  equivalenti  le  espressioni  in  cui  si  sostituiscono  a certe 
lettere  a,  b,  ec. , delle  quantità  immaginarie,  qualora  è dimo- 
strato che  tali  espressioni  sono  uguali  sostituendosi  per  queste 
lettere  valori  reali. 

Trattandosi,  ad  esempio,  di  questa  espressione  non 

avendo  assolutamente  alcun  senso  quando  m ed  n sono  imma- 
ginari , è chiaro  che , senza  una  convenzione  espressa  o tacita , 
non  si  potrebbe  ritenerla  equivalente  ad  o“-e*. 

Sui  valori  multipli  dei  radicali  algebrici. 

*4*.  Abbiam  finora  considerati  i radicali  come  rappresentanti 
soli  valori  reali,  e positivi;  ora  passiamo  a dar  loro  tutta  la 
generalità  possibile , cioè  a riguardarli  come  esprimenti  indistin- 
tamente tutti  i valori  che  riproducono  la  quantità  situata  sotto 
il  radicale,  quando  s’innalzano  alla  potenza  indicata  dall’indice 
del  radicale.  Per  tal  modo  siam  condotti  alla  distinzione  già  fatta 
altrove  (158)  tra  determinazioni  aritmetiche,  e determinazioni  al- 
gebriche. Ogni  radicale  non  ne  ammette  che  una  sola  della  prima 
specie;  anzi,  perchè  F ammetta,  bisogna  ancora  che  la  quantità 
sottoposta  al  radicale  sia  reale  e positiva.  Non  saranno  inutili 
su  di  ciò  dei  sviluppi. 

*48.  Prendiamo  un  radicale  qualunque  yK , e supponiamo  A 
successivamente  positiva,  negativa,  immaginaria. 

Quando  A è positiva,  sappiam  trovare,  o esattamente  o con 
approssimazione , per  i metodi  conosciuti , una  quantità  positiva  a , 
la  cui  potenza  riproduca  A.  Or , ogni  altra  quantità 

positiva,  innalzata  a questa  potenza,  darebbe  evidentemente  up 
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risultato  > A o < A ; dunque  il  valore  a è una  determinazione 
aritmetica  del  radicale,  ed  è la  sola  di  tal  fatta  che  desso  am- 
mette. 

Quando  A è negativa,  si  osserverà,  che  non  ri  àn  grandezze 
positive,  le  cui  potenze  sien  negative;  dunque  allora  il  radicale 
non  può  aver  che  determinazioni  algebriche. 

Finalmente,  quando  A è immaginaria,  essendo  evidente  che 
le  potenze  d’una  grandezza  reale,  positiva  o negativa,  son  sem- 
pre reali , ne  segue  che  tutte  le  determinazioni  del  radicale  sono 
algebriche  ed  anche  immaginarie. 

•44.  Possiam  ancora  considerar  separatamente  il  caso  in  cui 
l’indice  m è pari,  e quello  in  cui  è impari. 

Nel  primo  caso,  tutti  i valori  del  radicale  sono  a due  a due 
uguali  e di  segno  contrario.  In  efletti , se  a è uno  di  questi , di 
maniera  che  s’abbia  a'*  = A,  è chiaro  che  si  avrà  ancora,  at- 
tesocchè  m è un  numero  pari,  ( — a)m=am  = A , cioè  che  — a 
è anche  un  valore  del  radicale.  Posson  dunque  allora  rappresen- 
tarsi tutti  i valori  del  radicale  con  una  serie  di  quantità  affette 
dal  segno  zfc , come  ±a,  ±6,  dzc,. . . Nello  stesso  tempo  che 
m è pari,  se  A è positivo,  il  radicale  à un  valore  reale  e po- 
sitivo; e supponendo  che  questo  sia  a,  è chiaro  che  — o è an- 
che un  valore  reale,  ma  negativo,  del  radicale.  In  quanto  agli 
altri  valori  ± b , ± c , . . . non  posson  esser  che  immaginari. 

Quando  tn  è impari , cambiando  il  segno  di  A , gli  m valori 
del  radicale  cangeranno  solamente  di  segno.  In  efletti  se  a è un 

m 

valore  di  |/A,  è chiaro  che,  m essendo  dispari,  debba  aversi 
( — a)m— — am — — A.  Così,  supponendo  che  i valori  di 

w» 

siano  a,  b,  c,  d,...  quelli  di  V — A saranno — a, — b, — c, 
— rf, ...  Se  A è una  quantità  reale,  l’uno  degli  m valori  del 
radicale  è reale  e dello  stesso  segno  di  A : cioè  positivo  se  A è 
positivo,  e negativo  se  A è negativo.  Gli  altri  valori  sono  es- 
senzialmente immaginari. 

•44.  Finora  abbiam  parlato  di  valori  multipli  de’  radicali , 
senza  precisarne  il  numero.  Fa  d’uopo  adunque  che  ora  si  ri- 
fletta alla  proposizione  seguente. 

Un  radicale  à tanti  valori  differenti,  ni  più  ni  meno,  quante 
unità  son  nell’indice  di  questo  radicale ; o,  in  altri  termini,  ogni 
quantità  à tante  radici  di  un  certo  grado,  quante  unità  son  nel- 
l'indice di  tal  grado. 
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Questa  proposizione  è già  conosciuta  pei  radicali  quadrati  ; pas- 

• S 

siamo  ad  esaminarla  su)  radicale  cubico  |/A.  Ogni  quantità  che 

3 

à A per  cubo  è perciò  un  valore  di  l/A  ; dunque  i valori  di  que- 
sto radicale  son  precisamente  gli  stessi  che  i valori  di  x che  sod- 
disfano all’equazione 

x,—\  ovvero  x‘ — A =0. 

Per  meglio  fissare  le  idee , supponiamo  A positivo.  Allora  esiste 
una  quantità  positiva  il  cui  cubo  è A , che  si  sa  calcolare  o esatta- 
mente o con  approssimazione.  Chiamiamo  questa  quantità  a,  e 
sostituiamo  a 3 ad  A:  l’equazione  x3 — A=0  diverrà 
x3—a3=0. 


11  binomio  x3 — a3  è divisibile  per  x—~ a (&•),  e si  à 
x3  — «*  = (<r— o)  (x*-\~  ax  a*). 

Or  perchè  un  prodotto  sia  nullo,  è necessario  e sufficiente  che 
uno  dei  suoi  fattori  sia  nullo  ; dunque  si  avran  tutte  le  soluzioni 
dell’equazione  x3 — a*=0  facendo  successivamente 
x3 — a — 0 ed  ^r*-t-mc-f-a*  = 0; 
e ricavando  da  queste  i valori  di  x,  si  à 

<—i±y^3\ 


x=a,  x=a  (- 


quindi  son  queste  le  tre  radici  cubiche  di  a»  o di  A.  Si  è avuto 
il  valore  a,  e ciò  dovevamo  aspettarcelo  ; poiché  era  questo , 
per  ipotesi,  una  radice  cubica  di  A.  Ma  oltre  questa  ne  esistoup 
due  altre  che  l’analisi  precedente  fa  conoscere.  Osserviamo  an- 
cora che  questa  analisi  sussiste  qualunque  sia  la  quantità  A , 


3 

purché  a indichi  un  valore  di  |/A,  sia  reale  sia  immaginario* 
La  proposizione  può  estendersi  facilmente  a tutti  i radicali  il 
cui  indice  sia  una  potenza  di  2 o di  3 , ovvero  un  numero  com- 
posto dei  fattori  2 e 3.  Ad  esempio,  supponiamo  che  s’abbia  il 


I t 

radicale  l^A,  il  cui  indice  12=2x2x3. 

La  quantità  A avrà  due  radici  quadrate;  ciascuna  d’esse  avrà 
anche  due  radici  quadrate,  cosichè  si  avranno  quattro  quantità 
differenti;  finalmente  ciascuna  di  queste  quantità  avrà  tre  radici 
cubiche,  cosichè  in  tutto  saranno  dodici  quantità  differenti;  e 


ciascuna  di  esse  è un  valore  di  l/X  In  fatti , sieno  a una  delle 
due  radici  quadrate  di  A , a'  una  delle  due  radici  quadrate  di  a , 
ed  a"  una  delle  tre  radici  cubiche  di  a'.  È chiaro  che  a"  sarà 
Le:.  di  Aly.  24 
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una  delle  dodici  quantità  di  cui  si  tratta.  Or , egli  è chiaro  an- 
cora che  si  avrà 

an>  = a'  a"t  = a',—a,  a",t=o*  = A; 

i m 

dunque  a"  è un  valore  di  |/A. 


Qualunque  sia  il  radicale  l/X,  che  si  considera  r fa  determi- 
nazione de’  suoi  differenti  valori  si  riduce  sempre  alla  risoluzione 
d’ un’equazione.  In  effetti,  questo  radicale  indica  indifferente- 
mente tutte  le  quantità  reali,  o immaginarie  che,  innalzate  alla 
potenza  m , riproducano  A ; quindi  esse  non  son  altro  che  i va- 
lori di  x che  soddisfano  all’equazione  xm=\. 

Da  ciò  risulta  che  la  proposizione  generale  che  ci  occupa,  si 
riduce  a dimostrare  che  in  questa  equazione  l’incognita  x à m 
valori  differenti.  Non  sapremmo  intraprendere  qui  tal  dimostra- 
zione , ma  ci  ritorneremo  altrove , e riterremo  per  ora  come  di- 
mostrato che  ogni  radicale  à tanti  valori  differenti,  sien  reali, 
sieno  immaginari,  quante  unità  contiene  l’indice  del  radicale. 


•4S.  Chiamando  a un  valore  di  l/A , abbiam  trovato  prece- 
dentemente, per  i tre  valori  di  questo  radicale, 

(—  1 -t-  l/3?v 


»,  »(: 


r 


’( 5 ) 


Sia  A = 1 ; si  potrà  prendere  a^=l , e quindi  i tre  valori  di 
KT  saranno 


4 -l-t-J/^3  — 1 — 1/ — 3 

»,  à » 2 

Paragonandoli  con  quelli  di  l/A,  si  avrà  questa  conseguenza  no- 
tevolissima: che  le  Ire  radici  cubiche  d’una  quantità  *’ ottengono 
moltiplicando  luna  qualunque  di  ene  per  le  tre  radici  cubiche 
dell’unità. 

Noi  andiamo  a dimostrare  che  questa  proprietà  si  estende  a 
tutti  i radicali.  Chiamiamo  a un  valore  qualunque  del  radicale 

■ m 

V A , ed  1,  »,  y , • • • gli  m valor»  di  V 1 ; formando  i pro- 
dotti 

aXi,  aX»,  «X/3,  aXy 
ed  innalzando  alla  potenza  m,  si  à 

a , « * , a ft  , a y , ••• 

Or  queste  quantità  son  tutte  uguali  ad  A,  poiché  si  à evideiv- 
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temente  o“  = A,  *“=1,  = dunque  i prodotti  a, 

uol,  a/3 , ay , • • • sono  gli  m valori  di  1/A.  Quindi  può  dirsi  iu 
generale  che  in  qualunque  ordine,  le  radici  d’una  quantità  qualunque 
si  formano  moltiplicando  l’una  di  esse  per  le  radici  dell’unità. 

949.  Questa  proposizione  può  applicarsi  alle  radici  dell’  uni- 
tà , ed  diora  si  à questa  proprietà  curiosa  : che  le  diverse  ra- 
dici deir  unità  si  riproducono  in  ordine  differente  , col  moltiplicar 
ciascuna  di  esse  successivamente  per  tutte  le  altre.  Impegniamo 
il  lettore  a verificarlo  sulle  radici  cubiche  trovate  precedentemen- 
te. Egli  vedrà  nel  tempo  stesso  che  le  due  radici  immaginarie 
sono  i quadrati  l’una  dell’altra;  e questa  osscrvazioue  riceverà 
tu  seguito  una  grande  estensione. 

*48.  A fin  di  prevenire  ogni  equivoco,  alcuni  autori  àn  pen- 
sato che  un  segno  caratteristico  abbisognasse  per  distinguere  il 
caso  in  cui  si  prende  un  radicde  con  tutte  le  sue  determinazio- 
ni , da  quello  in  cui  non  se  ne  considera  che  una  sola,  lina  con- 
venzione assai  semplice  sarebbe  di  raddoppiar , nel  primo  caso, 

la  linea  orizzontale  del  radicale.  Ad  esempio  indicherebbe 
i due  valori  della  radice  quadrata , mentre  l/A  ne  indicherebbe 
un  solo.  Cosi  potrebbe  scriversi 

1/A=±i/À, 

e supponendo  ad  esempio  A =4  , si  avrebbe  1/T==dfc2. 

Per  tal  convenzione  il  teorema  generale  del  n.°  *4®  si  scri- 
verebbe cosi:  l/A  = |/A  1/Ì7 

94,9.  GH  esponenti  frazionari  danno  luogo  a delle  analoghe 

m 

osservazioni.  L’  espressione  A*  può  essere  adoperata  per  indicar 

insiememente  tutti  i valori  del  radicale  l/A*  , o solamente  un 
di  esso.  Giudicando  utile  distinguere  questi  due  casi  per  qualche 
differenza  nella  scrittura  si  potrebbe  ancora,  nel  primo  caso,  porre 
il  doppio  tratto  sulla  quantità  A.  Per  tal  modo  si  avrebbe 

\/T"=lì , i/F=a-  . 

„ — ■ n - 9 

Ad  esempio , se  m=2 , si  scriverebbe  l/’A" = A *=±1/ A" = ± A*. 

ISO.  Allorché  si  ànno  piò  radicali  dello  stesso  indice  situati 
su  quantità  positive , potrebbe  darsi  che  abbisognasse  considerar 
più  specialmente,  in  questi  radicali,  le  determinazioni  che  risul- 
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tano  dalla  moltiplicazione  de’ loro  valori  aritmetici  per  una  stessa 
radice  dell’  unità  , senza  d’ altronde  particolarizzar  tal  radice.  Per 
indicar  tali  determinazioni , ci  siam  serviti , nel  nostro  corso , della 
denominazione  di  valori , o radici  similari.  Così  a,  e b essendo 

m — m _ 

dei  valori  aritmetici  dei  radicali  |/A  e l/B  , ed  a essendo  uria 
delle  radici  mniMt  dell’  unità , i prodotti  o»  e 6*  sarebbero  due 
radici  similari. 

Quando  sotto  i radicali,  sonvi  quantità  negative  — A, — B,  i 
radicali  non  ànno  più  valori  aritmetici.  Inoltre  se  l' indice  m è 
impari , ànno  essi  un  valore  reale  , ma  negativo  ; allora  si  pren- 
derebbero per  a , e 6 i valori  negativi  di  questi  radicali , e si  chia- 
merebbero valori  similari  i prodotti  come  a»  e ò»,  formati  con 
la  stessa  radice  dell’  unità.  Se  l’ indice  m è pari , allora  ogni  loro 
determinazione  sarà  immaginaria;  in  tal  caso  può  concepirsi  che  a 
e b sieno  de’  valori  di  questi  radicali  talmente  scelti  che  diventano 
uguali  quando  le  quantità  — A e — B sono  uguali;  ed  i prodotti 
di  a,  e b per  una  sola  radice  dell'unità  diconsi  radici  similari. 

SAI.  Per  non  dipartirci  dall’uso,  non  ci  serviremo  affatto  di  tal 
denominazione , nè  di  alcun  altro  novello  segno  o scrittura  ; ma 
almeno  il  lettore  deve  ora  esser  ben  avvertito  dell’equivoco  che 
può  accompagnare  i radicali , e gli  esponenti  frazionari  ; e per 
conseguenza  , adoperandoli  deve  attentamente  badare  al  senso  che 
gli  dà. 


Calcolo  dei  radicali  algebrici. 

t5*.  Allorché  si  prendono  i radicali  nel  più  ampio  senso 
possibile , le  espressioni  in  cui  essi  rattrovansi  possono  aver 
anche  più  valori  ; conseguentemente  le  trasformazioni  che  si  ef- 
fettuano su  tali  espressioni , perchè  non  siano  difettose  non  deb- 
bono alterar  questi  valori.  Couvien  dunque  qui  riprendere  le  ope- 
razioni che  possono  effettuarsi  sui  radicali , e fare  in  modo  che 
i risultati  abbiano  tutta  la  generalità  dovuta, 
tal.  La  semplificazione  de' radicali,  è fondata  sull’uguaglianza 

e questa  uguaglianza  non  va  soggetta  ad  alcuna  restrizione.  In 
effetti , il  secondo  membro  à m valori , ed  innalzando  ciascun  di 
essi  alla  potenza  m , si  à sempre  amb , dunque  questo  membro 
rappresenta  esattamente  tutti  gli  m valori  del  primo. 
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•A4.  Nella  moltiplicazione  de’ radicali  delio  stesso  indice  , si 
dcbbe  ancora  avere , come  nel  n."  *84  , 

1^1/6  =1/3. 

m _ m _ 

Da  prima , facendo  la  potenza  m del  prodotto  \/u\ /b , si  a ab; 
dunque  tutti  i valori  di  questo  prodotto  sono  tra  gli  m valori 

di  l /ai.  Inoltre  è chiaro  che  , ciascun  dei  fattori  I/o  e | /b  aven- 
do m valori  differenti , non  possono  aversi  meno  di  m prodotti 
differenti,  moltiplicando  gli  m valori  di  uno  per  quelli  dell’altro. 
Dunque  si  debbono  avere  esattamente  gli  stessi  valori  per  il  prò- 

m m _ m , 

dotto  l/o| /b  che  per  il  prodotto  | /ab. 

Questa  conchiusione  dà  luogo  ad  una  importantissima  osserva- 
zione ; cioè  che , siccome  moltiplicando  gli  m valori  del  primo 
radicale  per  uno  dei  valori  del  secondo , si  avrebbero  già  m ri- 
sultati differenti , cosi , moltiplicandoli  per  ogni  altro  valore  del 
secondo  radicale , si  debbono  riprodurre  gli  stessi  risultati  ma  in 
diverso  ordine. 

8AA.  Tutto  ciò  che  abbiamo  or  ora  detto  s'applica  letteral- 
mente alla  divisione  de’ radicali  dello  stesso  indice;  di  maniera 
che  dovrà  ancora  aversi  con  tutta  la  generalità  possibile 

m _ 

I/o 


I A 

•58.  Passiamo  alle  potenze.  Tre  casi  sono  a distinguersi,  e 
noi  andiamo  a percorrerli  successivamente. 

1.*  Quando  i numeri  m ed  n sono  primi  tra  loro,  si  à 

(W=|/o- 

Innalzando  il  primo  membro  alla  potenza  *n,  si  à 

[(«T=(é;r=[(é.f]'=^ 

e quindi  conchiudesi  da  prima  che  tutti  i valori  dell’espressione 

m si  trovan  tra  quelli  di  a . Desta  dunque  a far  vedere 
che  questi  valori  sono  m di  numero. 

Siano  a',  a",  a"1, ....  gli  m valori  di  |/a , quelli  di  (1/ a)"  sa- 
ranno a1* , a"* , a"1* , . . . . ed  andiamo  a dimostrare  che  tutti 
questi  valori  son  differenti.  Ammettiamo , infatti , che  ve  ne  siano 
degli  uguali , e sia 


[1] 


a'  =a 


Digitized  by  Google 


LEZIONI  DI  ALGEBRA. 

sou  due  radici  m'"m'  di 


a,  si  a ancora 


,o* 


190 

Poiché  a'  ed  a' 

[2]  a'~z=a" 

Supponiamo  m>  n,  e che  la  divisione  del  numero  m pern  dia 
m = nq-+-r , l’eguaglianza  [2]  diventa 

[3]  a'*r+r= 

Facendo  la  potenza  q de’  due  membri  dell’  uguaglianza  [1] , si  à 

[4]  am,=za"m'; 

e,  dividendo  l’un  per  l’altra  l’eguaglianza  [3]  e [4],  resta 

aT  — a!r . 

Supponiamo  ora  che  dividendo  n per  r si  abbia  n—rq'+r'. 
Nell’eguaglianza  [1]  sostituiamo  » per  tal  valore , innalziamo  l’ ul- 
tima uguaglianza  alla  potenza  q' , e dividiamole  l’ un  per  l’ altra  ; 
si  otterrà  aK=a"''. 

Continuando  similmente , è chiaro  che  si  àn  sempre  delle  ugua- 
glianze della  forma  a"  = a'",  nelle  quali  l’ esponente  * è un  dei 
resti  che  si  ottengono  effettuando  su  m ed  » le  operazioni  del 
massimo  comun  divisore.  Or,  questi  due  numeri  essendo  primi 
tra  loro,  deve  arrivarsi  al  resto  1;  dunque  si  avrebbe  a'  = a": 
dunque  a ' ed  a"  non  sarebbero  affatto  due  valori  differenti,  il 
che  è contro  l’ipotesi.  Dunque  1.*  ecc. 

2. °  Quando  l’ indice  del  radicale  è mi  multiplo  mn  dell'espo- 
nente » della  potenza , dee  aversi 

In  effetti , per  ogni  quantità  x , che  fosse  un  valore  di  Va  , 
dovrebbe  aversi  x"m=a  ovvero,  ciò  che  è lo  stesso  (x")’‘=a; 

m — 

dunque  i valori  di  x*  non  son  altro  che  quelli  di  Va,  cioè  che 

3. °  Quando  P indice  del  radicale  , e l’ esponente  della  po- 
tenza ànno  un  fattore  comune , chiamando  mp  ed  np  questi  nu- 
meri , p essendo  il  loro  massimo  comun  divisore  , dovrà  aversi 

poiché  per  i due  primi  casi  si  à 

<^=[<tf37=(l 7à‘=yV. 

Off? rvazione.  Applicando  agli  ultimi  due  casi  la  regola  del  pri- 
mo , si  avrebbe  un  radicale  che  ammetterebbe  più  valori  di  quel 
che  dovrebbe  avere.  Non  pertanto  quasi  sempre  si  fa  uso  di  tal 
regola  ; ma  allora  è sottinteso  che  i risultati  possono  qualche 
volta  aver  troppa  generalità. 
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»ft».  La  regola  relativa  alle  radici  dei  radicali  sarà  generale: 
essa  è compresa  nell’ eguaglianza. 

n 

In  effetti,  facendo  x — \f l/a,  si  avrà  x"=l/a,  e quindi 

ma 

xT‘=.a\  dunque  x à gli  stessi  valori  di  Va. 

V&8.  Non  è necessario  parlare  della  riduzione  allo  stesso  in- 
dice pei  radicali  algebrici  ; poiché  questa  trasformazione  è evi- 
dentemente in  difetto  , perché  aumenta  il  numero  dei  valori  di 
questi  radicali.  Non  potrem  dunque  servirci  di  essa , come  nel 
n.°  *•»,  a spiegare  la  moltiplicazione  e la  divisione  dei  radicali 
d’ indici  diversi.  Non  pertanto  andiamo  a dimostrare  che  i risul- 
tati trovati  per  tal  via  siano  anche  veri  nel  caso  dei  radicali  al- 
gebrici , purché  l’ indice  comune  sia  sempre  il  più  piccolo  possi- 
bile. Non  considereremo  che  la  moltiplicazione  ; il  ragionamento 
sarebbe  assolutamente  lo  stesso  per  la  divisione. 

l.°  Quando  gl’indici  m ed  » sono  primi  tra  loro,  dovrà 
aversi 

m n mn 

l/a\/b=\/7ir. 

m _ . n mm 

Da  prima,  innalzando  il  prodotto  \/a\/b  alla  potenza  in»,  si  à 

(i >.vù-=wr(£rù~=fr, 

mn 

il  che  mostra  che  tra  le  determinazioni  del  radicale  l / a" bm  si 
trovano  tutte  quelle  del  prodotto.  Bisogna  inoltre  dimostrare  clic 
esse  non  sono  in  minor  numero. 

Chiamiamo  a! , a",  a'", gli  ni  valori  di  {/a , e b',  b",b"', . . 

gli  « valori  di  \/b.  Moltiplicando  le  quantità  a',  a",  a'",.... 
per  b‘ , b" , b"' , si  avranno  tutte  le  determinazioni  del  prò- 

f".  » 

dotto  VaVby  che  saranno 

a'b' , a"b' , a"'b',  .... 

a'b ",  a"b" , a"'b" 

■ a'6'",  a"b'" , a"'b"' . . . 

ecc. 

ed  ecco  mn  prodotti;  ma  bisogna  dimostrar  che  sieno  differenti. 
Non  abbisogna  dimostrarlo  che  nel  caso,  in  cui  si  paragonano 
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tra  loro  dei  prodotti  formati  di  differenti  fattori  ; ad  esempio , 
a'b'  ed  a"b".  Ammettiamo  per  nn  momento  che  questi  prodotti 
sieno  uguali;  innalzandoli  alla  potenza  n si  avrà  a'nb'n  — a"nii"B; 
e quest’uguaglianza,  osservando  che  4'*=6"»=6,  diventa 

a'»=a"*. 

Ma,  poiché  a'  ed  a"  son  due  radici  m"'"*  di  a,  si  à ancora 

Le  quantità  a'  ed  a"  son  dunque  perfettamente  nello  stesso  caso 
che  quelle  del  n.°  >M  (1°)  ; quindi  si  arriverebbe  similmente  a 
conchiudere  a'— a",  il  che  è contro  l’ipotesi. 

2.®  Quando  gl’  indici  m ed  n in  fattori  comuni , chiamando 
p il  loro  massimo  comun  divisore,  si  avrà 

"V  _ V *"C 

l/«|/À — 

In  effetti,  per  i n.'  **4  e *5»,  si  à 


Ma,  per  ciò  che  si  è detto  precedentemente  (1"),  si  à v a v b= 

**. tV"'", -•  m"p, 

\/ a «ò*»;  e pel  n.°  *4»  già  citato  si  à y V anbm=v  anbm  ; dun- 

»/>_  •"»/> 

que  finalmente  \/a  1/ b = [/ a*bm  . 


Calcolo  delle  repressioni  immaginarie  del  J.a  grado. 


959.  Debbon  sovente  combinarsi  tra  loro  delle  espressioni 
immaginarie  della  forma  a-{-b  , in  cui  a e b son  delle  quan- 

tità reali;  e si  dimostra  che  i risultati  son  anch’essi  sempre  ri- 
ducibili alla  formola  — 1.  Passiamo  a verificare  questa 

proposizione  nei  diversi  casi. 

•SO.  Effettuando  sulle  espressioni  immaginarie  le  quattro  ope- 
razioni fondamentali  si  à 

(o+61/Z Ti  ) — (a'-|-&V<~ì)===(a — «')-+-(* — 

— l)x(a'-H'1/ — l)==zw'-HJÒ'l/— 1 — bb' 

—oa' — bb,^{cdi’-\-a't>)\/ — 1 ; 
a-!-6|/ZT  _ (a  bl^ì){a'—b'l^i) 

a'-rbV~i  ~ (a'+bV^\){a'—bV^i) 

aa'-hbb'  a'b  — afe',  . — - 

— a'*  +{,-«  a •»  +b'*  V * ' 
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9411.  Le  potenze  «li  Ì/—1  si  presentano  frequentemente.  Or 
evidentemente  si  à 

(V/-l)4=+1; 

da  ciò  condì iudesi  che  per  le  potenze  superiori  si  troverau  sem- 
pre questi  quattro  risultati.  Per  esprimere  questa  conchiusione 
con  forinole,  chiameremo  i un  numero  intiero  positivo  qualun- 
que, ed  avremo 

(K=i)“  =i(i/=i)4V=+i, 

(l/—i)^=  (|/=Ti  p x i/^T  i/Zj , 
(ixzi)w+.=(i/ri  )v  x^i/— 1)*=— i 
(lX=T)^J=(|XIl  )ti  x(»^7)>=-V^=T. 

Queste  formole  saranno  adoperate  secondo  che , dividendo  l’ espo- 
nente per  4,  si  avrà  per  resto  0,  1,  2 o 3,  il  che  comprende 
tutti  i casi. 

H».  Consideriamo  ora  l’espressione  [a+b 1/—-1)*,  n essendo 
un  numero  intiero  positivo.  Per  la  formola  del  binomio,  si  à 

„(„_!)  6*  ti(n — l)(n — 2)  b\y—  , «t(n— l)(»v— 2)(n— 3)  6*  -| . 

1-2  a*-  1-2-3  aT  12-3-4  a*+eC,J’ 

e,  riunendo  i termini  affetti  da  V— 1 , 

— l)"=on£l 


n(n — 1)6*  ^ »i(n — 1)(n — 2)(n — 3)6* 


Cnb 
la 


1-2  a*  ' 1-2-3-4 

n(n — l)(n — 2)  6S 


-ec 


] 


1-2-3 


-ec.Jl/— 1. 


Or  poiché  a e b si  son  supposti  reali , questo  risultato  è eviden- 
temente della  forma  A-f-Bl/ — 1»  A e B essendo  quantità  reali. 

Per  Sviluppare  (a — b\/ — 1)",  basterà  cangiare  6 in  — b nel 
risultato  precedente.  Per  tal  modo  non  si  avrà  altro  cangiamento, 
che  quello  di  B in  — B:  poiché  b è a potenze  pari  in  tutti  i 
termini  di  A,  ed  a potenze  dispari  in  tutti  quelli  di  B.  Cosi,  fa- 
cendo , per  abbreviare , 


1- 


A = a»[ 

i,  r«  b 
B = a»[la- 

Lcz.  di  Alg- 


n(n— 1)6*  n(«-1)(o-2;(.i— 3)6‘ 


1-2  a*  1 1-2-3-4 

n(n — l)(n — 2)  6* 


]■ 


1-2-3 


-t-ec 


]• 
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si  avrà 

[1]  [a+hV'^V)"  — 

[2]  (a— b l/=l)- = A — li  l/—  1 . 

Por  passare  alle  potenze  negative,  si  osserverà  che 

(«,+4/Z Ti)  («_ 6l/HT)  = a»+6»;  da  cui  ricavasi 

1 a — òl/ — t 1 a+òl^  — 1 


tn-fcl/— 1 
dunque  si  avrà 

* (a 


-il/— 1)» 


B—il/Hl 


(a-t-i|/^ì)" 


(a_,_6l/^ir  (a*-e6T  ’ (0_tl/=i).. 

e quindi,  per  le  formole  [1]  c [2],  si  avrà 

[3]  (a-^^)-"=A_Bl/=ri 


[*] 


(a— Ò|/Z7)— = 


a-+-u|/ÌT 


(<!*-+ -b‘)n 

In  seguito  sarà  dimostrato  che  la  formola  del  binomio  convenga 
ad  esponenti  di  qualunque  natura.  Conseguentemente  le  trasfor- 
mazioni [1] , [2] , [3] , [4] , son  vere , qualunque  sia  n.  Ma  suc- 
cede, quando  quest’  esponente  è negativo  o frazionario , che  i va- 
lori di  A e B corrispondono  ad  un’  infinità  di  termini  (’). 

963.  Per  ridurre  l’ espressione  radicale 


V- 


a±b  1/ — 1 

alla  forma  \±  B|/ — 1 , si  sostituisce  ad  essa  la  potenza  fra- 
zionaria ( adtbV ^ — 1)"  , che  si  sviluppa  come  abbiam  detto.  L’al- 
gebra non  fornisce  altro  metodo  generale  per  tal  formazione  ; ma 
quando  » è una  potenza  di  2 , può  ancora  effettuarsi  senza  ri- 
correre alle  serie. 

Consideriamo  da  prima  i due  radicali  l/a-f-ij/llf  e l/a — W/^l. 
Facendo 

[5]  1/ n-\-b t/^T  -f- 1 /a — b\/ — i=x  , 

[6]  i/a+l>V-i  — l/«-H/=T= y , 


(*)  Moltiplicando  tra  loro  le  eguagliarne  [l]  c [2J,  si  k questa  relazione 
semplicissima  (a*-e6*)"s=A*-rB®,  che  può  talvolta  esser  utile.  Ad  esem- 
pio, essa  mostra  come  una  potenza  qualunque,  intiera  e positiva,  di  un 
numero,  somma  di  due  quadrati,  può  decomporsi  essa  stessa  iu  una  somma 
di  due  quadrati. 
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eù  innalzando  queste  quantità  al  quadrato  , si  à 

2a-l-2|/aa+ba  = x*,  2a  — 2l/aa4-6*  = y9. 

Qualunque  sia  il  segno  di  a,  il  valore  di  x*  è positivo , ma  quello 
di  ya  è negativo.  Da  queste  uguaglianze  ricavasi 

[7]  x=l/2a-f2L/aa-t-i‘,  rj—V  — 2o-f-2l/àa4-t«l/.— 1. 

Or , le  eguaglianze  [5]  c [6]  danno 

a:+u  , x — y 

. v*-w/~\=—  ; 

dunque  in  fine , mettendo  per  x ed  y i valori  p] , si  avrà 

[8]  l/a-Hj/ZT = 

+ ì 1/ — 2a-f-2l/  — 1 , 

{9]  l/a—tyzZÌ == |i/2q+2t^r^ 

— il/ — 2a+2l/a»+6“l/ ~1 . 

Or , se  si  considerano  le  espressioni  radicali 

l/ad^H/ZZì  , |/a±Al/^[  , |/a±6l/^i  , ec. 
si  osserverà  che  1’  estrazione  d’  una  radice  il  cui  indice  è una 
potenza  di  2 , può  sostituirsi  per  estrazioni  successive  di  radici 
quadrate  ; conseguentemente  , l’ uso  ripetuto  delle  formole  [8] 
c [9]  ridurrà  sempre  le  espressioni  precedenti  ad  espressioni  della 

forma  A ± B l/— 1. 

Osservazione.  In  ciascuna  di  queste  formole  il  primo  membro, 
a cagione  dei  radicali  che  contiene , può  aver  quattro  valori  dif- 
ferenti , similmente  succede  pel  secondo  membro.  Nell’  una  e nel- 
1*  altra  i quattro  valori  del  primo  membro  son  gli  stessi , come 
ancora  quelli  del  secondo  membro  ; di  maniera  che  le  due  for- 
mole non  si  riducono  che  ad  una  sola.  Esse  non  presentano  dif- 
ferenza che  quando  si  adoperano  simultaneamente  in  uno  stesso 

calcolo  ; poiché  allora  i termini  in  cui  entra  \/ — 1 debbon  riguar- 
darsi come  affetti  da  segno  contrario.  Ma  allora  bisogna  osservar 
di  più  che,  per  la  maniera  stessa  con  cui  si  son  trovate  queste  for- 
mole, I/o* — rappresenta  il  prodotto  |/a-|-4l/ -Ti  [/a — òf/HT  ; 
conseguentemente  le  determinazioni  di  questi  due  radicali  debbon 
sempre  esser  supposte  associate  in  modo  che  il  loro  prodotto  abbia 
il  segno  che  si  darà  a |/a*-f-6*  nei  secondi  membri.  Senza  que- 
sta attenzione  le  formole  condurrebbero  a risultati  falsi. 
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Sul  modulo  delle  quantità  immaginarie. 

SAI . Quasi  sempre  le  quantità  che  debbon  considerarsi  in  al- 
gebra son  riducibili  alla  forma  a-j-bl/'—ì  ; ed  è perciò  che  po- 
trà , senza  inconveniente , restringersi  la  denominazione  di  guan- 
tità  immaginaria  alle  sole  espressioni  di  tal  forma. 

Con  le  quantità  a e 6 dell’ espressione  immaginaria  o-f-òl/—  1, 
può  formarsi  una  quantità  positiva  uguale  a l/a*4-6*  ; questa 
quantità  dicesi  il  modulo  dell’  espressione  immaginaria.  Ad  esem- 
pio , il  modulo  di  3 — 11/ — 1 sarebbe  1/9+16  owero  5. 

Due  quantità  non  differenti  tra  loro  che  pel  segno  della  parte 
immaginaria , come  ed  a— il/ — 1 , diconsi  coniu- 

gate l’ ima  dell’  altra.  Due  quantità  coniugate  àn  dunque  lo  stesso 
modulo. 

Facendo  6=0,  l’espressione  a + 61/ — 1 si  riduce  ad  a.  Cosi 
la  formola  a>=a-f-6t/— 1 può  rappresentare  ogni  quantità  reale, 
o immaginaria.  Quando  la  quantità  è reale  , à dessa  per  coniu- 
gata una  quantità  eguale  , ed  il  modulo  non  è altro  che  questa 
stessa  quantità , fatta  astrazioa  dal  suo  segno. 

Passiamo  ora  a stabilir  sui  moduli  due  proposizioni , che  pos- 
sono sovente  esser  utili. 

*65.  Proposizione  I.  La  somma  o la  differenza  di  due  quan- 
tità qualunque  anno  un  modulo  compreso  tra  la  somma  « la  dif- 
ferenza de’ loro  moduli. 

Sieno  le  duo  espressioni  <H~ò |/— -1 , a'-j-ò'l/— 1.  Chiaman- 
do r ed  r'  i loro  moduli , si  à r*=a*4-6* , Chia- 

miamo R il  modulo  della  loro  somma , si  avrà  evidentemente 
R*  = 

= r*-4-r'*4-2(aa'-t-66'). 

Ma , moltiplicando  r*  per  r'* , ò facile  vedere  che 
r*r'*  = a*a'*-)-6,6'g-+-as6'a-H*,*6* 

= (nrt'-f-66')*-4-(o6' — 6a')*  ; 

dunque  il  valore  numerico  di  aa'-+-bb'  è inferiore , o tutto  al  più 
uguale  ad  rr'.  In  seguito  è chiaro  che  R*  è compreso  tra  le  due 
quantità  ed  rM-r'» — 2rr' , o , ciò  che  è k>  stesso. 

Ira  (r-(-r’)*  ed  (r— r')*.  Dunque  il  modulo  R è compreso  tra  la 
somma  c la  differenza  de’  moduli  r ed  r'. 
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La  dimostrazione  sarebbe  perfettamente  simile,  se  in  vece  della 
somma  delle  espressioni  immaginarie  se  ne  considerasse  la  diilèrenza. 

SMI.  Proposizione  II.  Il  prodotto  di  due  quantità  à per  mo- 
dulo il  prodotto  dei  moduli  dì  queste  quantità. 

In  effetti , la  moltiplicazione  dà 

c , prendendo  il  modulo  di  questo  prodotto , si  trova  conforme- 
mente all’  enunciato , 

Vr[aa' — 

Corollario.  Dunque  il  prodotto  di  un  numero  qualunque  di 
fattori  dee  aver  per  modulo  il  prodotto  dei  moduli  di  tutti  i fat- 
tori. Dunque  ancora  la  potenza  n'”™  d’ un’  espressione  immagi- 
naria à per  modulo  la  potenza  nt,mt  del  modulo  di  quest’espres- 
sione. 


Spiegazione  di  alcuni  paradotti. 

9U9.  Alle  volte  propongonsi  sui  radicali  delle  difficoltà  , clic 
imbarazzano  i principianti , ma  che  tosto  spariscono,  se  si  fa  at- 
tenzione al  senso  più  o meno  esteso  ohe  si  attribuisce  a ciascuu 
radicale. 

*OS.  Sia  l’ espressione 

[1]  2él/^-4-3l/a\ 

Per  le  regole  del  n.°  833  si  ridurranno  i radicali  ad  un  solo. 
Si  à così 

2il/ai»=sy>*l/rt , 3|/a3=3al'/«  ; 
dunque  1’  espressione  proposta  equivale  a 

2 b“  l/a-f- 3«  [/a  , 

ovvero , mettendo  1 /a  in  fattore  comune  , a 

[2]  (2i»  + 3i)l/T 

Or , se  si  consideri  ciascun  radicale  come  avente  il  doppio  se- 
gno ±,  l’espressione  [1]  può  aver  quattro  valori  distinti,  a causa 
delle  quattro  combinazioni  che  posson  farsi  tra  i segni , mentre 
che  l’ espressione  [2]  non  ne  à evidentemente  che  due.  Non  è 
quindi  esatto  il  dire  che  le  due  espressioni  sieno  equivalenti. 

Ma , facendo  attenzione  alla  maniera  con  cui  si  è effettuala 
la  riduzione,  si  riconosce  che,  mettendo  il  radicale  l /a  in  fat- 
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loro  comune  , si  è supposto  tacitamente  che  dovea  questo  esser 
preso  con  lo  stesso  segno  in  ciascun  termine  ove  trovavasi  ; ed 
in  seguito  in  vece  di  quattro  combinazioni  di  segni  non  son  ri- 
maste die  due.  Si  vede  adunque  che  potran  prendersi  le  espres- 
sioni [1]  e [2]  come  equivalenti , purché  si  riguardino  i due  ra- 
dicali che  son  nella  prima  come  aventi  lo  stesso  segno , cioè 
tutti  e due  positivi  o tutti  e due  negativi. 

*•9.  Nell’esempio  precedente  si  associava  all’espressione  pro- 
posta un’  idea  più  generale  che  noi  comportava  la  trasformazione 
che  su  dessa  elTettuivasi.  Ecco  un  esempio  del  contrario.  Sia  il 

prodotto  1/ — axl/—a:  la  regola  della  moltiplicazione  (944) 
darebbe 

1/ — aXl/ — a = [/' — oX — a=|/a*. 

Or,  può  dirsi,  è vero  che  l/a*  à due  valori  dt a;  ma  il  pro- 
dotto \/ — «X |/— -a  essendo  il  quadrato  di  1/ — a,  dev’essere 
uguale  a — a ; dunque  il  risultato  contiene  il  valore  falso  -t-a. 

È facile  la  spiegazione  di  questo  paradosso.  11  risultato  è esat- 
tamente quel  che  dev’essere,  e l’errore  stà  tutto  in  una  falsa 

supposizione , la  quale  consiste  in  riguardar  il  prodotto  |/— aX 

|/— -a  come  il  quadrato  di  \/ — a,  mentre  che  desso  à un  si- 
gnificato più  esteso. 

Infatti  consideriamo  in  generale  il  prodotto  1/AxI/B,  in  cui 
A e B son  quantità  qualunque.  Tal  prodotto  deve  aver  tanti  va- 
lori , quanti  posson  trovarsene  moltiplicando  ciascuno  dei  due 

valori  di  l/A  per  quelli  di  1/ B.  Per  maggior  chiarezza,  indi- 
chiamo questi  valori  con  ± A'  e ±B'.  L’espressione  l/Àxl/F 
rappresenterà  indifferentemente  ciascuno  dei  quattro  prodotti 

+ A'X+B',+A'X— B',  — A'x-f-B',  — A'x— B', 
i quali  si  riducono  a due  soltanto,  ±A'B'.  Or  il  quadrato  di 
questi  due  prodotti  è A'*B'*,  ovvero  AB;  dunque  essi  sono  le 
due  radici  quadrate  di  AB;  dunque  si  à rigorosamente,  e senza 
alcuna  restrizione  nel  segno  JfX-,  l’eguaglianza 

l/Axb/B=l/AB. 

Ciò  posto , se , in  voce  di  l/Axl/B,  si  consideri  il  prodotto 
l/"'  ®X|/—  a,  la  regola  dovrà  esser  anche  vera,  e dovrà 
dare  i due  valori  che  risultano  dalla  combinazione  dei  due  valori 
del  l’r'mp  fattore  con  i due  valori  del  secondo;  ed  al  contrario, 
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quando  tuo!  farsi  il  quadrato  di  | /■ — a,  ciascun  valore  di  questo 
radicale  non  dovendo  esser  moltiplicato  che  per  se  stesso,  non 
ne  può  risultare  che  — a. 

Un  simil  paradosso  à luogo  nel  prodotto  |/ax|/èT.  Per  dire 
che  desso  è uguale  ad  a bisogna  supporre  clic  equivale  a (i/o)*, 
mentre  che  lasciandolo  in  tutta  la  sua  generalità  uguaglia  ±a. 

*70.  Tali  difficoltà  si  presentano  sopratutto  nei  radicali  im- 
maginari. Supponiamo  che  si  yogli  giudicare  della  giustezza  della 
trasformazione 


Chiamiamo  a!  e b'  le  determinazioni  aritmetiche  di  l/a  c l/b, 
cioè  i due  numeri  positivi  i cui  quadrati  sieno  a e b.  Lasciando 
ai  radicali  tutta  la  estensione  possibile,  si  à sempre 

l/=T=a'l/=T,  l/=à=à'l/=T; 
ed  allora  le  due  determinazioni  di  V—a  e di  1/ — b risultano 
da  quelle  di  1/ — 1.  In  seguito  si  à 

l^x  l^b=o'b>  [ l/=Ti  x i/CTìj. 

Per  ciò  che  si  è detto  nel  numero  precedente , se  non  si  sta- 
bilisce alcuna  ristrizione,  si  à / — 1x1/ — 1=1/ — lx 1— ± 1 ; 

dunque 

[4]  I /—aX  \/—-b  — ± a'b'. 

Ma , se  s’introduce  la  ristrizione  che  i due  fattori  del  prodotto 
|/ — «xl/-T  sieno  le  determinazioni  di  I /—a  e l /—b  cor- 
rispondenti alla  stessa  determinazione  di  |/ — l,  allora  si  à sem- 
plicemente k^Tx/^l  = (|/-lj«=-l;  e quindi 

Ora  può  osservarsi  che  il  quadrato  di  a'b'  è a'2b'*  ovvero  ab; 
dunque  stabilendo  di  non  associar  al /ab  che  la  sola  idea  d’una 
determinazione  aritmetica,  potrà  dirsi  che  a'b' = l/ab,  e potran- 
no scriversi  le  eguaglianze  [4]  e [5]  come  qui  appresso: 

|/~x|/~==— |/òé; 

1 ultima  delle  quali  non  è altro  che  la  trasformazione  [3]  ; ed 
ecco  quale  restrizione  debbe  accompagnarla  perchè  sia  giusta. 

• Sia  ancora  l’espressione  I/o  1/ — l.  Riducendo  il  se- 
condo radicale  all’ indice  4,  si  à 

l6l  V a |/—  1 = Va  — |/o~ 
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risultato  clic  potrebbe  dirsi  evidentemente  assurdo  ; poiché , a 
essendo  una  quantità  positiva,  rappresenta  una  quantità  reale t 
mentre  l’espressione  proposta  è immaginaria. 

Abbiamo  qui  confusione  d’idee.  Se,  nell’espressione  , 

* _ 

il  radicale  l/a  è una  determinazione  aritmetica , è ben  vero  che 
questa  espressione  è immaginaria.  Ma  allora  non  può  adope- 
rarsi la  trasformazione  precedente,  poiché  dessa  lascia  ai  due 

radicali  l/a  e 1/ — 1 tutta  la  loro  generalità. 

Per  vie  meglio  convincercene  , sviluppiamo  tutti  i valori , di 

cui  il  prodotto  l/a*l/ — 1 è suscettibile.  Sia  a'  la  determinazio- 
ne aritmetica  di  \/a  : per  aver  le  quattro  determinazioni  di  que- 
sto radicale , bisogna  (*4®)  moltiplicar  a'  per  i quattro  valori 

di  l/l.  Or , chiamando  àia  i due  valori  di  V — 1,  é facile  ve- 
dere che  +1,  — 1,  —a,  son  quelli  di  vi:  poiché  in- 

nalzandoli alla  4*  potenza  si  riproduce  1.  Dunque  le  quattro  de- 
terminazioni di  ya  sono 

-f-a',  —a',  -f-a'*,  — -a'*. 

Or  , per  avere  tutti  i valori  del  prodotto  Va[/ — 1 , bisogna 
moltiplicar  queste  quattro  quantità  successivamente  per  ciascuno 
de’ valori  di  1/ — 1 , cioè  , per  + »,  e — *.  Si  ànno  cosi  gli 
otto  prodotti  seguenti 

+ a'*, — a'*,+a'a», — a'»*, 

— a'* , -f-a'* , a’ a* , -j-  a’»*. 

Ma  osservando  che  i quattro  ultimi  son  gli  stessi  quattro  pri- 
mi , ma  scritti  in  un  ordine  diverso , c che  *»  ò lo  stesso 
che — 1,  questi  prodotti  si  riducono  a -f-a'*, — a'*,— -a'.-p-a'- 

♦ 

Allora  è chiaro  che  non  sono  altro  essi  che  i quattro  valori  di  va. 
Dunque  l’uguaglianza  [6]  è perfettamente  esatta,  e l’errore  che 
si  pretende  trovarvi  , deriva  dal  perchè  si  prende  il  prodot- 
to l/aV-1  in  un  senso  ristretto,  che  non  ammette  punto  la 
trasformazione  fatta  su  esso. 

*9*.  Termineremo  quest’articolo  con  la  spiegazione  di  un  al- 
tro paradosso  clic  presenta  1’  uso  degli  esponenti  frazionari.  Sia 

. * ■ i 

1 espressione  a*  : semplificando  la  frazione  * , si  à «*=«•  ; duu- 
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quo , passando  ai  radicali , si  avrà  | /u*=\/a.  Or  questa  ugua- 
glianza manca  di  esattezza  , poiché  il  primo  membro  deve  aver 
quattro  valori , ed  il  secondo  non  ne  à che  due. 

Presentiamo  la  difficoltà  d’  una  maniera  più  generale  ponendo 

np  in 

[7]  «"'■=«*, 
da  cui  conchiudcsi 

mp f/n 

[8]  [/a ”'=1/0”. 

Per  iscovrir  la  cagione  dell’errore  , basta  rimontare  alla  conven- 
zione che  stabilisce  il  significato  degli  esponenti  frazionari  (805). 
Allora  è chiaro  che  essi  non  fanno  che  rimpiazzare  i radicali;  e, 

m 

per  restar  nei  termini  della  convenzione  , nell’  espressione  om , 
non  dee  riguardarsi  l’ esponente  come  una  frazione  ordinaria,  ma 
fa  d’uopo  si  ritenga  il  numeratore  n indicar  una  potenza  che  si 
è debbo  formar  da  prima , ed  il  denominatore  m una  radice  che  si 
debbe  estrarre  in  appresso. 

Anche  quando  non  si  considerano  che  radicali  aritmetici , sem- 
pre in  tal  maniera  debbon  ritenersi  gli  esponenti  frazionari  ; e 
quindi  allora , lungi  dal  poter  dedurre  l’ eguaglianza  [8]  dall’  e- 
guaglianza  [7] , si  è al  contrario  l’eguaglianza  [7]  che  dall’egua- 
glianza [8]  debbo  dedursi. 


.Vézzo  propello  dal  tignar  Vocstr  per  evitare  le  quantità 
immaginarie. 

SII.  Delle  obbiezioni  faceansi  contro  i risultati  che  s’otten- 
gono dal  calcolo  delle  espressioni  immaginarie.  Le  regole  tenute 
in  questi  calcoli , diceasi , non  son  dimostrate  che  pel  caso  delle 
grandezze  reali  ; ed  è per  una  semplice  analogia  che  si  estendono 
al  caso  delle  immaginarie  ; conseguentemente  può  a ragione  du- 
bitarsi circa  l’ esattezza  dei  risultati  che  s’ ottengono. 

11  signor  Argajcd  c,  dopo  lui,  il  signor  Molbey  si  sono  oc- 
capati  di  queste  difficoltà,  ed  àn  procurato  di  liberarne  l’analisi. 
1 mezzi  che  essi  propongono  son  quasi  simili  : il  signor  Argand 
gli  à esposti  nel  1806  in  un  opuscolo  anonimo  intitolato  : Saggio 
su  d’una  maniera  di  rappresentare  le  quantità  immaginarie  nelle 
costruzioni  geometriche;  ed  il  signor  Molrky  nel  1828  in  un  opu- 
scolo che  à per  titolo:  Vera  teoria  delle  quantità  negative  e delle 
quantità  pretese  immaginarie.  Questi  scritti  son  poco  conosciuti  ; 
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e noi  andiamo  ad  esporre  con  brevità  le  nuove  vedute  che  essi 
contengono. 

Riprendiamo  l’espressione  — i,  e facciamo  m=Acos  *, 

i>  = A sena.  Queste  uguaglianze  faran  conoscere  A ed  a;  infatti 
innalzando  al  quadrato  e addizionandole  si  avrà  A , e poi , divi- 
dendo la  2.*  per  la  i.a  si  avrà  tang  a.  Si  à così 

k — Vu'+b',  tang 

ed  in  seguito  l'espressione  immaginaria  può  mettersi  sotto  la  forma 
A (cos  a 4- 1/ — i scn 

Considerando  che  quest’  espressione  contiene  realmente  due 
quantità,  il  modulo  A e l’angolo  a,  il  signor  Moi'rey  propone 

di  riguardar  il  modulo  A come 
esprimente  la  lunghezza  d’una 
retta  OA,  ed  a come  l’angolo 
AOX  che  questa  retta  fa  con 
un  asse  fisso  OX.  In  altri  termini  ancora , il  modulo  A rappre- 
senta una  retta  d’una  certa  lunghezza,  che  era  da  prima  appli- 
cata all’asse  OX,  c che,  prendendo  un  movimento  attorno  al- 
l’ origine  O verso  la  parte  supcriore,  si  è allontanata  d’un  an- 
golo a.  Il  signor  Moi  rey  chiama  pendio  quest’  angolo , o piut- 
tosto l’ arco  che  lo  misura  ; ed  allora  in  luogo  dell’  espressione 
immaginaria,  si  scrive  semplicemente  Aa,  notazione  adattatissima 
a richiamar  insiememente  il  modulo  A , ed  il  pendio  a.  Chiama 
ancora  cammino,  la  lunghezza  OA  situata  nella  sua  propria  po- 
sizione per  rispetto  ad  OX;  di  maniera  che  A pendio  a o Aa  è 
il  cammino  da  O verso  A. 

Una  retta  può  far  infinite  rivoluzioni  attorno  l’origine  O,  e 
queste  tanto  nel  rotare  al  di  sopra  di  OX  che  al  di  sotto.  Da 
ciò  segue  che  il  pendio  può  passar  per  tutti  gli  stati  di  grandezza 
ed  esser  anche  positivo  e negativo  : sarà  positivo  quando  la  ro- 
tazione della  retta  è cominciata  al  di  sopra  ; sarà  negativo  quando 
è cominciata  al  di  sotto.  Da  ciò  risulta  clic  lo  stesso  cammino 


OA  può  esser  rappresentato  indifferentemente  con  un  pendio  po- 
sitivo o con  un  pendio  negativo,  purché  la  somma  dei  due  pendii, 
fatta  astrazion  dai  segni,  sia  eguale  a 360°. 

Dalle  convenzioni  precedenti  risulta  che  uno  stesso  cammino 
può  venir  rappresentato  dando  alla  lunghezza  A infiniti  pendii  di- 
versi» In  effetti  supponiamo , per  fissare  le  idee , che  OA  sia  un 


cammino  determinato  e che  allora  il  pendio  AOX  sia  un’angolo 
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•culo  * : è evidente  che  la  posizione  di  OA  non  cangerà  affatto 
se  si  aggiunge  o si  sottrae  da  * un  numero  qualunque  di  circon- 
ferenze intiere.  Per  tal  modo  può  stabilirsi  questa  importante  os- 
servazione che  chiamando  2*  una  circonferenza  intiera  ovvero  360®, 
ed  n un  numero  intiero  qualunque,  positivo  o negativo,  l’espres- 
sione Aìn„-H*  rappresenterà  lo  stesso  cammino  che  Aa;  il  che 
si  esprime  ancora  assai  bene  con  l’eguaglianza 
A*,rf-T-*= A*. 

Dando  ad  A un  pendio  uguale  a zero  la  lunghezza  A coincide 
con  OX.  Quando  il  pendio  è uguale  a «•  o 180°,  questa  lun- 
ghezza trovasi  sul  lato  opposto  OX',  ed  allora  dessa  non  è altro 
che  la  quantità  negativa  — A.  Così  dovran  riguardarsi  come  del 
tutto  equivalenti  le  due  espressioni  — A ed  A*. 

Premesse  queste  cose,  il  signor  Molrkv  stabilisce  le  regole 
del  calcolo  algebrico , quindi  passa  alle  equazioni  riformando  così 
l’intera  algebra.  Noi  ci  limiteremo  a dar  soltanto  un’idea  som- 
maria della  maniera  con  cui  egli  presenta  le  operazioni  fonda- 
mentali  , ed  a mostrar  l’ accordo  dei  risultati  della  nuova  algebra 
con  quelli  dell’algebra  comune. 

*74.  Addizione.  Non  prenderemo  che  due  quantità  ; ciò  che 
andremo  esponendo  si  estenderà  facilmente  al  caso  di  molte. 
Supponiamo  che  si  trattasse  delle  due  quantità  A,  c Bjj,  rap- 
presentate 


da  OA  ed  OB.  L’addizione 
avrà  per  oggetto  di  portare 
OB  dopo  OA  in  una  dire- 
zione AC  parallela  ad  OB 
e nello  stesso  senso;  al- 
lora il  Cammino  OC  che 
unisce  l’origine  O all’ es- 
tremità della  linea  spezza- 
ta, è il  risultato  richiesto, 
che  dicesi  somma  o totale.  Così  chiamando  R la  lunghezza  OC  e p 
il  suo  pendio,  si  avrà 

[1]  A»-i-Bj3=Rp. 

In  quanto  poi  ad  R ed  a p il  meglio  si  è di  calcolarli  come 
segue.  Si  abbassino  AM  e CN  perpendicolari  sopra  OX,  ed  AP 
perpendicolare  su  CN.  Chiameremo  A'  e B'  i lati  OM  ed  AM  del 
triangolo  rettangolo  OAM , A",  B"  i lati  AP  e PC  del  triangolo 
ACP,  allora  è evidente  che  quelli  del  triangolo  OCN  saranno 
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A'+A"  c B'+B".  Quindi  questo  triangolo  farà  conoscere  II  e 
mercè  le  forinole 

» 

R=!/(A'-K\")‘-h(B'+-B")«,  lan 

A +A,< 

Ora  paragoniamo  la  forinola  [1]  con  quella  che  si  à adope- 
rando gl  immaginari.  A,  e B^j  sostituiscono  le  espressioni  im- 
maginarie 

A (cos  *-f-  f/^1  sen  »} , B (cos  £4-  sen  fi)  ; 
addizionando  queste  espressioni,  avremo 

A cos  H-Bcos  »4-V/^T(Asenix4-Bscnj3). 

Ma  i triangoli  rettangoli  OAM  ed  ACP  danno 

Acos»=A',  Asena=B',  Bcos/3=A",  Bsen£=B"; 
quindi  la  somma  precedente  può  scriversi  così 

A'4-A"4-l/HI(B'4-B"). 

Per  le  considerazioni  stabilite  al  principio  di  questo  articolo 
facciamo 

T=K(A'4-A")*4-(B'4-B")*,  tan«=^±^, 

A ■f'A 

la  somma  immaginaria  di  cui  si  tratta  si  trasformerà  in  questa 
T (cos  0 4- 1/ — 1 sen  6). 

Quest’ ultima  secondo  il  metodo  del  signor  Mou RE y , equivale 
a 1 q ; e sicccome  i valori  di  T c 0 sono  gli  stessi  che  quelli  di 
B e p,  l’esatto  accordo  dei  risultati  evidentemente  si  manifesta. 

Sottrazione.  Questa  operazione  inversa  dell’  addizione  dee  ese- 
guirsi portando  la  quantità  a sottrarsi  in  una  direzione  opposta 
a quella  che  avrebbe  se  dovesse  addizionarsi. 

tlò.  Moltiplicazione.  Supponiamo  che  si  debba  moltiplicare 
A,  per  B^.  Questi  fattori  son  delle  grandezze  A e B prese  su 

due  rette  OA  ed  OB,  che 
fanno  con  un’asse  fisso  OX 
gli  angoli  OAX,  BOX,  es- 
pressi mediante  i pendìi  » 
e fi.  Bisogna  adunque  pria 
ogni  altro  estendere  con- 
venevolmente la  definizione 
_ della  moltiplicazione,  per- 
^ che  si  possa  applicar  al  caso 
di  cui  si  tratta.  Or  considerando  che  il  moltiplicatore  B^  indica 
una  retta  B che  fa  con  la  retta  fissa  OX  un  augolo  uguale 
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a il  signor  Mourey  riguarda  la  moltiplicazione  come  avente 
per  oggetto  di  prendere  da  prima  la  lunghezza  A nella  sua  at- 
tuale direzione  tante  volte  quante  unità  sonvi  in  B , ed  in  seguito 
di  far  rotare  la  nuova  retta  OA'  attorno  al  punto  O finché  si 
discosti  da  questa  direzione  d’ un’ angolo  uguale  a jS  e prenda  la 
posizione  OC.  Da  ciò  segue  che  chiamando  AB  il  prodotto  delle 
due  grandezze,  fatta  astrazione  dalla  loro  posizione,  il  prodotto  cer» 
eato  sarà  (AB)a+^.  Si  à cosi 

AaXB^  = ( AB)*^  : 

cioè  che  si  moltiplicano  i moduli  secondo  le  regole  ordinarie  di 
aritmetica,  e si  addizionano  i pendìi. 

Paragoniamo  ora  il  prodotto  (AB)a+a  con  quello  che  si  trove- 
rebbe con  gl’  immaginari.  I fattori  A*  B^  sostituiscono  le  espres- 
sioni 

Alcosa+l/^sen*),  B(cos/J-H/—  1 sen/i), 
moltiplicando  queste  tra  loro,  si  à 

AB[(cos  a cos  sen  * sen  P)  ■+-  V — 1 (cos  » sen  /H-sen  *cos(3)]. 

Per  le  forinole  della  trigonometria,  abbiamo  che  i binomi  com- 
presi nelle  parentesi  esprimono  cos  (*+£)  e sen  (*4-#);  dunque 
il  prodotto  cercato  è 

AB  ( cos  (#44) +y — i sen  ( «4-/3)]  * 
cd  è chiaro  che  questa  espressione  corrisponde  esattamente  al 
prodotto  (AB)j,+£. 

Se  i due  pendìi  sono  uguali  a « o 180” , si  avrà  AfrxB<r=(AB)4B.. 
Or  A*  e B*.  son  lo  stesso  che  — A e — B,  ed  (AB)»*,  è lo  stesso 
che  -f- AB;  dunque  — AX— B=+AB;  cd  è questa  la  regola 
conosciuta,  — per  — da  +.  Similmente  si  troverebbe  la  regola 
per  gli  altri  casi. 

Divisione.  In  questa  operazione , il  divisore  moltiplicato  pel 
quoziente  dee  riprodurre  il  dividendo  ; e da  ciò  conchiudesi  im- 
mediatamente. 

'4=(b)«--|S 

cioè  che  si  divide  il  modulo  del  dividendo  per  quello  del  diviso- 
re, e che  dal  pendio  del  dividendo  si  sottrae  quello  del  divisore. 

<16.  Potenze.  Come  conseguenza  della  moltiplicazione  con- 
chiudesi 

t A*)a  A*= (A.1)*»  » 

(AJ,)J  = (A2}QJtAa=(A1)5»  , 

ed  in  generale 

(A,r=(A-u 
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Radici.  Invertendo  la  regola  contenuta  nella  forinola  prece- 
dente si  à per  l’ estrazione  delle  radici  , 

\/\x={\ /k\. 

m m 

Consideriamo  il  radicale  l/A™  e cerchiamone  i diversi  valori. 
A tal  uopo  osserviamo  da  prima  che  chiamando  n un  numero 
intiero  qualunque , A™  equivale  ad  (A\i  dunque 

Ì/'A"  = Aw- 
« 

Può  darsi  ad  n un  valore  intiero  qualunque.  Or  supponiamo  che 
dividendolo  per  m sia  q il  quoziente  ed  r il  resto  ; si  avrà 

. In  questo  pendio  supprimiamo  2*  • q che  è 

un  numero  esatto  di  circonferenze  ; la  grandezza  e la  posizione 
non  verranno  a subire  alcun  cangiamento  ; dunque 

KÀ”  = A**. 

m 

Or  i valori  intieri  clic  posson  darsi  ad  r son  < m ; dunque  fac- 
ciamo r=0,  1,2, iti  — 1 , ed  avremo  pel  radicale  gli  m 

valori  seguenti 

Ao  « a2i>-  * A s*  » A(„_,)|«f  : 

cioè  il  radicale  à m valori , che  son  rappresentati  dai  raggi  che 
dividono  in  m parti  eguali  un  cerchio  di  raggio  A.  Si  sottintende 
già  cheli’  uno  di  questi  raggi , A0 , è quello  che  serve  di  origine 
ai  pendìi. 

Se  in  vece  di  A",  si’avesse  — A"  sotto  il  radicale,  bisogne- 
rebbe osservare  che  — A”  = (A")^*^  ; e quindi  gli  »i  valori 

del  nuovo  radicale  si  otterranno  aggiungendo  ^ a tutti  i pendìi 

che  si  trovano  nei  valori  del  primo. 

Come  esempio  prendiamo  i radicali  l/A“  e 1/ — A*.  I valori 
del  primo  sono  A0  ed  A#,  cioè  i due  raggi  opposti  -f-A  e — A. 

I valori  del  secondo  son  Air  ed  A-**1.  Per  tal  modo  il  radicale 

* * 

v — A*  non  dà  più  alcuna  idea  d’ impossibilità  : desso  esprime 

due  cammini  eguali  ed  opposti  tutti  e due  perpendicolari  al 
raggio  A0. 

911.  Noi  abbiamo  accorciato  di  molto  senza  dubbio  l'esposi- 
zione della  nuova  dottrina  ; non  pertanto  abbiam  detto  abastanza 
per  dimostrare  come  le  difficoltà  circa  gl’  immaginari  si  sarebbero 
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allontanate  se  al  momento  in  cui  queste  espressioni  si  sono  pre- 
sentate per  la  prima  volta  , gli  si  fosse  {associato  fquel  senso 
chiaro  e preciso , che  loro  à dato  il  signor  Mourby.  Tutta  volta 
bisogna  riflettere  che  diventando  piìi  rigorosa  1’  algebra  avrebbe 
perduto  molta  semplicità  ; ma  che  che  ne  sia , gli  sviluppi  in  cui 
siam  entrati  fanno  abbastanza  conoscere  il  perfetto  accordo  dei 
risultati  del  calcolo  ordinario  con  quelli  forniti  dall’  impiego  dei 
pcndii. 


CAPITOLO  XII. 

PROPOSIZIONI  SUI  NUMERI.  — GRANDEZZE  INCOMMENSURABILI  ED  AP- 
PROSSIMAZIONE DELLE  RADICI. PROGRESSIONI. — FRAZIONI  CON- 
TINUE. 


Proposizioni  sui  numeri. 

»T8.  Teorema.  Un  prodotto  di  più  numeri  interi  non  cam- 
bia , qualunque  sia  l' ordine  con  cui  si  moltiplicano  i suoi  fattori. 

Supponiamo  da  prima  che  si  mettono  i due  ultimi  fattori  l' uno 
al  posto  dell’ altro.  Sieno  a e b questi  fattori,  e P il  prodotto 
di  tutti  i precedenti;  dovrà  aversi  Pai  = Pia.  In  effetti,  molti- 
plicar P per  a,  vai  prendere  tante  volte  P quante  unità  sono 
in  a;  quindi  si  à 

Pa=P  + P-(-P+.... , 

comprendendo  questa  somma  un  numero  a di  termini  uguali  a P. 
Per  moltiplicar  Pa  per  i , basta  prendere  b volte  ciascun  dei  ter- 
mini; dunque 

Pai = Pi -J- Pi-)- Pi -| 

Ma  quest’ ultima  somma,  contenendo  a volte  il  termine  Pi,. è 
uguale  a Pixa  ovvero  a Pia;  dunque  Pai=Pia. 

Se  tutti  i fattori  di  P fossero  uguali  ad  1,  si  avrebbe  P=l; 
e,  Pai  riducendosi  ad  ab  e Pia  a ba,  'sarebbe  ab=ba.  Quindi 
il  teorema  è vero  nel  caso  di  due  numeri. 

Consideriamo  ora  un  prodotto  abede , composto  di  mi  numero 
qualunque  di  fattori.  Per  la  prima  parte  della  dimostrazione  pre- 
cedente possono  scambiarsi  i due  ultimi  fattori,  e si  à abcde=abced. 
Per  la  stessa  ragione  si  à abce—abec  quindi  sarà  abced—atecd. 
Continuando  similmente,  potrà  farsi  passare  il  fattore  e succes- 
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sivamente  in  tatti  i posti  a sinistra,  e ciò  che  diccsi  di  questo 
fattore  s’intende  detto  per  tutti  gli  altri. 

Riprendiamo  il  prodotto  abede  : possiamo  in  esso  sostituire  ba 
ad  ab;  quindi  avremo  aMe  — barde.  Nel  prodotto  bar  può  scam- 
biarsi e in  a,  e scrivere  òca;  dunque  barde =brade.  Quindi  è 
chiaro  che  potrà  anche  farsi  passare  un  fattore  ad  un  posto  qua- 
lunque a dritta. 

Dunque  ogni  fattore  di  un  prodotto  può  cambiar  di  posto  a 
piacere,  cioè  in  un  prodotto  può  invertirsi  l’ordine  de’ fattori, 
senza  che  il  prodotto  si  cambi. 

919.  Osservazione.  La  dimostrazione  precedente  non  sta  che 
per  i numeri  intieri  ; ma  il  teorema  si  estende  a qualunque  spe- 
cie di  fattori.  Infatti , quando  si  anno  de’  fattori  frazionari , ri- 
duccndoli  in  frazioni,  e ritenendo  i fattori  intieri  come  aventi 
per  denominatore  l’ unità , può  dirsi  che  il  prodotto  s’ ottiene  di- 
videndo il  prodotto  di  tutti  i numeratori  j>er  quello  di  tutti  i de- 
nominatori; or,  cambiando  l'ordine  de’ fattori  primitivi,  si  viene 
ad  invertir  soltanto  l’ordine  de’  numeri  intieri  che  compongono 
questi  due  prodotti , il  che  non  altera  affatto  questi  prodotti. 

Avendosi  de’  fattori  incommensurabili , per  riconoscere  la  ve- 
rità del  teorema , basterà  spiegare  il  senso  che  si  associa  allora 
alla  parola  prodotta.  In  tal  caso,  non  dà  questa  perfettamente 
alcuna  idea,  a meno  che  non  s’intenda  come  esprimente  un  li- 
mite , a cui  tendono  i prodotti  che  si  ottengono , sostituendo  alle 
frazioni  incommensurabili  de’  valori  commensurabili  sempre  più 
approssimati.  Or  questi  prodotti  successivi  non  cambiano,  cam- 
biando l'ordine  dei  loro  fattori;  dunque  succede  lo  stesso  pel 
prodotto  contenente  fattori  incommensurabili. 

*80.  Corollari.  I.  Poiché  un  prodotto  non  cambia,  cambian- 
dosi l’ordine  de’ fattori,  si  à m X abe  = abein  — m nbr ; dunque 
si  moltiplica  una  quantità  per  un  prodotto,  moltiplicandola  per 
i fattori  di  questo  prodotto.  Questa  dimostrazione  era  già  cono- 
sciuta : vedi  la  nota  (dia  pagina  20. 

II.  In  generale  allorché  si  moltiplicano  tra  loro  più  quan- 
tità P , Q , R , • • • potrà  considerarsi  il  loro  prodotto  come  for- 
mato di  tutti  i fattori  di  queste  quantità.  Ed  in  effetti,  pel  co- 
rollario precedente,  scrivendo  i fattori  di  Q dopo  quelli  di  P, 
si  esprimerà  un  prodotto  eguale  a PxQ;  similmente,  se  dopo 
tutti  i fattori  di  P e Q si  scrivon  quelli  di  R , si  indicherà  un 
prodotto  uguale  a PxQxR,  ecc. 
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III.  Da  ciò  segue  die  ogni  numero  intiero , che  divide  esat- 
tamente un  dei  fattori  di  un  prodotto  di  più  numeri  intieri,  dee 
dividere  esattamente  questo  prodotto. 

Non  per  tanto  dee  osservarsi  che  un  numero  può  talvolta  di- 
videre esattamente  un  prodotto,  quantunque  non  divida  alcun 
fattore:  ad  esempio,  20  non  divide  nè  12  nè  15,  mentre  divide 
il  loro  prodotto  12x15  ovvero  180.  Ciò  avviene  perchè  20  ò 
composto  di  fattori  dei  quali  alcuni  si  trovano  in  12  e gli  altri 
in  15.  Ma  se  il  numero  20  non  avesse  alcun  fattore  comune- 
coli  uno  dei  due  fattori , dovrebbe  necessariamente  dividere  1‘  al- 
tro; e ciò  risulterà  dal  teorema  seguente. 

•tHt . Teorema.  Ogni  numero  P,  che  divide  eealtamente  un 
prodotto  AB  di  due  numeri,  c che  i }>rimo  rapporto  ad  una  di 
egei,  dee  necessarianun/e  dividere  l’altro. 

Supponiamo  P primo  |ht  rapporto  ad  A.  Operando  su  questi 
due  numeri  come  se  si  cercasse  il  loro  massimo  comun  divisore 
dee  arrivarsi  ad  un  resto  eguale  ad  1.  Sia  A>P:  chiamiamo 

Q il  quoziente  di  A per  P,  ed  R il  resto; 

0'  il  quoziente  di  P per  K,  ed  R'  il  resto; 

Q"  il  quoziente  di  R per  R',  ed  R"  il  resto; 

ecc. 

Oneste  divisioni  successive  danno  l’ uguaglianze 

A = P0+lf , P=RQ'  + R',  R=R'Q"-+-R"ece. 
Moltiplichiamo  per  H i due  membri  di  ciascuno,  e dividiamole 
per  P;  si  ottiene 


AB  nn  Bit  BB,,.  RR'  BR  BR'  l RR" 

-p-=BQ+-F,  B=—  0'+— , -1r=— Q"+— eco. 


Of  per  l’enunciato,  AB  è divisibile  per  P,  dunque  il  secondo 
membro  della  l.“  eguaglianza  dee  essere  intiero;  e siccome  BO 
è un  numero  intiero,  bisogna  che  BR  sia  divisibile  per  P.  La  2.* 
uguaglianza  dimostra  che  la  divisibilità  di  BR  per  P porta  seco 
quella  di  BR'  per  P;  la  terza  uguaglianza  dimostra  che  la  divi- 
sibilità di  BR  e BR'  per  P porta  seco  quella  di  BR"  per  P;  e 
cosi  di  seguito.  Dunque  i prodotti  di  R per  tutti  i resti  succes- 
sivi saran  divisibili  per  P.  Ma  nella  serie  di  questi  resti  dee  tro- 
varsi l’unità;  dunque  il  prodotto  Bxl,  ovvero  B è divisibile 
esattamente  per  P.  E ciò  bisognava  dimostrare. 

Corollario.  Un  numero  primo  P che  divide  un  prodotto 
ABCD. . . .E  di  più  numeri  intieri  dee  dividere  l’un  di  essi.  De- 
componiamo questo  prodotto  in  AXBCD....E;  poieliè  P è un 
Lei.  di  Mg.  27 
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«omero  primo,  se  non  divide  A dovrà  riguardarsi  come  primo 
per  rapporto  ad  A ; e , pel  teorema  precedente , dovrà  dividere 
BCD....E.  Quest’ultimo  prodotto  può  decomporsi  in  BxCD....E, 
e si  conchiude  ancora  che , se  P non  divide  B , dovrà  dividere 
CD.*.. E.  Continuando  similmente  è chiaro  che  se  nessun  dei 
fattori  che  precedono  E sia  divisibile  per  P debba  esserlo  E. 
Dunque  P divide  un  dei  fattori. 

988.  Teorema.  Non  esisti  che  un  sol  sistema  di  numeri  pri- 
mi il  cui  prodotto  sia  eguale  ad  un  numero  dato , o , in  altri 
termini,  due  prodotti  di  numeri  primi  non  possono  essere  eguali 
a meno  che  non  fossero  composti  di  fattori  eguali  ciascuno  a cia- 
scuno. 

Sieno  aòcd  ....  ed  ABCD i due  prodotti  uguali.  Poiché 

il  prodotto  abed  ....  è divisibile  per  a , il  prodotto  ABCD  .... 
debba  esserlo  ancora  ; ma  a è un  numero  primo  come  ancora 
A , B , C , ecc.  ; dunque , se  a non  è uguale  ad  alcuno  di 
questi  fattori  non  potrà  dividere  alcun  di  essi.  Or,  pel  teorema 
precedente , poiché  a non  divide  nè  A nè  B , non  può  dividere 
il  prodotto  AB  ; e poiché  non  divide  nè  AB  nè  C , non  può  di- 
videre il  prodotto  ABxC  ovvero  ABC,  e così  di  seguito;  dun- 
que , a non  potrebbe  dividere  il  prodotto  ABCD quindi  bi- 
sogna che  a sia  eguale  a P un  dei  numeri  A , B , C , Sup- 

poniamo a=A  , e dividiamo  i due  prodotti  per  a.  1 rimanenti 
prodotti  bed  ....  e BCD. . . . saranno  ancora  eguali,  e potrà  loro 
applicarsi  il  precedente  ragionamento.  Si  conchiuderà  che  b è 
uguale  ad  un  dei  fattori  B,  C,  D a B,  ad  esempio.  E ra- 

gionando similmente  si  vedrà  che  c è uguale  ad  un  degli  altri  fattori 

e così  di  seguito.  Quindi  i due  prodotti  abed ABCD. . . . sono 

composti  degli  stessi  fattori  primi. 

Tal  dimostrazione  non  suppone  che  i numeri  a , b , e 

sieno  ineguali;  di  maniera  che  se,  nel  primo  prodotto,  un  fat- 
tore si  ripete  più  volte,  dorrà  questo  ripetersi  uno  stesso  numero 
di  volte  nel  secondo  prodotto. 

984.  I corollari  di  questa  proposizione  son  numerosi  : noi  ci 
ristringeremo  ai  principali. 

1.  Un  prodotto  di  più  numeri  contiene  tutti  i fattori  primi 
di  cui  questi  numeri  son  composti , e non  ne  contiene  altri.  In 
effetti , si  è dimostrato  da  una  parte  ( 980  , cor.  Il) , che  il 
prodotto  di  più  numeri  può  considerarsi  come  composto  di  tutti 
i fattori  primi  di  questi  numeri  ; c , da  un’  altra  parte  (**#) , 
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non  esistere  che  un  sol  sistema  di  fattori  primi , il  cni  prodotto 
sia  ugnale  ad  un  numero  dato. 

II.  Una  frazione  i cui  due  termini  sieu  primi  tra  loro  non 
può  ridursi  a minimi  termini.  Supponiamo  che  a e b sien  dei 

numeri  primi  tra  loro , e che  si  possa  avere  ^ ^ , a'  4'  es- 

sendo numeri  rispettivamente  minori  di  a c 6.  Da  questa  ugua- 
glianza ricavasi  ab'—ba.  Ma  a c 6 non  anno  fattori  comuni  ; 
dunque  a'  contiene  i fattori  primi  di  a,  e b'  contiene  quelli  di  6 ; 
dunque  i numeri  a'  e b'  non  sono  minori  di  a e b. 

III.  Due  prodotti  di  numeri  intieri  son  primi  tra  loro  quando 
tutti  i fattori  dell’  uno  di  essi  son  primi  per  rapporto  a quelli 
dell’  altro.  Sieno  ABC  ....  ed  abc  ....  i due  prodotti.  Il  pro- 
dotto ABC  ....  non  à altri  divisori  primi  che  quelli  dei  nume- 
ri A , B , C ....,  ed  il  prodotto  abc  ....  non  ne  à altri  che 
quelli  dei  numeri  a , b , c ....  Dunque  , se  nessun  dei  nume- 
ri A , B , C ....  à divisori  comuni  con  a , nè  con  b , nè  con  c , ecc. 
i prodotti  stessi  non  potranno  allatto  averne. 

IV.  Se  a e b son  numeri  primi  tra  loro  , le  potenze  am  e 6" 
son  nel  caso  del  corollario  III  ; dunque  esse  rappresentano  dei 
numeri  primi  tra  loro.  Gli  esponenti  meda  possono  d’ altronde 
essere  uguali  o ineguali. 

V.  Il  massimo  comun  divisore  di  più  numeri  è uguale  al 
prodotto  di  tutti  i fattori  primi  comuni  a questi  numeri.  Sia  Dii 
massimo  comune  divisore  di  più  numeri.  Pel  cor.  I , abbiamo 
che  i fattori  primi  di  D debbono  trovarsi  tra  i fattori  primi  di 
ciascuno  di  questi  numeri.  D’altronde  nessun’  altro  fattore  primo 
può  essere  loro  comune  ; poiché  se  ve  ne  fosse  un  altro  d , que- 
sti numeri  ammetterebbero  il  divisore  comune  Di  che  sarebbe 
maggiore  di  D. 

Da  ciò  segue  che  determinando  il  massimo  comun  divisore  D 
tra  due  numeri  A e B , e poi  il  massimo  comun  divisore  D' tra  D 
ed  un  terzo  numero  C , D'  sarà  il  massimo  comun  divisore  tra  i 
tre  numeri  A , B , C.  Si  continuerebbe  similmente  se  si  avessero 
più  di  tre  numeri. 

VI.  Essendo  dati  più  numeri , formiamo  un  prodotto  di  tal 
fatta,  che  ogni  fattore  primo  appartenente  a qualcuno  di  questi 
numeri  si  trovi  in  questo  prodotto  col  maggiore  esponente  da  cui 
è afletto  in  questi  differenti  numeri  ; il  prodotto  così  formato  sarà 
il  più  piccol  numero  divisibile  per  ciascuu  dei  numeri  dati. 
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Egli  è chiaro  in  effetti  che  te  un  numero  non  contenga  tutti 
questi  fattori  o se  li  contenesse  ad  esponenti  minori , non  sa» 
rebbe  divisibile  per  ciascun  de’ numeri  dati;  e d’altra  parte,  se, 
oltre  questi  fattori , ne  contenesse  altri , sarebbe  maggiore  del 
prodotto  di  cui  si  tratta. 

*85.  Problema.  Trovare  tutti  i divisori  di  un  numero  qua- 
lunque N. 

La  prima  idea  che  si  presenta  si  è di  dividere  successivamente 
il  numero  N per  ciascun  dei  numeri  1,  2,  3,  4, ... . fino  ad  N;  ma 
possono  abbreviarsi  di  molto  questi  tentativi.  Sia  D un  divisore  di 
N e D' il  quoziente  di  N per  D : si  à DD'=N,  ovvero,  sotto  un’altra 
forma,  DD'=4/N  x VW.  Dunque  se  D è < l /N,  D',  sarà> l^N. 
Dunque  , dopo  aver  trovati  tutti  i divisori  minori  di  l/N  , i quo- 
zienti , die  si  saranno  avuti  dividendo  N per  quésti  divisori , sa- 
ranno i divisori  >l/N! 

Ad  esempio  sia  N= 360.  La  radice  quadrata  di  360  è com- 
presa tra  18, 19:  così  si  dividerà  360  pei  soli  numeri  1,2, 3.. ..18. 
Per  tal  modo  si  ànno  tutti  i divisori  di  360 , cioè 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  9,  10,  12,  13,  18. 

360,  180,  120  , 90  , 72  , 60,  15  , 40  , 36  , 30  , 24  , 20. 

*80.  Problema.  Costruire  una  tavola  di  numeri  primi. 

Diconsi  numeri  primi  quelli  che  non  ammettono  altro  divisore 
che  1’  unità  e se  stessi.  Dunque , allorché  6 dato  un  numero , 
ed  i calcoli  precedenti  non  danno  alcun  altro  divisore , sarem  si- 
curi che  questo  è un  numero  primo.  Ad  evitare  però  questi  cal- 
coli , che  possono  esser  lunghissimi  si  costruiscono  delle  tavole 
che  contengono  tutti  i numeri  primi  fino  a certi  limiti  (*). 

La  maniera  più  semplice  di  costruirla  si  è di  scrivere  l’un  dopo 
l’ altro  i numeri  impari  3, 5, 7,  9 ecc.  fino  a quel  limite  che  si 
vorrà,  e cancellare  tutti  i multipli  di  3,  tutti  quelli  di  5,  tutti 
quelli  di  7 , ecc.  Egli  è chiaro  che  non  resteranno  cosi  che  i soli 
numeri  primi.  Non  bisogna  perù  dimenticarsi  di  porre  1 e 2 in- 
nanzi a questi  numeri. 

Riesce  d’altronde  facile  il  riconoscere  i multipli  che  debbonsi 
cancellare;  poiché  quelli  di  3 si  trovano  contando  i numeri  3, 5, 7 ec. 

(•)  I,sgbndrk  cita  parlicolarmctiio  le  tavole  di  Chernac  e quelle  di 
Bi  rckuardt.  Quelle  di  Coehsac  , contengono  i numeri  primi  lino 
ad  1000,000  : ed  i divisori  di  tntti  gli  altri  numeri  compresi  in  questo 
limite.  Quelle  di  thacKiiaanT  si  estendono  fino  a 3030000, 
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a 3 a 3 a partir  da  5;  quelli  di  5 contandoli  a 3 a 5 comin- 
ciando da  7;  e così  di  seguito  ('). 

*8».  Osservazioni.  I.  La  serio  dei  numeri  primi  è illimitata. 
Ammettiamo  che  sia  altrimenti  e che  n sla  il  maggior  di  essi. 
Formando  il  prodotto  P = 2,3,5....n,  che  comprende  tutti  i 
numeri  primi,  bisognerebbe  che  il  numero  P+l,  che  è > n fosse 
divisibile  per  qualcuno  di  questi  numeri.  Or  ciò  è evidentemente 
impossibile  poiché  si  avrà  sempre  il  resto  1 , dunque  è ugual- 
mente impossibile  che  la  serie  dei  numeri  primi  sia  limitata. 

II.  Paragonando  tutti  i numeri  con  i multipli  di  uno  stesso 
numero , siam  condotti  a presentarli  sotto  diverse  forme.  Ad 
esempio , paragonandoli  ai  multipli  di  6 , si  potran  da  prima  rap- 
presentare con  una  delle  sei  formule. 

6x,  6x4-1,  6x-|-2,  6x4-3,  6x-|-i,  6x4-$, 
nelle  quali  x è un  numero  intiero  qualunque.  Ma  volendo  i soli 
numeri  primi  si  riterranno  le  sole  due  formolo  6x4-1  e 6jc— t— 5: 
poiché  le  altre  danno  numeri  divisibili  per  2 e per  3.  Può  anche, 
in  vece  di  6x-i-$  scriversi  6(x4-f) — 1 , o meglio  6x — 1,  poiché  x 
è un  numero  intiero  qualunque.  Cosi  tutti  i numeri  primi , 
tranne  2 e 3 , che  son  divisori  di  6 , son  compresi  nella  forinola 
N = 6xrtl. 

Si  ragionerebbe  similmente  se  si  considerassero  i multipli  di 
un  altro  numero. 

*88.  Problema.  Decomporre  un  numero  in  fattori  primi , » 
trovare  In  seguito  tutti  i suoi  divisori. 

Un  numero  qualunque  N,  se  non  è primo,  può  decomporsi  in 
un  prodotto  di  numeri  primi  a,  b,  c,  ecc. , innalzato  ciascuno 
ad  una  certa  potenza , di  maniera  che  può  sempre  supporsi 
N=amb’c1’. . . . Questa  decomposizione  è che  trattasi  effettuare. 

Prendiamo  ad  esempio  il  numero  504.  Dividendolo  da  prima 
per  2 quante  volte  è possibile,  si  avrà 

504=232x2=126x2x2=63x2x2x2. 

Dividendo  allora  63  quante  volte  è possibile  per  3 che  il  piu (*) 

(*)  Immaginiamoci  una  lamina  forata  da  buchi , al  di  6opra  dei  quali 
son  situati  i numeri  impari  3,  S , 7 ecc.  poi  contandoli  a3a3,  aiiaiS, 
a 7 a 7,  ccc.  a misura  che  si  arriva  ai  multipli  che  debbonsi  cancellare 
immaginiamo  che  si  facciali  cadere  questi  multipli  a traverso  i buchi  cor- 
rispondenti , non  resteranno  còsi  sulla  lamina  che  numeri  primi.  Questo 
è 11  famoso  vaglio  di  Ératosthene,  che  era  in  Alessandria  280  anni  in- 
nanzi Pera  cristiana.  » 
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piccol  numero  primo  dopo  2 , si  avrà  63=21x3=7x3x3.  Dun- 
que 504=7x3x3x2x2x2,  ovvero  sotto  altra  forma 
504=2*x3*x7. 

Le  divisioni  per  3 anno  dato  il  quoziente  7.  Se  questo  quoziente 
non  fosse  un  numero  primo , si  continuerebbero  le  operazioni 
dividendo  successivamente  per  gli  altri  numeri  primi  5,7,  ecc. 

£ facile  ora  formar  tutti  i divisori  di  504.  Essi  non  sono  altro 
che  i numeri  che  si  ottengono  pendendo  tutti  i fattori  primi  ad 
uno  ad  uno , a due  a due,  ecc.  Per  esser  sicuri  di  non  omettere 
alcuu  divisore  adotteremo  la  disposizione  seguente 

1. 

2, 

4, 

8, 

3,  6,  12,  24, 

9,  18,  36,  72, 

7,  li,  28,  56,  21,  42, 

84,  168,  63,  126,  252,  504, 

La  1."  colonna  a sinistra  contiene  il  numero  dato  504  ed  i 
quozienti  delle  divisioni  successive.  A lato  di  questi  numeri , iu 
una  seconda  colonna  sono  scritti  i numeri  primi  che  si  adoperano 
come  divisori  e che  sono  i fattori  primi  del  numero  504.  Fi- 
nalmente sono  scritti  a dritta  di  questa  colonna  tutti  i divisori  di 
504,  e passiamo  a dire  come  dessi  si  trovano. 

Cominciando  la  3.*  colonna  al  di  sopra  della  linea  contenente 
504  si  scrive  da  prima  l’ unità  che  dee  riguardarsi  come  il  primo 
divisore  di  504.  Si  moltiplica  questa  unità  pel  primo  numero 
della  2.*  colonna,  e si  à cosi  il  divisore  2 che  si  scrive  a lato 
di  questo  numero.  Si  moltiplicano  in  seguito  i divisori  già  trovati 
1 e 2 pel  secondo  numero  della  2.*  colonna  ; ed  omettendo  la 
ripetizione  del  prodotto  1x2  ovvero  2 si  ottiene  il  nuovo  divi- 
sore 4 che  si  scrive  sulla  linea  dell’ultimo  moltiplicare.  Si  con- 
tinuerà similmente  finché  si  moltiplica  per  l’ ultimo  numero  della 
2.*  colonna,  il  che  darà  un’ultima  serie  di  divisori  che  termi- 
nerà sempre  col  numero  dato. 

Conoscendo  i fattori  primi  di  un  numero  possono  ancora  tro- 
varsene i divisori  con  un  altro  metodo.  Supponiamo  che  un  nu- 
mero N , decomposto  in  fattori  primi , sia  N=a"  bm  <? ; i di- 

visori (fi  N sono  rappresentati  dalla  forinola  am'bm'<f' . ...  ; in  cui 
gli  esponenti  m'n'p'  non  debbono  essere  maggiori  di 


504 

252 

126 

G3 

21 

7 
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Da  ciò  è chiaro  che  questi  divisori  saranno  i differenti  termini 
che  si  ottengono  effettuando  il  prodotto 

6")  (1-f-c+c* tf)  ccc. 

«89.  Osservazioni.  La  moltiplicazione  dei  due  primi  polinomi 
dà  un  numero  di  termini  eguali  ad  (m-f-1)  («-+-1)  ; conseguente- 
mente quelle  dei  tre  primi  polinomi  ne  dà  un  numero  eguale  ad 
(m-|-l)  (n-f-1)  (p-f-i) , e così  di  seguito  ; dunque  il  numero  di 
tutti  i divisori  di  N è espresso  dalla  formola 
(m-t-i)  (n+1)  (pH— 1)  •••• 

Nello  stesso  tempo  è chiaro  che  P è la  somma  di  tutti  questi 
divisori.  Or  sappiamo  (*•)  che  i polinomi  che  compongono  P 

fl«+i — 1 bm-hì — 1 

son  rispettivamente  eguali  ad  -,  ecc.  ; dunque  la 


somma  di  lutti  i divisori  di  N può  esprimersi  con  la  formula 


a* — l 6"+* — i rr+> — 1 

•X— t — — X 7-X 


a— 1 


b—i 


c — 1 


Ad  esempio  prendiamo  N=504=2sx3*x7  : si  avrà  m — 3, 
n==2,  p=  1.  Dunque  il  numero  dei  divisori  di  504  sarà 

bixjd+y=15xl3x8=1560- 

*90.  Problema.  Quante  volte  un  numero  primo  0 è fattore 
nella  serie  de’ numeri  naturali  da  1 fino  ad  n?  Ovvero,  in  altri 
termini , quale  è la  maggiore  potenza  di  6 che  divide  il  prodotto 
1x2x3 »? 

Sia  n'  la  parte  intiera  del  quoziente  di  » per  0.  Nella  serie 
proposta  si  trovano  gli  n'  fattori  0,  29,  del  prodotto 

fi. 29-30 n'O; 

ed  egli  è chiaro  che  essi  sono  i soli  che  sicn  divisibili  per  9. 
Questo  prodotto  può  scriversi  così 

12  3-  • • • »'X6"’; 

dunque  si  avrà  la  potenza  richiesta  moltiplicando  0*'  per  la  mag- 
giore potenza  di  0 contenuta  nel  prodotto  1-2-3--  »'. 

Lo  stesso  ragionamento  può  ripetersi  su  questo  prodotto  di 
maniera  che,  chiamando  n"  la  parte  intiera  del  quoziente  di  »' 
per  9,  si  vedrà  che  la  maggiore  potenza  di  0,  contenuta  nel- 
P ultimo  prodotto , si  compone  delle  potenze  6*"  moltiplicata  per 
la  maggiore  potenza  di  9 compresa  nel  prodotto  1.2.3....  n". 

Similmente,  chiamando  »"'  la  parte  intiera  del  quoziente  di 
n"  per  0,  saremo  ancora  condotti  a cercar  la  maggiore  potenza 
di  9 contenuta  nel  prodotto  1.2.3.... 
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. Si  continuerà  similmente  finché  si  arrivi  ad  un  quoziente  <0. 
Per  (issare  le  idee  supponiamo  che  questo  sia  n'";  allora  si  con- 
diiuderà  che  la  maggiore  potenza  di  0,  contenuta  nel  prodotto 
dato  1.2.3....  n,  è 

Se  si  cerca , ad  esempio , qual  sia  la  maggiore  potenza  di  7 che 
divide  il  prodotto  1-2-3-  • • 1000 , si  farà  n = 1 000 ; c prendendo 

le  sole  parti  intiere  dei  quozienti,  si  avrà  ■^^=142, -^=20, 


20 

— =2;  c la  somma  di  questi  quozienti  essendo  164.  la  potenza 
cercata  sarà  7,e*. 

891 . Corollario.  Sieno  ni,  n,  p,  q...  dei  numeri  intieri  tali 
che  si  abbia  m =«-(-/> -+- q . . . ; l'espressione 
..  ..  t • 2 • 3 ■ 4 •••  i» 

*■  ■*  1 - 2 »xt  • 2 ■■■  j>Xt  • 2 •••  ?X ccc. 

rappresenterà  ■ sempre  un  numero  intiero.  In  edotti  sia  0 un  fat- 
tore primo  del  denominatore,  si  avrà 
m n p a 

?=5'+T-i-è~i~eCQ- 

Chiamando  m',  n\  j>',  q', . . . i quozienti  intieri  si  avrà  dunque 
m'  n'  q' ecc. 

Dividendo  di  nuovo  per  0,  e chiamando  m",  . . i nuovi  quo- 

zienti intieri  si  avrà  similmente 

m">n"  +p"  + q"  -t-  ecc. 

Si  continuerà  similmente  finché  i quozienti  non  saranno  tutti 
minori  di  0.  Allora  addizionando  si  avrà 

)>* 

(n'+n"-j — ) 4-  [p'+p"- 1 — ) + [q'-\-q"  • • • ) -Kcc. 

Or  queste  differenti  somme  fan  conoscere  le  maggiori  potenze 
di  0 per  cui  posson  dividersi  i prodotti  che  compongono  l’ espres- 
sione [1];  dunque  non  v’ò  alcun  fattore  primo  nel  denomina- 
tore di  questa  espressione  che  non  sia  innalzata  ad  una  potenza 
almeno  uguale  nel  suo  numeratore  ; dunque  questa  espressione  è 
un  numero  intiero.  Questa  conehiusione  contiene , come  caso  par- 
ticolare, l’osservazione  del  n.*  810. 


Conlinuasione.  — Teoremi  sui  retti. 

898.  Teorema.  Sia  p un  numero  primo  per  rapporto  ad  a; 
dividendo  per  p i multipli  successivi  da  a fino  a (p — 1)  a incln- 
sivamente,  i resti  di  queste  divisioni  taran  tutti  differenti. 
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Ammettiamo , infatti,  die  due  multipli  ma  ed  m'a,  minori  di 
pa,  possan  dare  lo  stesso  resto  r.  Chiamando  E ed  E'  gli  intieri 
dei  quozienti , dovrebbe  aversi 

fna=Ep-f-r , m'a=E'p-f-r. 

Sottraendo  queste  eguaglianze  Vana  dall’altra,  si  ottiene 

(m'— *m)a  = (E’— E)p,  da  cui  — : — —E'  — E; 

e siccome  p è primo  eon  a ne  seguirebbe  che  p divide  m'  — m 
il  che  è impossibile,  poiché  m ed  m1  sono  <p. 

Osservazione.  Chiamiamo  r,  r' , r"  ,••  • i p — 1 resti  che  si 
ottengono  dividendo,  a,  2a,  3 a,---(p — 1) « per  p;  e suppo- 
niamo che  s’abbia 

a— Ep  + r,  2a  = E'p-}-r,,  3a=E"p-|-r",  ecc. 
Aggiungendo  pa  a ciascun’ eguaglianza  si  à 

(p+-l)a=(E+a)p-i-r,(p-l-2)a=:(E'  + a)p  + r,  ecc; 
dunque,  dopo  aver  passato  pa  che  è il  primo  multiplo  di  a di- 
visibile per  p , i multipli  seguenti  danno  i resti  già  trovati  e 
nello  stesso  ordine.  Senza  spingere  più  oltre  la  dimostrazione, 
egli  è chiaro  che  questo  periodo  di  resti  si  riproduce  dopo  qual- 
che multiplo  di  a divisibile  per  p. 

*»#.  Teorema.  Sia  p un  numero  primo  rapporto  ad  a,  di- 
videndo per  p la  serie  delle  potenze  1 , a , a* , a3 ...  ce  ne  sarà 
almeno  una  prima  di  a?  che  darà  un  resto  uguale  ad  1 ; sino  alla 
minor  potenza  tutti  i resti  saran  differenti,  ed  al  di  là,  gli  stessi 
resti  periodicamente  si  riprodurranno. 

Dovendo  i resti  esser  minori  di  p non  se  ne  possono  trovare 
più  di  p — 1 che  sien  differenti;  dunque,  nei  p primi  termini 
della  serie  1 , a , a*, ...  af~',  ne  esistono  almeno  due  che  danno 
lo  stesso  resto.  Rappresentandoli  con  a”  ed  a”',  ed  il  resto  co- 
mune eon  r,  supponiamo  che  si  abbia 

[1]  a*=Ep-l-r,  a"*'=E'p-f-r  ; 

da  cui  ricavasi 

(po' — a"»=(E' — E)p,  ovvero  — 1)  = (E'— E)p; 

siccome  p è primo  con  a,  dovrà  d’esso  dividere  a*'-"  — 1.  Dun- 
que, dividendo  per  p la  potenza  am'~n  la  quale  è <^af , si  avrà 
per  resto  l’unità. 

Chiamiamo  a"  la  più  piccola  potenza  diversa  da  a0,  che  dà  il 
resto  1 , tutti  i resti  precedenti  saranno  differenti  tra  loro.  In 
effetti , se  per  due  potenze  am  ed  am',  ininori  di  a",  si  potessero 
aver  le  uguaglianze  [1],  si  conchiuderebbe,  come  precedentc- 
Lez.  dì  Alg.  28 
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mente,  che  a"'-"  dia  il  resto  1;  conscguentemente  a*  non  sa- 
rebbe più  la  minor  potenza  avente  questa  proprietà. 

Sia  a"=Ep-|-l,  E essendo  intiero.  Al  di  là  si  avrà 
a’,-t-‘=Eap-H»>  a*+*=Ea*p-f-«* > a"+3=Eo»p-f-o« , ecc. , 
dunque,  per  le  potenze  <f,  . . a1"-',  i resti  saranno  suc- 

cessivamente gli  stessi  che  per  a°,  a', 

Per  a*"  il  resto  sarà  1 come  per  a":  poiché  l’ uguaglianza  a"= 
Ep+1,  moltiplicandola  per  a",  dà,  at°=Eap~\~a.  Col  ragio- 
namento precedente,  si  farà  dunque  vedere  che  nell’ intervallo 
da  a1*  ad  a”-*  le  potenze  danno  ancora  lo  stesso  periodo  di  re- 
sti e così  di  seguito. 

••4.  Ostervazioni  I.  Partendo  dall’uguaglianza  o*  = Ep-f-l, 
si  à a»»z=Ea"p-t-d",  a,"=Eo*"p-|-a*",  ecc.;  e da  queste  con- 
chiudesi  che  il  resto  1 corrisponde  a tutti  gli  esponenti  multipli 
di  n.  Può  similmente  alTcrrnarsi  che  ogni  esponente  maggiore 
di  n che  dia  questo  resto  debba  essere  un  multiplo  di  n.  In  ef- 
fetti, si  è dovuto  osservare  di  sopra  che  il  resto  d'una  potenza 
•di  a non  cangia  afratto  quando  si  aggiunge  o sottrae  dall’espo- 
nente quante  volte  si  voglia  n;  dunque  se  questo  esponente  non 
fosse  un  multiplo  di  n,  si  potrebbe  abbassare  al  disotto  di  * 
senza  ridurlo  a zero;  dunque  a"  non  sarebbe  più  la  minor  po- 
tenza, differente  da  a0,  che  possa  dar  il  resto  1. 

II.  La  stessa  osservazione  suggerisce  un  mezzo  facile  di  a- 
ver  i resti  delle  potenze  molto  alte , conoscendo  i resti  del  pri- 
mo periodo.  Questi  si  determinano  direttamente  , ma  il  calcolo 
si  semplifica  di  molto  facendo  attenzione  che  per  passar  dal  re- 
sto di  a'  a quello  di  a*-*-*  , basta  moltiplicar  il  primo  per  a , o 
pel  resto  di  a , e dividere  il  prodotto  per  p.  Ad  esempio  cerchia- 
mo il  resto  della  divisione  di  4*»*  per  11.  Quelli  di  4°,  41,  4‘, 
sono  1,4,5.  Il  prodotto  5x4  ovvero  20  da  il  resto  9;  9x4 
ovvero  36  da  3 , e 3x4  ovvero  12  dà  1.  Ci  arrestiamo  qui  e 
formiamo  il  seguente  quadro  : 


Potenze  4°,  4‘,  4»,  4*,  44. 

Resti  1 , 4 , 5 , 9 , 3. 


L’ esponente  5 essendo  quello  che  dà  il  resto  1,  si  dividerà  l’e- 
sponente dato  898  per  5 , ed  il  resto  3 indicherà  che  la  potenza 
4"*’  dà  lo  stesso  resto  che  4*;  dunque  questo  resto  è 9. 

III.  Allorché  p non  é primo  con  a,  il  teorema  più  non  sus- 
siste. In  effetti  , supponiamo  che  la  divisione  di  a per  p dia 
a'  = Ep-f-r,  si  conchiuderebbe  che  se  vi  sono  dei  fattori  comuni 
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ad  a e p , essi  debbono  dividere  r ; dunque  r non  potrebbe  più 
essere  uguale  ad  1.  , : ; 

»S>  Teorema.  Se  p è un  numero  primo  che  non  divide  a , 
la  divisione  di  a/-'  per  p darà  per  resto  i ; omero  a*— 1 tarò 
un  numero  esattamente  divisibile  per  p. 

In  questo  teorema,  dovuto  a Fermat  bisogna  osservare  che  p 
è un  numero  primo  per  rapporto  ad  a. 

Chiamiamo  q , q' , q"  f ed  r , r' , r"  . . » . i quozienti 

ed  i resti  che  si  ottengono  dividendo  per  p le  p — 1 quanti* 
tà  a , 2a , 3a , (p — l)a  j moltiplicando  tra  loro  queste  quan- 

tità , e indicando  con  E un  numero  intiero , si  avrà 
a-2a-3a.  ■ ■{p—i)as=[qp+r)(q'p+r')[q"p-\-r")-  • - —Ep-Hr'r". . . 
Or  il  primo  membro  di  questa  uguaglianza  é uguale  ad  1-2-3- • • 
(p — l)X(f;e  da  un’altra  parte  siccome  abbiamo  dimostrato 
al  n.°  *9*  che  ì p — 1 resti  r,  r’ , r" , ...  son  differenti  tra 
loro;  il  prodottar  rV\,. debbe  essere  uguale  ad  1-2-3. ..{p — 1); 
dunque  l’uguaglianza  precedente  si  riduce  a questa  1-2-3-  •• 
(p — i)Xar-’=Ep-b-t-2-3. . .(p  — 1) , da  cui 
1-2-3 ....  (pj — — l)=Ep  ; 
dunque  il  primo  membro  di  questa  uguaglianza  è divisibile  per  p. 
Ma  per  ipotesi , p è un  numero  primo  ; dunque  poiché  dcssa  non 
può  divider  alcun  de’ fattori  1 , 2,  3 . . . . (p — 1) , dovrà  divide- 
re af-’ — 1. 

*9®.  Osserazwni  1.  Allorché  af— 1 non  é la  più  piccola  po- 
tenza , differente  da  zero,  che  dà  il  resto  1 , l’osservazione  I 
del  n.°  *94  mostra  che  l’esponente  di  questa  più  piccola  po- 
tenza dee  essere  un  divisore  di  p — i. 

II.  Allorché  a?-’  è la  minor  potenza,  differente  da  o°  che 
divisa  per  p dà  il  resto  i , p dee  essere  un  numero  primo  as- 
soluto. In  effetti  il  teorema  del  n.°  *99  mostra  che  i resti  che  si 
ottengono  prima  della  divisione  di  a z-*  son  tutti  differenti  tra  loro; 
dunque  debbono  essi  comprendere  tutti  i numeri  1,  2,  3. . .p — 1 , 
ma  in  un  ordine  diverso  dell’  ordine  naturale.  Se  p fosse  un  nu- 
mero composto  e fosse  r uno  de’  suoi  fattori  primi , r sarebbe 
parte  dei  p — 1 resti , e quindi  dovrebbe  aversi  un’  uguaglian- 
za af=:Ep-+-r.  Da  ciò  conchiuderebbesi  che  r sia  anche  fattore 
di  a ; dunque  a e p non  sarebbero  più  primi  tra  loro , e per 
l' osservazione  III  del  n.°  *94  sarebbe  impossibile  trovar  al  di 
sopra  di  a ” una  potenza  che  dasse  il  resto  1. 

. III.  Supponiamo  che  non  si  prendono  per  p che  numeri  pri- 
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mi , se  si  voglia  che  le  potenze  o° , a' , ....  , diefto  per 

resto  tutti  i numeri  inferiori  a p , bisognerà  scegliere  a Ira  i nn- 
meri  di  maniera  che  a'-*  sia  la  più  piccola  potenza  al  di  sopra 
di  a*  che  dà  il  resto  1 ; e se  tra  quelli  che  a questa  condizione 
- soddisfano  si  scelgano  jier  a i numeri  al  disotto  di  p , si  avran 
quelli  chiamati  da  Eulero  radici  primitive  per  rapporto  a p.  Per 
la  ricerca  di  queste  radici  dovrà  riscontrarsi  Ivonv,  4»  voi.  del 
supplemento  dell’ enciclopedia  fìrittanica  pag.  698,  e Cauchy  , 
esercizi  matematici  4*  anno  pag.  217.  Noi  ci  restringeremo  a qui 
riportare  le  radici  primitive  dei  numeri  primi  sino  a 37. 


Numeri  pr. 

Radici  primitive  di  p. 

3 

2. 

5 

2,  3. 

7 

3,  5. 

11 

2,  6,  7,  8. 

13 

2,  6,  7,  11. 

17 

3,  5,  6,  7,  10,  11,  12,  14. 

19 

2,  3,  10,  13,  14,  15. 

23 

5,  7,  10,  11,  13,  14,  15,  17,  20.  21. 

29 

2,  3,  8,  10,  11,  14,  15,  18,  19,  21,  26,  27. 

31 

3,  11,  12,  13,  17,  21,  22,  24. 

37 

2,  5,  13,  15,  17,  18,  19,  20,  22,  21,  32,  35. 

Riflettendo  su  questo  quadro , è chiaro  che  3 è radice  prima 
di  7 : in  fatti  dividendo  per  7 le  potenze  5",  5‘,  5,*  5,’  5*,  5= 
si  ànno  i resti  1,  5,  4,  6,  2,  3 che  contengono  tutti  i numeri 
minori  di  7. 

Si  potrebbe  dimostrare  ancora  che  per  ogni  numero  primo  p, 
vi  son  tante  radici  primitive  più  una , quanti  numeri  primi  per 
rapporto  a j — 1 vi  sono  tra  1 e p.  Ma  questa  proposizione  e 
tutte  le  altre  che  potrebbero  dimostrarsi  sui  numeri  potranno 
riscontrarsi  sulla  Teoria  dei  numeri  di  I.Rgendre. 

Grandezze  incommensurabili — Approssimazione  dette  radici. 

*•*.  Due  grandezze  son  commensurabili  quando  ànno  una 
comune  misura  , cioè  quando  esiste  una  terza  grandezza  che  sia 
contenuta  un  numero  esatto  di  volte  in  ciascuno  di  essi  ; altri- 
menti essi  sono  incommensurabili. 

Parlandosi  di  una  quantità  presa  isolamele,  dicendo  che  d’essa 
è commensurabile,  o incommensurabile,  si  sottintende  sempre  una 
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tmità  a cui  si  paragona  ; ed  allora  queste  espressioni  significano 
che  esiste  una  misura  comune  tra  questa  quantità  e l'unità  o non 
esiste  affatto. 

Supponiamo , per  esempio  , che  una  linea  data  contierte  23 
volte  una  certa  lunghezza  , e che  il  metro  la  contiene  7 volte  ; 
la  linea  data  sarà  commensurabile  ; e poiché  essa  è uguale  a 23 
settimi  di  unità  ; essa  sarà  rappresentata  da  ^ . Quest’  esempio 
basta  per  mostrare  che  ogni  quantità  commensurabile  può  espri- 
mersi esattamente  in  numeri  intieri  o frazionari. 

D’altra  parte,  ogni  quantità  rapptesentata  da  un  numero  in- 
tiero o frazionario  è commensurabile  : poiché  v'  à evidentemente 
una  comune  misura  tra  questa  e l’ unità.  Come  ancora  una  lun- 
ghezza eguale  a -*  *,  , e l’ unità  sottointcsa  sia  il  metro , la  co- 
mune misura  sarà  il  decimetro. 

Quindi  è,  che  Una  quantità  la  quale  non  può  essere  espressa 
esattamente,  né  da  interi  nè  da  frazioni,  è incommensurabile. 
Tali  sono  1/2 , 1^17. 

Osservando  che  il  rapporto  o la  ragione  , tra  una  quantità  com- 
mensurabile e 1 unità  alla  quale  si  rapporta  , è sempre  espresso 
esattamente  da  un  numero  iutiero  o frazionario , si  comprenderà 
perché  si  indicano  ancora  le  quantità  commensurabili  sotto  il  nome 
di  razionali , e le  incommensurabili  sotto  quello  d’irrazionali 

***•  -Allorché  la  radice  di  un  numero  intiero,  qualunque 'eia 
il  grado  di  questa  radice , non  può  esprimersi  esattamente  in  nu- 
meri intieri , non  pt>trà  esprimersi  neppure  per  frazioni , e quindi 
e dessa  incommensurabile . 

Supponiamo  in  fatti  che  dessa  possa  esprimersi  per  frazioni, 
potrà  mettersi  sotto  la  forma  d’  un  numero  frazionario  Irriduci- 

bilc  -.  Or  a qualunque  potenza  si  eleva  un  tal  numero  intiero 

si  otterrà  sempre  un  numero  frazionario  ed  irriducibile.  In  ef- 
fetti i numeri  primi  che  dividono  a non  dovendo  affatto  divide- 
re à , ne  segue  ( n.*  981  ) che  essi  non  divideranno  bxb  ov- 
vero 6*,  ne  b*xb  , ovvero  b3  ecc.  Tal  conchiusione  toma  a 
dire  che  i numeri  primi  che  dividono  le  petenze  di  b non  pos- 
sono affatto  dividere  a ; dunque  ancora,  pel  teorema  richiama- 
to; essi  non  divideranno  nè  aXa  ovvero  o* , nè  a*xa  ovve- 
ro a» , ecc. . . . Così  le  potenze  di  a non  ànno  alcun  fattore  co- 
mune con  quelli  di  b.  Dunque  la  frazione  — essendo  irriducibile, 

b 
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o*  a3 

Fc  sno  poterne  ecG.  Saranno  ancora  irridacibili.  Dunrjue 

le  radici  dei  numeri  intieri , quando  non  son  numeri  intieri , son 
sempre  incommensurabili. 

*»».  Passiamo  ora  a determinare  il  carattere  per  riconoscere 
quando  la  radice  di  un  numero  frazionario  è incommensurabile. 


d’  una  frazione  irriducibile  7 è anello  essa  una  frazione  irridnei- 

0 

bile  ; dunque  perchè  mia  frazione  sia  ugnale  ad  una  potenza  n 
è necessario  che  dopo  averla  ridotta  alla  sua  più  semplice  espres- 
sione si  possa  estrarre  esattamente  la  radice  n'w"‘  dal  suo  nume- 
ratore e dal  suo  denominatore.  Quando  sarà  possibile  questa  dop- 
pia estrazione , la  radice  della  frazione  sarà  conosciuta.  Cosi  si 


300.  Possiamo  a questa  regola  sostituirne  un’altra,  fondata 
su  questo  principio , che  se  una  frazione  è uguale  alla  poten- 
za numa  d’ una  frazione  e che  l’ uno  dei  suoi  termini  sia  una  po- 
tenza n "**,  1’  altra  debba  esserla  ancora.  In  effetti  supponiamo, 

die  la  frazione  ~ sia  uguale  alla  potenza  n'ima  d’  una  frazio- 


ne - ; dovrà  aversi 


ns  = 7T,  , da  cui 


B’ 


, a*B* 

A=—  ; 


dunque  «*  B*  è divisibile  per  Or  supponondo  a c B decom- 
posti in  fattori  primi  , è chiaro  che  tutti  questi  fattori , si  tro- 
vino in  a*B"  alla  potenza  n e similmente  i fattori  primi  di  b si 
trovino  in  b’  alla  potenza  n.  Dunque  dopo  aver  diviso  a"B"  per  b* , 
il  che  torna  a sopprimere  in  ab*  tutti  i fattori  di  b* , non  re- 
steranno al  quoziente  che  fattori  innalzati  alla  potenza  n;  dunque 
A è una  potenza  esatta  dell’ ordine  n. 


Ciò  posto,  osserviamo  che,  essendo  data  una  frazione  poi)  sem- 
pre, moltiplicando  0 dividendo  i suoi  termini  per  fattori  convenienti, 
rendere  il  suo  denominatore  una  potenza  esatta  di  uu'ordine  qua- 
lunque n.  Dunque  bisognerà  che  allora  il  numeratore  sia  auch’csso 
una  potenza  n , perchè  la  funzione  data  possa  essere  uguale  alla 
potenza  n d'ima  frazione. 
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Ad  esempio,  moltiplicando  i due  termini  d’una  frazione  pel  de- 
nominatore, si  renderà  questo  denominatore  un  quadrato  perfetto; 
diverrà  un  cubo  moltiplicandoli  pel  suo  quadrato,  e cosi  di  seguito. 

Per  tal  modo  si  à j/  j/ j 


314721 
363x363  ^ 


861 

:363' 


867x363 
363x363 : 

Semplificando  si  troverebbe  -J-f  come  nel  n.“  precedente. 

301.  Passiamo  ora  ad  esporre  come  si  possano  valutare  per 
approssimazione  le  radici  incommensurabili.  La  quistione  gene- 
rale si  è:  Estendo  data  una  quantità  qualunque  M determinare 

che  differisce  per  meno  d’una  frazione  data 


la  radice  n,la“ 


La  quistione  si  riduce  a cercar  quante  volte  questa  frazione  è 


contenuta  in  KM  : poiché  se  r esprime  questo  numero  di  volte, 

» . r r 

è chiaro  che  |/M  sarà  compresa  tra  ~ ed  — - — ; e siccome  que- 
ste due  frazioni  non  differiscon  tra  loto  che  per  la  frazione  data, 
sarà,  a più  forte  ragione,  che  la  differenza  tra  ciascuna  di  essa 
*. — l 

e KM  sarà  <-.  Conseguentemente  si  farà 


ed  il  valore  di  x calcolato  con  una  differenza  minore  di  un’  unità , 


sarà  il  numero  r.  Or  dall’equazione  [1]  ricavasi  , 


x=\/'ìA p";  dunque  bisogna  estrarre  la  radice  dal  prodotto  Mp’ 
con  una  differenza  minore  di  un’unità. 

Cosi  può  stabilirsi  questa  regola  generale:  Per  calcolare,  con 
una  approssimazione  indicata  per  una  frazione  dell’unità,  la  ra- 
dice n’"I’a  d’una  quantità  dafa  JVI,  si  moltiplica  questa  quantità 
per  la  potenza  p"  del  denominatore  della  frazione  che  indica  l’ ap- 
prossimazione richiesta,  si  estrae  la  radice  dal  prodotto  con  una 
differenza  minore  di  una  unità , e si  divide  questa  radice  pel  de- 
nominatore p di  questa  stessa  frazione. 


Ad  esempio  si  voglia  trovare  1/2  con  l'approssimazione  di  -J. 
Si  fa  il  prodotto  2x36=72,  se  ne  estrae  la  radice  quadrata  8, 
che  differisce  per  meno  di  un’  unità , e si  divide  8 per  6,  il  quo- 
ziente f ovvero  è la  radice  cercata. 

Si  voglia  ancora  calcolare  |/7f  con  l’approssimazione  di  f. 
Si  farà  il  prodotto  7Jx25=if£=19i*.  Allora  si  osserverà 
che  la  radice  quadrata  di  questo  prodotto , che  differisce  per  meno 
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di  una  unità,  è la  stessa  che  quella  del  u.“  i Ut  sema  frazione.  In 
conseguenza  si  estrarrà,  per  la  regola  conosciuta,  questa  radice 
che  è 13;  e la  radice  cercata  sarà  ovvero  2*-. 

SO*.  Comunemente  le  approssimazioni  si  fanno  in  decimali, 
e per  queste  frazioni  la  regola  generale  si  semplifica  di  molto: 
noi  non  parleremo  qui  che  della  sola  radice  quadrata. 

Supponiamo  da  prima  che  si  debba  calcolare  in  decimali  la  ra- 
dice quadrata  d’un  numero  intiero,  in  questo  caso  la  regola  si 
ridurrà  a questa  : si  ponga  dopo  il  numero  dato  tante  volte  due 
zeri  quanti  decimali  si  vogliono  nella  radice , se  ne  estrae  allora, 
la  radice  con  una  differenza  minore  di  un’  unità  e poi  si  separano 
sulla  dritta  di  questa  radice  il  numero  richiesto  dei  decimali. 

Può  succedere  che  il  numero  dato  abbia  già  dei  decimali.  Se 
non  ne  à tante  coppie  quante  cifre  decimali  vogliansi  nella  ra- 
dice, si  completa  questo  numero  con  dei  zeri;  e se  ne  à più, 
si  sopprimono  i decimali  soverchi.  Dal  resto  si  estrae  la  radico, 
astrazion  fatta  della  virgola,  tenendone  conto  però  al  termine 
dell’operazione. 

Se  si  trattasse  di  un  numero  frazionario  come  ° «K , si  ri- 
durrebbe la  frazione  f in  decimali  avendo  cura  di  prendere  tante 
coppie  decimali  quante  cifre  dee  contenerne  la  radice. 

*9*.  Estraendo,  con  una  differenza  minore  di  un'unità,  la 
radice  quadrata  di  un  numero  intiero , si  à comunemente , il  più 
gran  numero  intiero  contenuto  in  questa  radice.  Ma  il  numero 
che  à un’unità  di  più,  quantunque  maggiore,  differisce  anche  per 
meno  di  un’  unità , anzi  può  succedere  che  desso  abbi  un’  appros- 
simazione maggiore  del  primo  : or  abbiamo  una  regola  semplicis- 
sima per  riconoscerlo; 

Sia  a il  numero  intiero  contenuto  nella  radice,  ed  R il  resto 
dell’operazione.  Se  a à maggiore  approssimazione  di  u-f-l,  il 
quadrato  di  o— f—  sarà  maggiore  del  numero  dato;  e quindi  do- 

vrà aversi  R < (a-f-i)*  — a»;  ovvero  R < a-j-z;  dunque  allora 
il  resto  R è tutto  al  più  uguale  ad  a.  Cosi  quando  il  resto  non 
è maggiore  del  numero  trovato  nella  radice,  questo  numero  è 
il  più  approssimato  alla  radice.  Nel  caso  contrario , è questo  nu- 
mero aumentato  di  un'unità. 

*94.  Le  approssimazioni  relativi  alle  radici  si  riducon  sempre 
ad  estrarre  la  radice  da  un  numero  intiero  con  l’approssimazione 
di  un' imita.  Trattandosi  di  una  radice  quadrata  che  debba  aver 
molte  cifre,  trovatene  più  della  metà,  vedremo  come  potranno 
aversi  le  altre  per  mezzo  di  una  semplice  divisione. 
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Supponiamo  in  fatti  che  N sia  un  numero  intiero,  e che  si 
sien  calcolate  più  della  metà  delle  cifre  della  radice.  Per  darle 
il  posto  che  dovrebbero  avere,  poniamo  alla  lor  dritta  tanti  zeri 
quante  son  le  cifre  che  debbono  ancora  conoscersi.  Chiamiamo  a 
il  numero  così  formato , R il  resto  completo  che  si  à abbassando 
tutte  le  cifre  di  cui  non  ancora  si  è tenuto  conto , e finalmente  x 
ciò  che  bisogna  aggiungere  ad  a per  avere  l/N". 

Dovrà  aversi  (o-Hr)* — a»=R , ovvero  sviluppando  il  quadrato, 
2a.r-hz'=R , da  cui  ricavasi 

R a* 

X 2 a 2« 


Sia  q il  quoziente  della  divisione  di  R per  2a,  ed  R'  il  resto  : 
questa  uguaglianza  diventa 


[1] 


, R' 

X = l + Ta- 


X% 

2a 


Supponiamo  clic  si  debbano  trovare  ancora  n cifre  per  la  radice, 
il  quadrato  x * sarà  <lGan.  Per  ipotesi,  a contiene  almeno  2n-+- 1 

x%  R' 

cifre;  dunque  a >10*";  dunque  — < 1.  D’altronde  — è <1; 

dunque  la  differenza  delle  due  frazioni  è minore  di  1;  dunque, 
prendendo  x =q,  l’errore  è <1,  e si  avrà,  con  l’approssima- 
zione di  un’unità,  l/N==a-f -q. 

Osservazione.  Può  succedere  che  il  quoziente  q sia  il  valora 
esatto  di  x,  o che  sia  minore,  o che  sia  maggiore. 

Se  q=x , l’equ.*  [1]  dà  <r»=R';  dunque  </*= R'. 

Se  ?<ar,  l’eqtt.'  [i]  dà  ar»<Rr;  dunque  j*< R'. 

Se  q>x,  l’equ.'  [1]  dà  a:*>R';  dunque  ?*>R'. 

Dunque  secondo  che  si  à t*=R',  <7*<R',  ^*>R',  la  radice  a-+-q 
è esatta,  o approssimata  per  difetto,  o approssimata  per  eccesso. 


Progressioni  aritmetiche, 

SO*.  Dicesi  progressione  aritmetica  o per  differenza  una  serie 
di  termini  tali  che  sottraendo  ciascun  d’ essi  dal  seguente  si  ottiene 
stempre  la  stessa  differenza.  Questa  differenza  dicesi  la  ragione 
della  progressione. 

Ecco  due  progressioni  aritmetiche  scritte  secondo  le  conven- 
zioni stabilite  3‘7-ll-13-  ecc.  -4- 45- 41 -37 -33-  eee.  Nella 
prima  la  ragione  è 4,  nella  seconda  è —4.  La  prima  è crescente 
l’altra  è decrescente. 

Le;,  di  Alg. 
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300.  Sia  una  progressione  aritmetica  qualunque 
~ a-b-c-d-e- f-  ece. , 

di  cui  sia  8 la  ragione.  Per  la  definizione,  dovendo  ciascun  ter- 
mine essere  uguale  al  precedente  più  la  ragione,  sarà  b=a- f-8, 
e=fl4-2s,  d=a-{- 38,  ecc.  Dunque  in  generale,  l essendo  un 
termine  di  posto  »,  dovrà  aversi 

[1]  I=a+(»  — 1)8: 

cioè  che  u»  termine  qualunque  è uguale  al  primo,  più  tante  volle 
la  ragione  quanti  »ono  i termini  che  lo  precedono. 

309.  Considerata  generalmente,  questa  formola  esprime  una 
relazione  tra  a,  8,  n,  ed  l)  e dessa  servirà  a risolvere  quelle 
quistioni  in  cui  date  tre  di  queste  quantità  bisogna  determinare 
la  quarta. 

Ad  esempio  proponiamoci  d’ inserire  m medi  aritmetici  tra  due 
numeri  dati  a ed  1. 

La  quistione  si  riduce  a trovar  m quantità  comprese  tra  a ed  l 
formanti  una  progressione  aritmetica  cominciante  da  a e termi- 
nante ad  l.  Quindi  bisogna  cercarne  la  ragione  8,  poiché  una 
volta  conosciuta  si  potran  formare  tutti  i termini  della  progres- 
sione, per  successive  addizioni.  Or  l’eq.'  [1]  dà 


ed  il  numero  dei  medi  essendo  m , quello  di  tutti  i termini  com- 
presi a ed  l,  è m-f-2;  dunque  faremo  »=»»-)-  2,  ed  avremo 

8=i=f 

m-hi 

Dunque  per  aver  la  ragione,  ti  tottrae  il  primo  termine  dall’ul- 
timo, e ti  divide  il  retto  pel  numero  de' medi  più  1. 

308.  Da  ciò  conchiudesi  che  et  tendo  data  una  progrettione 
aritmetica,  inferendo  uno  eletto  numero  di  medi  aritmetici  Ira 
ciascun  termine  e'I  seguente , lu  nuova  serie  sarà  ancora  una  pro- 
gressione aritmetica. 

In  effetti,  si  formeranno  cosi  delle  progressioni  parziali  che 
avranno  tutte  le  stesse  ragioni;  e siccome  l’ultimo  termine  di 
ciascuna  è il  primo  della  seguente,  il  loro  insieme  formerà  an- 
cora una  progressione  aritmetica. 

309.  Passiamo  ora  ad  esporre  come  si  possa  trovar  la  somma 
di  un  numero  qualunque  di  termini  di  una  progrettione  aritmetica. 

Sia  una  progressione  aritmetica 

-^-a-b-c-d • • > h i i,  k , l, 


Digitized  by  Google 


LEZIONI  IH  ALGBHEA  227 

la  cui  ragione  è 8.  Per  la  natura  istessa  della  progressione  si 
à , partendo  dal  primo  termine , 

a-(-8=ò,  ò4-8=c,  c + 8=d,  ecc., 
e,  partendo  dall’ultimo, 

l — 8 =k,  k — 8=»,  t— 8=A,  ecc.; 
dunque,  addizionando  le  uguaglianze  corrispondenti,  si  avrà 
a-+-l~b-\-k,  ò-f-A==e4-«,  c-+-i=d-{-A,  ecc.: 
cioè,  che  la  somma  di  due  termini  qualunque,  ugualmente  dislauti 
dagli  estremi,  è uguale  alla  somma  degli  estremi. 

Ciò  posto  chiamiamo  S la  somma  di  n termini  della  progres-  . 
sione;  prendendoli  da  prima  nell’ordine  istesso  della  progressione, 
e poi  in  un  ordine  inverso , si  avrà 

S = a -f-  b -j-  c • • • -f-  » -J-  k 1 , 

S=  l -f -k  — |— i • ■ • — |—  c— 4“ 6 — p—  a. 

Dunque  addizionando  questa  uguaglianza,  ed  osservando  che  la 
somma  di  due  termini  corrispondenti  è sempre  uguale  alla  somma 
degli  estremi  a-f-f,  e poiché  n è il  numero  dei  termini , si  avrà 
2S  = (a-t-f)»,  da  cui 

[2]  ' 


Dunque  la  somma  dei  termini  d’uno  progression e aritmetica  è 
uguale  alla  semisomma  de’  termini  estremi  moltiplicata  pel  numero 
de’ Stermini. 

310.  Le  relazioni  [1]  e [2],  nelle  quali  entrano  le  cinque 
quantità  a,  8,  n,  l,  S,  basteranno  generalmente  a dare  due  qua- 
lunque di  queste  quantità,  qualora  lo  altre  tre  sian  date.  Cosi 
desse  forniscono  la  soluzione  di  tanti  distinti  problemi , quante 
sono  le  combinazioni  a due  a due  di  cinque  quantità  ; e quindi  il 

5xi 

numero  di  questi  problemi  sarà  di  — - — ovvero  10.  Perchè  essi 

sien  possibili  bisognerà  sempre  che  il  valore  di  N sia  non  sola- 
mente reale,  ma  ancora  intiero  e positivo.  Senza  entrare  nei  det- 
tagli dei  calcoli,  porremo  soltanto  qui  appresso  le  soluzioni  di 
questi  dieci  problemi. 


1. 

11. 

III. 


Date  a,  8,  ».  ( . _ . ... 

Incognite  l,  S.  ( (,~^n  ^ ’ 

Date  l,  8,  u.  ( , , ... 

Incognite  a,  S.  ( ^ 1 ’ 


Date  a , n,  l.  ( s l—a 

Incognite  8,  S.  n— i ’ 


S=£n[2«H-(n—  1 )8| . 
S=i*i[21— — 1)8]. 
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IV.  Date  8,  n,  S.  | n 2S — n(n — 1)8  f 2S-4-»(» — 118 

Incognite  a,  I.  ( a 2»  ’ 2» 

V.  Dato  a,  n,  S.  f , 2S ^ 2(S— on) 

Incognite  8,  l.  { n ’ ~ n(n— l)  ' 

VI.  Date  I,  »,  S.  ( » „_2(n/-S) 

Incognite  a,  3.  { n ’ «(»— 1)  ‘ 

VII.  Date  a,  3,1.  ( l—a  , t a (/-t-a)(f— a-+-8) 

Incognite  n,  S.  ( n ~ a ‘ ' 28  * 

Vili.  Date  a,  l,  S.  f 2S  ii+a){l~a) 

Incognite  n,  8.  ( • a-et’  2S — (/+a) 

,v  n » > O / 8— 2a±l/(8— 2a)*-t-88S 

IX.  Date  a,  8,  8.  j n= ^ — - , 

Incognite  l,  n.  ( i=<M-(n — 1)8. 

v tv  . j * c [ 8-t-2/±l/i8-h2i)“— 88S 

X.  Date  1,  8,  S.  ) «== - , 

Incognite  a,  n.  { a=l — (n — 1)8. 

Progressioni  geometriche. 

•II.  Dicesi  progressione  geometrica  o per  quoziente  una  serie 
di  termini  tali,  che  dividendo  ciascun  termine  per  quello  che  lo 
precede  si  à un  quoziente  costante.  Questo  quoziente  chiamasi  la 
ragione  della  progressione. 

Ecco  due  esempi  dai  quali  apparisce  come  si  scrivano  queste 
progressioni  4f  2 : 6 : 18 : 54  ecc. , 4i-60 : 2© : : V ccc.  La  pri- 
ma è crescente  ed  à per  ragione  3;  e la  seconda  è decrescente 
ed  à per  ragione  J. 

SIS.  Consideriamo  una  progressione  geometrica  qualunque 
-zz-a:b:c:d:e:  • ••• k:l . 

Chiamando  q la  ragione,  dovrà  aversi  b=aq , c=aq*,  d=aq*, 
ed  in  generale,  essendo  n il  posto  d’un  termine  l, 

[1] 

cioè  che  un  termine  qualunque  è uguale  al  primo  moltiplicato  per 
la  ragione  innalzata  alla  potenza  indicata  dal  numero  dei  termini 
che  lo  precedono. 

SIS.  Per  inserire  m medi  geometrici  tra  a ed  1,  si  osserverà 
che  il  numero  de’ termini  della  progressione  è m-f-2;  quindi 
dovrà  farsi  u=m  -j-2  nell' equazione  [1],  donde  se  ne  ricava  la 
ragione 
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È chiaro  che  dovrà  cstrarsi  una  radice , operazione  generalmente 
assai  faticosa , e che  si  faciliterà  di  molto  con  l’uso  de’  logaritmi. 

SI  4.  Da  questa  formula  risulta  che  inter  indo  uno  stesso  nu- 
oterò di  medi  geometrici  tra  ciascun  termine  di  una  progressione 
ed  U seguente , la  «uopo  serie  sarà  anche  una  progressione  geo- 
metrica. In  effetti  mettendo  nella  formola , al  luogo  di  a ed  f due 
termini  consecutivi  qualunque , il  quoziente  che  è sotto  il  radicale 
sarà  costante;  quindi  la  ragione  di  tutte  le  progressioni  parziali 
sarà  la  stessa;  e,  siccome  l’ultimo  termine  di  ciascun  d’esse  è 
primo  termioe  della  seguente , è chiaro  che  l’ insieme  di  tutte 
queste  progressioni  forma  una  progressione  geometrica. 

«14.  Chiamiamo  S la  somma  dei  termini  d’ una  progressione 
geometrica,  sarà 

3 = a -f-  b c -4-  d ....  — | — At  — f—  l. 

Moltiplicando  questa  somma  per  la  ragione  q , ed  osservando  che 
il  prodotto  di  ciascun  termine  per  q è uguale  al  termine  seguen- 
te, si  à 

qS = b — c d . . . . — 1 — £ — ) — </f . 

Sottraendo  da  questa  uguaglianza  la  precedente,  si  à (q — 1)S =ql—a, 
da  cui  ricavasi 


Dunque  , la  somma  dei  termini  d’una  progressione  geometrica  si 
ottiene  moltiplicando  l’ultimo  termine  per  la  ragione,  sottraetido 
dal  prodotto  il  primo  termine  , e dividendo  il  resto  per  la  ra- 
gione meno  uno. 

Sfl«.  Sostituiamo  ad  l il  suo  valore  aqa~l  , la  formola  [2] 
addiventa 


13] 


Q_a(9«— 1) 

s--?=r  * 


e passiamo  ad  esaminare  le  conseguenze  che  si  ricavano  per  le 
ipotesi  ?>1,  ?<1,  q=  1. 

l.°  Sia  q^>  1 , che  è il  caso  delle  progressioni  crescenti.  La 
quantità  qn  cresce  a misura  che  n cresce , nè  v’  è alcun  limite 
per  essa. 

In  effetti,  supponendo  la  ragione  <7=1+*  sia  q"=[  1+*V* 
= 1 +n*-f-ecc.  ; dunque  1-f-n*.  Or  per  piccolo  che  sia  * 
è chiaro  che,  prendendo  » molto  grande,  i-f -na  può  superare  qua- 
lunque grandezza  ; dunque  a più  forte  ragione  il  potrà  qn.  Da 
ciò  conchiudesi  che  la  somma  S può  divenir  quanto  si  voglia 
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grande,  prendendo  un  numero  sufficiente  di  termini  della  pro- 
gressione. 

2.°  Sia  che  è il  caso  delle  progressioni  decrescenti.  Cam- 
biando i segni  al  numeratore  ed  al  denominatore , la  formola  [3] 

può  scriversi  così  S — — y~-  k*  quantità  q"  impicciolisce 

a misura  che  » cresce , e può  impicciolire  quanto  si  vorrà.  Vi 

effetti , facciamo  g—\  , ? essendo  > 1 ; avremo  — or 
• r r 

perciò  che  si  è detto  precedentemente  , facendo  crescere  sempre 
più  n , p"  aumenterà  all’  infinito  ; dunque  <f  * diminuirà  sino  a ze- 

ro  , e quindi  anche  diminuirà  fino  a zero.  Per  tal  modo  è 
1-9 

chiaro  che  la  somma  S dee  anche  crescere , il  che  è evidente 
senza  calcoli  ; e di  più  che  essa  non  può  sorpassare  giammai  il 

limite  -,  a cui  può  d’altronde  approssimarsi  per  quanto  si 

voglia.  Dunque  facendo  n=oo,  si  avrà  a tutto  rigore 


cioè  che  la  somma  dei  termini  di  una  progressione  geometrica  de- 
crescente , estesa  all'  infinito , è uguale  al  quoziente  del  primo  ter- 
mine diviso  per  l’unità  meno  la  ragione. 

Mercè  tal  regola , per  aver  la  somma 

i+i  + J + ^-t-ecc. 

si  farà  a = l,  <]  — ? ',  c si  avrà 

S-  1 -_3 
1-i  2’ 

3.°  Sia  9=1  la  formola  [3]  darà  S=»  , ma  l’ indetermina- 
zioue  non  è che  apparente  ; in  fatti,  dividendo  q *-■  per  g — 1 (**), 
la  formola  diventa 

S =a(q— . . . -f-9-hl); 
ed  allora  l’ipotesi  5 = 1 darà 

S=an. 

Questa  conseguenza  è evidente  o priori  ; poiché  essendo  1 la 
ragione,  tutti  i termini  della  progressione  sono  uguali  ad  a. 

SI?.  Osservazioni.  La  divisione  di  q*~’  per  q — 1 riproduce, 
in  un  ordine  inverso,  la  progressione  di  cui  la  formula  [31  rap- 
presenta la  somma.  Egli  è chiaro  in  effetti  che  questa  progres- 
sione può  rappresentarsi  così  -K  ag  : ag*  : ag"-'.  Per  riiws- 
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nirla  in  ordino  direlto , basterebbe  scriverò  la  Corniola  corno 
segue 

S: 


a(l— $") 


1— <j 

Anche  la  forinola  [4],  che  esprime  la  somma  di  tutti  i termini 
di  una  progressione  decrescente  estesa  all' infinito,  può  riprodurre 
questa  progressione.  Effettuiamo,  con  la  regola  ordinaria  la  di- 
visione di  a per  1 — q:  abbiamo 

l—q 


a 

l.°  resto 

~\~aq 

2.° 

- i~aq ’ 

3.° 

+aq* 

ecc. 

ecc. 

a-\-aq-\-aq*-\-e cc. 


Arrestando  la  divisione  successivamente  al  l.#  resto  al  2.®  , 
al  3.°,  ecc. , bisognerà,  per  completare  i quozienti  corrispon- 
denti, aggiungergli  le  frazioni 

aq  aq » fl(?* 

; — * - — * 1 ecc. 

1— 1 (J  1 — 

Or  essendo  1,  queste  frazioni  àn  valori  decrescenti;  e sic- 
come può  prolungarsi  la  divisione  fino  ad  aver  per  resto  un  es- 
ponente di  q grandissimo , ne  segue  che  supponendo  i termini  del 
quoziente  estesi  all'infinito,  la  frazione  complementaria  dee  ri- 
guardarsi come  zero;  dunque  la  serie  di  tutti  questi  termini,  estesa 
all'  infinito , è il  valore  esatto  del  quoziente.  È necessario  avver- 
tire che  questa  conchiusione  non  è legittima  che  nella  ipotesi  di 
q < 1.  Se  si  avesse  i , le  frazioni  complementarie  in  vece  di 
convergere  a zero  andrebbero  aumentando  sino  all’infinito  negativo. 

318.  Tutte  le  quistioni  che  posson  proporsi  sulle  progressioni 
geometriche  posson  ridursi  a 10,  come  per  le  progressioni  aritme- 
tiche, e le  loro  soluzioni  si  deducono  dalle  due  equazioni 


[1] 


l=aq’~ 1 


[2] 


ql—a 


q—i 


Ci  restringeremo  a.  porre  qui  appresso  solamente  le  soluzioni  di 
queste  quistioni: 

i a(qn — t) 


1. 

Date  a,  q , n.  j 
Incognite  l , S.  { 

II 

e 

i 

s=- 

< 

II. 

Date  l,  q,  n.  i 
Incognite  a,  S.  I 

-IL 

ii 

O 

s=- 

HI. 

Date  a , n , l. 

1 ì> 

s= 

Incognite  q,  S. 

g — t 9—1 

/(9»-l) 


9"“*(9 — 1) 


l /i-\A 
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IV.  Date  q,  n. 
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S-  ( l= 


S?» -•(?—!) 


un — 1 


V. 


VI. 


VII. 


Incognite  a,  l.  ( ?n— 1 

{ r-+r-.. 


Incognite  q,  a.  a=l  Qj 

Date  a,  q , l.  ( g gl— a 

Incognite  i»,  S.  ( ?— 1 ’ 


n=l-f 


log/ — Ioga 


Vili.  Date  a,  l,  S.  f ‘ 

b *,  [q~'i 


IX. 


X. 


Incognite  q, 

Date  a , q , S.  ( 
Incognite  l,  n.  ( 


/: 


a 

s— 7 ’ 

a-t-S(? — t) 


n=l- 

n=i 


log? 

log/ — Ioga 


ì£JèJi  i «='4 


log? 

log/— Ioga 
log? 

log/ — Ioga 

Ì«M 


Nel  V.  caso,  bisogna  osservare  che  eliminando  / tra  le  eq.* 
[1]  e [2],  risulta  un’ equazione  in  q che  sarà  di  grado  n — 1;  e, 
a meno  che  non  s’ abbia  n=3 , il  che  la  ridurrebbe  al  secondo 
grado,  dovrà  dessa  risolversi  con  i metodi  che  verranno  esposti 
in  appresso.  D’altronde,  conosciuta  la  ragione  q,  l si  troverà 
facilmente  mediante  l’eq.*  [1].  La  stessa  osservazione  dee  ri- 
petersi pel  VI.  caso , in  cui  abbiamo  per  incognita  ^ in  vece 

di  q.  Finalmente  nei  quattro  ultimi  casi,  si  osserverà  che  l’ equa- 
zione [2]  dà  immediatamente  ciascima  delle  quantità  a,l,q,  S, 
per  mezzo  delle  altre  tre;  di  maniera  che  la  difficoltà  consiste 
nel  risolvere  l’ eq.*  [1]  in  cui  l’ incognita  n è all’  esponente. 
Questa  risoluzione  si  effettua  coi  logaritmi  mercé  regole  che  an- 
dremo ad  esporre  nel  capitolo  seguente. 


Somme  delle  potente  timili  ed  intiere  di  più  quantità  in  progressione 
aritmetiche.  — Piramidi  di  palle  di  cannone. 


*1».  Innalzando  alla  stessa  potenza  tutti  i termini  d’  una  pro- 
gressione geometrica,  si  avrà  un’altra  progressione  geometrica; 
ma  ciò  non  succede  per  le  progressioni  aritmetiche.  Non  per- 
tanto andiamo  a far  vedere  che  innalzando  i termini  d’una  pro- 
gressione aritmetica  ad  una  potenza  positiva  ed  intiera,  si  può 
ancora  trovar  facilmente  la  somma  della  nuova  serie. 

Sia  una  progressione  aritmetica  qualunque 
-f  -a-b-c-d-  • k-l  ; 
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chiamando  8 la  ragione,  si  à 6=o-|-8,  e=H-*. .f=A-f-S  ; 

•d  , innalzando  tutte  queste  uguaglianze  alla  potenza  m-f-1 , si  k 

. m-t-1  _ (nM-l)m 

-a  > + - -a”-*8»-hecc. , 

1 A ' À 

. x . «-+-1  .ni  , (m-i-ljm. 

c*-t->=6"+H — — b s ' b" - ■ 8 » 4-  ecc . , 

1 l'« 


i— = *"+«  kmS  + A—  ‘ 8* -f- ecc. , 

Addizionando  queste  ultime  uguaglianze  membro  a membro,  e 
sopprimendo  i termini  6"+1 , c*,+I , . . . . comuni  alle  due 
somme,  e trasportando  a"H_‘  nel  1.*  membro,  avremo 

Z-M-._a-.-M  =Hli 

4-  , |_jt«-i)_)_ecCi 

l'D 

Per  abbreviar  facciamo 

a +6  4-c  ••••-f-A  -f-I  — S, , 
a • -4-6»  +c» 4-A*  +i*  =S, , 


am+bm+cm f-A"-f-Z“  = S„ , 

ed  avremo 


Z-+.  _a-,+,=n±l8(S,._r)  -+-  l2±^8»(S„-  .-!*—)  + ecc., 


e da  questo  ricaveremo  per  S„  la  formola 

,-+-a“+*  -^8(S — I— ) 


s_=r 


(m+ 1)8  2 

o»(S,»_,  — lm  ’) — ecc. 


2-3 


La  legge  de’  termini  che  abbiam  tralasciati  è abbastanza  eviden- 
te, è chiaro  d’altronde  che  la  serie  di  questi  termini  si  arre- 
sterà di  per  se  stessa  quanto  si  armerà  a quella  che  contiene 
il  fattore  m — m ossia  zero. 

Mercè  questa  formola  si  troverà  la  somma  Sm  quando  le  som- 
me inferiori  saran  conosciute.  Facendo  da  prima  m=0,  essa 
darà  S,,  facendo  m = l darà  S,,  facendo  m=2  si  avrà  St,  e 
così  di  seguito  fino  ad  una  somma  qualunque. 

■*©.  Come  applicazione,  consideriamo  la  serie  dei  numeri 
naturali  -f-1.2.3. . .N.  In  questa  progressione  si  à n=  1 , 8=1 , 
Ltx.  di  Alf.  30 
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I=N;  quindi  il  valore  generale  di  S 

S — N""  | 

+ m-+-l  2 


m », 

— (S._. — K— ) 


tn(m — 1)  c „ . 

Tl- S *s  ) ecc.  ; 


e,  facendo  in  questo  successivamente  w=0,  1,  2,  3,  4,  si  tro- 
veranno facilmente  i valori  seguenti 

S.=N, 

„ Nj4-N  rf(N-Hl) 


S.= 


2 2 ’ 
2N*4-3N'*-»-N  N(N-f1)(2N  + 1> 


s,= 


6 

N«4-2N*4-N» 


(» 

N*(>i -+-!)* 


4 4 

SSf . Negli  arsenali  le  palle  dello  stesso  calibro  si  dispongono 
a piramidi,  e cercando  il  numero  delle  palle  che  ciascuna  pira- 
mide contiene,  si  ricorre  alle  forinole  precedenti.  Queste  pira- 
midi sogliono  essere  o triangolari,  o quadrangolari , o rettangolari. 

Piramidi  triangolari.  Si  dispone  a terra  uno  strato  di  palle  di 
maniera  che  i centri  di  quelle  che  sono  alle  estremità  formano 
un  triangolo  equilatero.  Su  questo  strato  se  ne  costruisce  un  al- 
tro, situando  le  palle  sui  vuoti  del  primo.  Questo  nuovo  strato 
avrà  anche  la  forma  di  un  triangolo  equilatero;  ma  il  suo  lato 
avrà  una  palla  di  meno.  Si  continua  a costruir  così  la  piramide 
per  successivi  strati  finche  si  arrivi  a situar  una  sola  palla. 

Chiamiamo  N il  lato  della  base  cioè  il  numero  delle  palle  con- 
tenute in  un  lato  dello  strato  che  tocca  il  suolo;  e chiamiamo  Y 
il  numero  delle  palle  contenute  in  ciascuno  strato.  Per  ciò  che  si 
è detto,  si  à Y = l-f-2-|-3. . . . +N:  or  questa  somma  non  è 
altro  che  la  somma  S,  del  numero  precedente,  dunque  sarà 

y— 

2 

Sostituendo  ad  N , in  questa  espressione  , successivamente  i 
numeri  1,2,3,  cec.  si  avranno  i dilTercnti  strati  a partir  dal 


vertice,  cioè 


1*4-1  2® -i-2  3*4-3 

2 ’ 2 
palle  di  tutta  la  piramide  sarà 
1*4-1  2*4-2 

.V  * " o 


clic  potrà  scriversi  così  : 


— Ì- , , ecc.  Dunque  la  somma  Z delle 


3*4-3 


N*4-\ 


t 1-24-3 


•+N 


Digitized  by  Google 


I.BZIO.M  DI  ALGF.BBA.  135 

Il  secondo  membro  di  questa  uguaglianza  si  compone  dello  due 
somme  S, , ed  S. , del  numero  precedente  ; quindi  si  avrà 

N(M-I-l)(2N-4-l)  , N(N-M) 

12  + i 


Itiducendo,  si  à,  per  le  piramidi  triangolari # la  forinola 
, N(X+l)(N+2) 

« 


Supponiamo  che  il  lato  della  base  contenga  35  palle,  si  farà 
N=35,  a si  avrà,  por  l’intiera  piramide, 


Z— 


33x36x37 

ii 


=7770. 


Piramidi  quadrangolari.  Queste  piramidi  àn  per  base  uno  strato 
di  palle  disposte  a quadrato.  Gli  altri  strati  di  cui  si  compone 
sono  anche  dei  quadrati  i cui  lati  ànno  sempre  una  palla  di  meno 
di  quello  immediatamente  inferiore,  di  maniera  che  l’ ultimo  non 
contiene  che  una  sola  palla,  che  è il  vertice  della  piramide. 

Chiamiamo  anche  N il  lato  della  base,  e Z il  numero  delle 
palle  dell'intiera  piramide.  L’addizione  di  tutti  i strati,  cominciando 

dal  vertice,  dà  Z=t*-f-2,  + 3> (-N*.  Or  questa  somma  è 

precisamente  la  quantità  S,  del  n.°  **0;  dunque  sarà 
7 _N(.N-M>(2N-el) 

(1 

Supponiamo  ad  esempio  che  il  lato  della  base  contenga  35  palle: 
sarà  N=35,  e quindi  per  l’intera  piramide  si  avrà 

z__  33x36x71  __  ligi© 

6 

Piramidi  rettangolari.  In  queste  piramidi  la  base  è un  ret- 
tangolo in  vece  di  un  quadrato , lo  strato  posto  al  di  sopra  ò anche 
un  rettangolo  che  à una  palla  di  meno  in  ciascuno  dei  suoi  lati, 
e cosi  di  seguito  (indiò  si  arriva  ad  una  semplice  fila  di  palle. 

Chiamiamo  p— f-1  il  numero  delle  palle  della  fila  superiore.  Lo 
strato  inferiore  conterrà  due  file  di  p-+-2  palle,  quello  appresso 
ne  conterrà  tre  di  p-f-3  palle,  e cosi  di  seguito.  Chiamando  dun- 
que » il  numero  delle  palle  del  lato  minore  della  base , e /. 
quello  delle  palle  dell’intiera  piramide,  si  avrà 

Z= (p— 1— 1)— t— 2(p-+-2)-t— 3)— f 

=p(l+a-[-3 t-n)+(l*-+-2»+3’ b»*) 

pn(fM-l)  _ n(n-t-l)  (2>n-l) 

— 2 0 


I 

I 
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supporre  perciò  che  essi  provengono  sempre  da  una  divisione. 
Chiameremo  poi  quozienti  completi  ciascun  quoziente  incompleto 
con  tutta  la  quantità  che  gli  è aggiunta  dal  segno  -f- , come  sa- 
rebbe £h — . Le  frazioni  ì , - , ecc.  sogliono  dirsi  frazioni 

c*+*ccc.  0 c 

parziali,  o frazioni  integranti. 

Prendendo  successivamente  , nella  frazione  continua , da  prima 
il  primo  termine  , poi  i due  primi , poi  i tre  primi , ecc.  si  avran- 
no diverse  espressioni  che  potran  ridursi  alla  forma  delle  frazioni 
ordinarie.  Queste  frazioni  diconsi  ridotte  o frazioni  convergenti. 

***■  Legge  della  formazione  delle  ridotte.  Per  le  due  prime 
si  à immediatamente 


Si  passerà  alla  3.*  ridotta  cambiando  nella  2 * b in  ft-f--  il 

0 

che  darà 


j(6  + i) 


-i-t 


(ab+t)c-ho 


6H-j  b 6c-t-t 

Si  otterrebbe  similmente  la  4.*  ridotta  cambiando  nella  3.*  e 

in  e-f-  - , e così  per  le  altre.  Ma  già  si  vede  che  la  3.*  può 

formarsi  moltiplicando  i due  termini  della  2.“  pel  quoziente  c , 
ed  aggiungendo  rispettivamente  a questi  prodotti  i due  termini 
della  1.*;  si  tratta  dunque  vedere  se  questa  legge  è generale. 
Or  la  quistione  si  riduce  ad  esaminare  se  questa  legge  essendo 
vera  fino  ad  una  data  ridotta,  sussista  ancora  per  la  seguente; 
poiché  allora  è chiaro  che  essa  dovrà  estendersi  dalla  3.*  alla  4.*, 
dalla  4.*  alla  5/ , e così  di  seguito. 

P p'  P" 

Sieno  dunque  tre  ridotte  consecutive  qualunque  ; 

chiamiamo  m 1’  ultimo  quoziente  impiegato  per  la  formazione 
P" 

di  — , e supponiamo  che  si  abbia 

P"=P'm-f-P,  Q"=Q'm+Q. 

Chiamiamo  — la  frazione  integrante  che , nella  frazione  continua , 

fi 

P" 

vien  dopo  il  quoziente  m : si  avrà  la  ridotta  che  vien  dopo  —, 

1 P" 

sostituendo  ad  m , n-j — , nell’  espressione  — » e siccome 

fH  v 
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P , Q , P' , Q* , non  contengono  affatto  w»  , egli  è chiaro  che 
si  avrà , per  la  nuova  ridotta , 


p'(m'+"ì)+p  fP,m-+-P)n+P' P"w-f  P* 

Or  questa  ridotta  è evidentemente  formata  con  la  stessa  legge 
che  la  precedente  ; dunque  la  legge  è generale.  Dunque  ogni  ri- 
dona , a partir  dalla  terza  , ai  forma  moltiplicando  i due  ter- 
mini della  ridotta  precedente  pel  nuovo  quoziente  , ed  aggiungen- 
do rispettivamente  a questi  prodotti  i due  termini  dell  anti-pre- 
cedente. 

Applicando  questa  regola  è vantaggioso  disporre  tutti  i quo- 
zienti a,  b,  e....  in  una  linea  orizontale , e situar  loro  al  di- 
sotto le  ridotte  corrispondenti  a misura  che  si  formano.  Ad  esem- 
pio se  fosse  dato 


* = 3- 


Ridotte 


la  disposizione  sarebbe  questa 

Quozienti ....  3 , 5 , 2 , 7. 

3 16  3»  261 

!’  ¥’  i7’  YT 

Quando  la  frazione  continua  si  estende  all’  infinito , la  legge  con 
cui  si  formono  le  ridotte  , mostrano  che  i numeratori  ed  i de- 
nominatori formano  due  serie  crescenti  all’  infinito. 

8S4.  Le  ridotte  cono  alternativamente  minori  e maggiori  della 
frazione  continua. 

La  1.*  ridotta  è uguale  ad  a , e siccome  si  disprezza  la  parte 
frazionaria  che  gli  è aggiunta  , è dessa  evidentemente  <a\ 

La  2.*  è uguale  ad  a-t-ì,  c siccome  si  dà  all’unità  un  divi- 
0 

sorc  b minore  di  quello  che  à nella  frazione  continua,  cosi  que- 
sta seconda  ridotta  è > x. 

I«»  3.*  è uguale  ad  a+r^-i  ; e siccome,  per  ciò  che  si  ò detto, 
0-+-  - 


per  la  seconda  il  divisore  b-{--è  una  quantità  maggiore  che  nella 


frazione  continua,  la  3.*  ridotta  è <[x.  Lo  stesso  ragionamento 
si  estende  indefinitamente. 
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3*5.  La  differenza  tra  due  ridotte  consecutive  qtalungue , è 
uguale  aW  unità  divisa  pel  prodotto  dei  denominatori  delle  due 
ridotte. 

Supponiamo  che  sicn  tre  ridotte  successóre,  per  la 

legge  dimostrata  (8*8),  chiamando  m l’ultimo  quoziente,  dee 


aversi 


P"=P'm+P , Q"=Q'm-f-Q- 


Ciò  posto,  le  riduzioni  ordinarie  danno 
I>'  1* QP'—PQ' 

<7  Q TO'  * 

1»"  P' P'tn-t-I* P' PQ'—QP' 

Q77  Q7  Q'ffl-f-Q  0'  Q'Q'' 

Queste  due  differenze  anno  i numeratori  eguali  c di  segno  con- 
trari ; cosichè  può  già  conchiudersi  che  la  differenza  tra  due  ri- 
dotte consecutive  qualunque  è la  stessa,  fatta  astrazion  dal  segno, 
ad  un  numero  costante  diviso  pel  prodotto  de  denominato!  i di 
queste  due  ridotte.  Or,  considerando  le  due  prime  ridotte,  si  à 
ab- 1-1  a t. 

"1  I_  b' 

dunque  il  numeratore  costante  di  tutte  le  differenze  è uguale  ad  1- 
e si  à 

, ' QP'— PQ'=±1. 

11  segno  sarà  -f-  o — secondo  che  si  sottrarrà  una  ridotta  di 
posto  impari  da  una  di  posto  pari , o viceversa. 

Crescendo  i denominatori  fino  all’infinito,  egli  è chiaro  che  pos- 
son  determinarsi  due  ridotte  consecutive  la  cui  differenza  sia  pic- 
colissima; e siccome  esse  comprenderanno  tra  loro  il  valore  to- 
tale di  x,  possiam  sin  d’ora  conchiuderc  che  può  trovarsi  una 
ridotta  che  abbia  col  vero  valore  della  frazione  una  approssima- 
zione richiesta. 

Ad  esempio,  so  l’approssimazione  dovrebbe  essere  di  rrr;  s> 
spingerebbe  il  calcolo  delle  ridotte  finché  il  prodotto  dei  deno- 
minatori delle  due  ultime  fosse  almeno  uguale  a 1000,  ed  allora 
la  penultima  ridotta  avrebbe  l’approssimazione  richiesta. 

3*8.  Le  ridotte  formate  con  la  regola  del  n.°  8*8  son  sem- 
pre delle  frazioni  irriducibili. 


P 

In  fatti,  se  una  ridotta  — potesse  semplificarsi  vi  sarebbe  un  fat- 
tore k comune  a P ed  a Q , e k dovrebbe  anche  dividere  QP' — PQ'; 
or  ciò  é impossibile,  poiché  QP' — PQ— it  1. 
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OO».  Ogni  ridotta  è più  approttimcUa  al  wr’  valor»  dilla  fra- 
zione che  la  ridotta  precedente. 

Per  dimostrarlo , osserveremo  da  prima  eh»  completando  in 
ciascuna  ridotta  1*  ultimo  quoziente  impiegato  a formarla , si 
avranno  delle  espressioni  uguali  al  valore  totale  di  x,  che  sarà 
facile  paragonarle  con  quelle  delle  ridotte.  Ad  esempio  sia  la 
ridotta 

P'^P'm+P 
Q"  Qm-t-Q* 

nella  quale  m è l'ultimo  quoziente  adoperato.  Facendo  il  quo- 
ziente completo  m-f-ece.=y,  e sostituendo  y ad  m in  questa 
ridotta,  è '"chi  aro  che  si  avrà  una  espressione  uguale  ad  x. 

_P'y+P 
X~  Cv-t-Q* 

e la  composizione  di  questa  espressione  la  rende  facile  a parago- 
P P' 

narsi  con  lo  due  ridotte  — e — • 

Q Q' 

Ciò  posto , prendiamo  le  differenze  tra  x e queste  ridotta , ni  avrà 
m P P'y-t-P  P__(QF— PO')» 

Q Q'y+Q  Q (KO'y+Q)  ’ 

P' P'y-v-P  P'  PQ'_  Qp< 

X <F~Q^Q  Q7-  Q'(0'y+Q)  ' 

Qualunque  sia  il  valore  della  quantità  QP' — PQ',  queste  diffe- 
renze son  di  segno  contrario;  quindi  conchiudesi  come  al  n.°  S*4, 
che  il  valore  di  x è sempre  compreso  tra  due  ridotte  consecutive. 

Ma  ricordandosi  che  QP' — PQ'=rt  1 (•**),  le  differenze  pre- 
cedenti si  ridurranno  ad 

T r_  ±y  P'_  q=l 

QiO'v+y)  ’ U'  CfiQ'y+Q)  ‘ 

Or  essendo  y un  quoziente  completo , e Q'  un  denominatore  che 
vien  dopo  Q,  dee  aversi  y > 1 e Q'>  Q;  dunque  la  seconda  dif- 
ferenza, fatta  astrazion  dal  segno,  è minore  della  precedente. 
Per  questa  proprietà  le  ridotte  son  dette  ancora  frazioni  con- 
vergenti. 

*#8.  Otte  nazione.  Il  quoziente  completo  è compreso  tra  m 
ed  m + l;  dunque  se  nel  denominatore  della  seconda  diilercuza, 
si  sostituisse  m ad  y si  avrà  una  frazione  maggiore  ; e se  si  so- 
stituisce m + 1 , si  avrà  una  frazione  minore.  Dunque , fatto 
astrazion  dal  segno,  si  à 

P'  ^ i P'  t 

K Q'  ^ 0'(Q'm+0)  ’ X Q > Q'(Q'"*+Q'-t-Q)  ’ 
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ovvero,  poiché  Q'w-+-Q=Q", 

P'  . i . F'  1 

X Q'  " Q'Q"  ’ 61  X u'  ^ U'(Q'- 


Q") 


* x;  — 

zioMsche 
’ta.  \ 
ar  che 


Si  ànno  così  due  limiti  della  differenza  x — — . Il  primo  limite 

si  riduce  a questa  regola  già  conosciuta  (11**),  che  prendendo 
una  ridotta  per  valore  approssimato  di  x,  l’errore  è minore  del- 
l’unità divina  pel  prodotto  de’  denominatori  di  queste  ridotte  e 
della  seguente;  ed  il  secondo  litnite  mostra  inoltre  che  l’errore 
è maggiore  dell’unità  divisa  pel  prodotto  del  primo  denominatore 
moltiplicato  per  la  somma  di  questo  denominatore  e del  seguente. 

3*9.  Ogni  ridotta  si  approssima  ad  x,  non  solamente'' più  di 
ogni  ridotta  precedente , ma  anche  più  di  ogni  altra  frnzioncwhe 
avesse  un  denominatore  minore  di  quello  di  questa  ridotta. 

Abbiamo  veduto  che  ogni  ridotta  si  accosta  più  ad  x 
ridotta  precedente  ; ma  però  è questa  una  espressione  molto  com- 
plicata , e sappiamo  d’ altronde  che  non  può  dessa  affatto  sempli- 
ficarsi. E naturale  adunque  cercar  se  esiste  una  frazione  cono- 
sciuta fn  termini  più  semplice  di  una  ridotta , c che  abbia  non 
pertanto  la  stessa  approssimazione  ad  x che  questa. 

P P' 

Riprendiamo  le  ridotte—,  —,  e supponiamo  che  una  frazione 

r *•  p;s  ™ sil  pii  sp“ 

ad  x di  — . Poiché  x è compresa  fra  queste  ridotte  ma  più  ap- 

( % 

prossimata  alla  2.*  che  alla  1.*,  bisognerebbe  che  - fosse  an- 
che compresa  fra  queste  ridotte.  Dunque,  astrazion  fatta  dal  segno 
delle  differenze,  si  avrebbe 


« _P  F_P 
? 0<Q'  Q’ 


ovvero 


q^-P£  J_ 
Q(3  ^QQ' 


Ma  il  numeratore  Q* — è un  numero  almeno  uguale  ad  1;  dun- 
que bisognerebbe  che  fosse  il  denominatore  Q|S  > QQ' , ovvero 
(3  > Q'.  Gosì  una  frazione  per  esser  più  approssimata  ad  x di 

p» 

una  ridotta  — dee  avere  un  denominatorp  maggiore  di  questo  (*). 


(*)  Abbiamo  ancora  che  considerando  i valori  approssimati  di  * tolti 
minori , o pure  tutti  maggiori . può  facilmente  provarsi  che  una  frazione 
per  approssimarsi  più  ad  x che  una  ridotta , ma  nello  stesso  senso , dee 
aver  uu  denominatore  maggiore  che  quello  della  ridotta  seguente. 

Lez.  di  Aly.  31 
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Questa  proprietà  dà  alle  ridotto  un  (‘«ratiere  che  importa  co- 
noscere. In  -generale,  adoperando  delle  frazioni  nelle  approssima- 
zioni , non  bisogna  credere  che  prendendo  dei  denominatori  mag- 
giori, si  abbia  sempre  un  miglior  grado  di  esattezza.  Per  maggior 
chiarezza , sicno  le  tre  frazioni  f » i » *•  Riducendole  allo  stesso 
denominatore  esse  diventano  *-£,  , J-J  ; e quindi  è chiaro  che 

esse  son  disposte  per  ordine  di  grandezze.  Or  può  darsi  che  una 
incognita  x cade  tra  ~ e ^ , ma  più  approssimata  ai  * che  alle 
altre  due;  allora  è chiaro  che  sarà  impossibile  con  dei  settimi 
di  unità  ottener  per  x un'approssimazione  come  quella  dei  £. 
Questo  esempio  mostra  che  cercando  dei  valori  approssimati  fra 
le  frazioni  che  anno  un  dato  denominatore  può  talvolta  aversi 
uh  minor  grado  di  esattezza  che  con  dei  denominatori  minori, 
/lìce  osservarsi  però  che  ciò  non  può  affatto  succedere  quando  i 
valori  approssimati  sono  scelti  tra  quelli  delle  ridotte  che  si  de- 
ducono dalla  frazione  continua  uguale  all'  incognita  ; e questa  pro- 
prietà volevamo  far  osservare. 

330.  Ogni  frazione  continua  periodica  è uguale  ad  una  delle 
radici  d’ una  equazione  di  secondo  grado  a coe/Jìcienle  razionale. 

Sieno  a , b ....  i primi  quozienti , che  formano  la  parte  non 
periodica,  te  sionte  p,  g .. . . i quozienti  seguenti  che  si  ripetono 
periodicamente.  Facciamo 

■T=,,+ET..  s=F+^.. 

f+clc.  p-t-ctc. 

Fgli  è eh  tiro  che  in  queste  due  espressioni  si  potrà  sostituire  g 
affé  sètte  p -H-  ècè . ; dì  maniera  che  ai  avrà 

x=a+±  y 


6-+-  ■ 


+ 


''+ir 


Goiui  de  rendo  cost  Apreste  due  Serie  come  terminate  ad  y , »ed  ap- 
plicando loro  le  regole  circa  la  composizione  delle  ridotte , si  ar- 
riverà a due  equazioni  di  questa  forma 

Vy-t-P  IVj-eR 

X QJ/-+-Q  ’ ^ S'y  -*-S 

Or  se  si  ricavi  dalla  prima  il  valore  di  y in  x , e si  sostituisca 
nella  seconda,  è rhiaro  che  l'equazione  risultante  sarà  di  secondo 
grado  fh  x.  Dùnque  ècc. 

La  proposizione  inversa  è ugualmente  vera  ; ina  la  (limosi  ra- 
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zìonc  è assai  difficoltosa  onde  ce  no  occuperemo  alla  fino  di  que- 
sto capitolo  (SS 9). 

S31.  Sviluppare  una  quantità  qualunque  in  frazione  continua. 

(Chiamiamo  x questa  quantità:  la  tegola  generalo  condiste  a 
faro  successivamente 

*=«+p,  *"=c-+-^,  <*c. 

a essendo  il  più  gran  numero  intiero  contenuto  in  x , fi  il  più 
gran  numero  intiero  contenuto  in  a;',  .e  cosi  di  seguito.  Trovati 
questi  numeri,  sostituendo  successivamente  ad  x' , x" . . i loro 
valori,  si  avrà  lo  sviluppo  richiesto 

c-t-  cce. 

Quando  x è una  quantità  incommensurabile , la  frazione  con- 
tinua dovrà  estendersi  all’ infinito  ; poiché  se  si  terminasse  le  ri- 
dotte sarebbero  di  minierò  limitato  e l’ultima  sarebbe  il  valore 
esatto  di  x ; ed  a;  non  sarebbe  più  incommensurabile.  Al  contra- 
rio quando  x è commensurabile  la  frazione  continua  dovrà  sem- 
pre arrestarsi. 

333.  Ridurre  una  frazione  ordinaria  a fraziono  continua  . 
e fornirne  in  seguito  le  ridotte. 

Sia  una  frazione 


Dividiamo  M per  N : chiamiamo  a il  quoziente  ed  R il  resto  : 

M a 

s.  avrà  «=a+N- 

Dividiamo  N per  R:  chiamando  b il  quoziente  ed  R'  il  resto  , 
si  avrà 


N , , R'  , . R 1 

»=*+»•  dacui 

R 

Dividiamo  ancora  R per , R;  : e chiamando  c il  quoziente  ed  R".  il 
resto,  si  avrà  similmente 


R R" 

r'~c+F’ 


da  cui 


R' 1 

R c-+-r" 


Continuando  queste  operazioni  simili  a quelle  della  ricerca  del 
massimo  comun  divisore  tra  M ed  N , si  perverrà  necessaria- 
mente ad  un  resto  nullo , poiché  i resti  successivi  son  dei  nu- 
meri intieri  decrescenti. 
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Supponiamo,  por  fissare  le  idee,  che  si  trovi,  scura  resto  , 

H'  , , . R"  1 

-=d,  da  cui  w = -. 

Allora  è chiaro  che  si  avrà  successivamente 


m h 

>— “+n; 


1 , 1 , i 

— ir. — «+; — 1 — u+; — 

. * b-i — 6-c 


v ' + Ì' 

Per  mezzo  dei  quozienti  a , b , c le  ridotte  si  calcoleranno 

come  abbiamo  detto  al  n.®  8*3. 

H6400 

Ad  esempio  sia  la  frazioue  x: 


Ecco  il  quadro  de1  calcoli  ; 

l 


2092» 


Divisioni. . . . ^ 86400] 
( 2684 


4 

7 

1 

3 

1 | 

16 

1 

1 

15 

20929 

2684 

2141 

543 

512 

31 

16 

lo 

1. 

2141 

543 

512 

31 

16 

15 

1 

0 

. I , 

3 , 

1 , 16  , 

1 

7 

1 

9 

15. 

ilidotte. 


4 29  33  128  161  2704  2863  8369  86400 


' 1 ’ 7 ’ 8 ’ 31  ’ 39  ’ 653  ’ 894  ’ 1349  ’ 20929 
La  frazione  data  essendo  espressa  in  numeri  molto  grandi , si 
potrà  ad  essa  sostituire  una  di  queste  ridotte  ; e saremo  certi 
che  nessun’  altra  frazione  più  semplice  potrà  approssimarvisi  di 

più.  Prendendo  la  ridotta  ^ , l’errore  sarebbe  ovve- 


'39x653 


23343 


r°  .< 

383.  Ridurre  ut  frazione  continuo  la  quantità  irrazionale 
V a*+l  , nella  quale  a è un  numero  intiero  qualunque. 

Il  più  gran  numero  intiero  contenuto  in  |/a*+l  è evidente- 
mente a ; quindi  si  farà 


|/o*+ 1=0+1,  da  cui  x' 


1 


x'  ' l/a“-ct — o 

Per  estrarre  gl’  interi  contenuti  in  x' , si  moltiplicano  da  prima 
i due  termini  di  questo  valore  per  o+l/a*  + l , dandogli  così 
questa  forma  più  semplice 

x'=a+l/a*+ 1. 

Allora  è chiaro  che  2><  è la  parte  intiera  di  x'  ; dunque  si  farà 

x’—a-\-V <i®+  l=2a+4- , da  cui  x"— — 1 

Questo  valore  essendo  Io  stesso  che  quello  di  x' , ne  segue 
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21.'» 

die  sarà  espresso  per  la  frazione  continua  periodica 

=a  + - 

2a-+-ecc. 

Ragionando  similmente  per  la  radice  quadrata  di  un  numero 
intiero  qualunque  , che  non  è un  quadrato  esatto , si  troverà  sem- 
pre una  frazione  continua  periodica , ma  potrà  darsi  che  il  pe- 
riodo non  si  manifesti  immediatamente.  Questa  proposizione  rien- 
tra in  quella  che  ci  abbiam  riserbato  dimostrare  al  n.°  SS  7. 

SS4.  Valutare  il  rapporto  approssimato  della  circonferenza  al 
diametro  in  frazioni,  di  maniera  che  ciascuna  sia  tale  che  nes- 
sun’ altra  frazione  più  semplice  possa  aver  maggiore  approssi- 
mazione. 

Per  la  proprietà  dimostrata  al  n.°  a»®  questa  quistione  si  ri- 
duce a sviluppar  in  frazione  continua  il  rapporto  della  circonfe- 
renza al  diametro , c a calcolarne  in  seguito  le  ridotte.  Non  v'à 
metodo  diretto  per  effettuar  questo  sviluppo , ma  si  supplisce , 
servendosi  del  valore  approssimato  in  decimali  del  rapporto  di 
cui  si  tratta.  Chiamando  * questo  rapporto  , e limitandoci  alle 
dieci  prime  cifre  decimali,  abbiamo 

*=3,1415926535... 

Aggiungendo  un'unità  all’ ultima  cifra  decimale,  il  valore  esatto 
di  * sarà  compreso  tra  le  due  frazioni 

31  415  926  533  31  413  926  536 

10  000  000  000  ’ 10  000  IKK)  000  ’ 

quindi  si  ridurranno  amenduc  a frazione  continua,  e prendendo 
la  sola  parte  comune  ai  due  sviluppi,  sarem  certi  che  dessa  appar- 
terrà anche  a quello  del  rapporto  *.  Per  non  perder  di  vista 
l'oggetto  principale,  ammetteremo  come  dimostrata  questa  asser- 
zione (vedi  il  n.°  SSA). 

Effettuando  per  ciascuna  frazione  le  divisioni  successive,  colm- 
ai n.°  SSS , si  anno  queste  due  serie  di  quozienti 
3,  7,  15,  1,  292,  1,  1,  6,  2,  13,  3,  1,  12,  3, 

3,  7,  15,  1,  292,  1,  1,  1,  4,  1,  1,  1,  io,  1,  1,  8. 

Non  considerando  adunque  che  quelli  comuni  alle  due  serie  a 
partir  dal  primo  senza  interruzione , e formando  in  seguito  le 
ridotte  corrispondenti,  avremo  i valori  cercati 
Quozienti...  3 , 7,  15,  1,  292,  1,  1, 

„ 3 22  333  355  I039W»  104348  208341 

1 ° C T’  7 * 106  ’ TÌ3’  33102  ’ 33213  ’ TiSlTl 
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La  1.“  ridotta  non  è altro  die  il  quoziente  3,  a cui  si  è data 
.l'unità  per  denominatore;  e la  2.a  è uguale  a 3-f-z- 

La  3.a  ridotta  ?-J4  (N  formata  moltiplicando  i due  termini  della 
precedente  pel  3."  quoziente  15 , ed  aggiungendovi  rispettivamente 
ai  prodotti  i termini  dell’ antiprecedente,  l^a  4.*  ridotta  e le  se- 
guenti son  formate  similmente  (•*3'. 

Queste  frazioni  son  alternativamente  minori  e maggiori  di  <r; 
così  la  frazione  che  è il  rapporto  trovato  da  Archimede  sarà 


maggiore;  e pel  u.°  3*9  l'errore  è compreso  tra  e^4-— , 

,ioè  ,ra 

La  frazione  J™  è il  rapporto  di  Adri  ano  Métius.  E questo  an- 
che maggiore  del  rapporto  esatto,  ma  perù  à maggiore  approssima- 
zione che  quello  di  Archimede;  poiché  non  dà  cine  un  errore  com- 


preso tra  ll3x3.J|02  o (13(113-4-33102)  ’ CI0U  tr*  3740520  C 3733203' 


Il  rapporto  situato  tra  quello  di  Archimede  e quello  di 
Mktiis  sembra  che  fosse  conosciuto  dagli  Indiani  ; non  è desso 
molto  più  semplice  di  |-pj , mentre  è molto  meno  approssimato; 

poiché  l’errore  è compreso  tra  e , cioè 

tra-L-e-JL. 

11078  23214 


Per  paragonar  questi  rapporti  col  valore  di*  riportato  precedente- 
mente, il  meglio  si  è di  ridurli  in  decimali.  Si  à così 


y=3,142 ^=3,141  50 ^=3,141  5929. 


È chiaro  adunque  die  il  rapporto  di  Archimede  è in  errore  alla 
3.a  cifra  decimale , quello  di  Mktius  alla  7.a,  e quello  interme- 
dio alia  5.a 

D'altra  parte,  cercando  i valori  approssimati  di  * per  mezzo  di 
poligoni  iscritti  e circoscritti,  a cominciar  dal  quadrato , si  vedrà 
che  bisogna  arrivar  ai  poligoni  di  128  iati  per  aver  due  cifre  de- 
cimali esatte,  a quelli  di  2048  lati  per  averne  quattro , ed  a quelli 
di  8192  per  averne  sei;  cosi  che  è chiaro  da  quali  poligoni  di- 
pendano i tre  precedenti  rapporti.  Non  abbiam  parlato  degli  altri 
rapporti  perchè  son  dessi  troppo  complicati  e non  sono  affatto 
conosciuti. 

335.  Abbiamo  asserito,  nel  numero  precedente i una  propo- 
sizione che  abbisognava  dimostrarsi,  quindi  passiamo  a dimostrarla. 
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Supponiamo  che  x sia  una  quantità  compresa  tra  non  e che 
sviluppando  w,  v , x,  in  frazioni  continue,  si  abbia 

« — v'=b——,  «'  =e-h—,  ecc. 

»=«+-.,  t"—c+ir>’  ecc- 

a =a'-t--^,  jr'=i'4--r(,  x"=c'-|--^- , ecc. 

x X X 

Poiché  x è compreso  tra  u , v , e la  stessa  parte  intiera  a si  trova 
in  u c in  »,  questa  parte  intiera  dee  anche  trovarsi  in  x ; dun- 
que a'=z:a.  I)i  più  è chiaro  che  — dee  esser  compreso  tra  , 

ed  p-,  e ctie  x'  è compreso  tra  u'  e »'  ; così  puf)  ragionarsi  per 

u' , cr,  x' , come  per  u,  v,  x,  c si  conchiuderà  che  6'=4.  In 
seguito  si  conchiuderà  ancora  che  c'=x.  Si  continuerà  similmente, 
e si  vedrà  che  (pianti  termini  saranno  comuni  alle  due  prime  fra- 
zioni continue,  tauti  termini  dovranno  egualmente  trovarsi  nella 
terza.  Questa  proposizione  dovevamo  dimostrare. 

330.  Le  frazioni  continue  danno  un  mezzo  per  risolvere  in 
nutneri  intieri  V equazione  indeterminata 
[I]  ax-\-by~c. 

In  questa  equazione  i numeri  a,  b,  c,  sono  intieri,  ed  i due 
primi  son  supposti  non  avere  alcun  fattore  comune.  Supponiamo 

che  si  sia  sviluppato  il  rapporto  £ in  frazione  continua,  e che  si 
sieno  calcolate  tutte  le  ridotte  : l’ ultima  sarà  appunto  questo  rap- 

fj  I 

porto.  Sottragghiamone  la  penultima,  che  indicheremo  con  — . 11 

numeratore  della  differenza  sarà  ba',  c per  la  proprietà 
detta  al  n.®  833  si  à oh'  — • W ±:  1 ; dovendo  prendersi  -|-i 
o,  — 1 , secondo  che  l’ ultima  ridotta  è di  posto  pari  o di  posto 
impari. 

Moltiplicando  per  ±c,  questa  uguaglianza  diventa  oX  ±b'r. 
+4x+aV=:c ; dunque  l’equazione  [1]  è soddisfatta  prenden- 
do x=±b'c,  y=^;ó,c.  Conosciuta  questa  soluzione  potranno 
scriversi  le  forinole  che  danno  tutte  le  altre.  Chiamando  t un 
numero  iutiero  qualunque  (13*),  queste  forinole  saranno 
X=:zhb'c  — bt , o'c  + of. 

Esempio.  Sia  l’equazione 

[3]  261*  — 82y^ll7. 
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Hiducendo  ~~  in  frazione  continua,  si  à 
Quozienti  .....  3,  5,  2,  7, 

3 16  35  261 

R,d0tte 7*  T’  TT’  ~R2" 

Prendendo  il  numeratore  della  differenza  Vm‘  — tt>  ed  osservando 
che  la  frazione  è una  ridotta  di  posto  pari , si  avrà 

261x11 — 82  x 35=-hl; 


dunque,  moltiplicando  per  117, 

261X11X117  — 82X33X117  = 117; 
dunque  P equazione  [3]  è soddisfatta  facendo  3=11x117=1287 
od  y = 33  X 117  = 4093;  dunque  i valori  generali  di  x ed  y sono 
x=  1287  + 821,  y= 4093  + 261/. 

Div  idendo  1287  per  82 , e 4095  per  261 , si  à 1287=82x1 •'*-+- 37 
c 4093  = 261x13-1-180;  così  che  osservando  che  t è un  nu- 
mero intiero  qualunque,  potrà  scriversi  più  semplicemente 
x = 57-j-82f , y = 180  + 2611. 

33  7.  Dimostreremo  ora  qui  la  seguente  proposizione:  Ogni 
radice  irrazionale  di  fecondo  grado,  a coefficienti  razionali,  si  sci-' 
lappa  in  una  frazione  continua  periodica. 

Liberando  da  denominatori,  e moltiplicando  tutti  i termini  per  2 
per  render  pari  il  coefficiente  del  secondo  termine,  l’equazione 
di  secondo  grado  prenderà  la  forma 
[1]  o'.r*  — 2 bx — n=0, 

a,  a',  b essendo  numeri  intieri  positivi  o negativi.  Prendiamo 
una  delle  due  radici  di  questa  equazione  ; ad  esempio , 


12] 


X—- 


a' 


supponiamola  positiva  ed  incommensurabile:  dovrà  dessa  svilup- 
parsi in  frazione  continua  periodica. 

In  fatti  sia  m la  parte  intiera  di  x : facciamo  ar=m-l-—  e 
cerchiamo  la  parte  intiera  di  x':  abbiamo  da  prima 


a' 


-m 


a' 


dunque  x'— , ..  

i> — n’m-c-y  ò*-t-aa' 

Per  rimettere  il  radicale  al  numeratore,  moltiplichiamo  i due' 
termini  di  questa  frazione  per — (6 — a'm)-^-\/b*+-aa'  : si  avrà, 

fatte  le  riduzioni , 

, a'm — 6-t-l /b*  -co  a' 


— a'*n*4  2 bm+a 
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Per  semplificare,  facciamo  6'=<j'm — b,  a"— — + 
ed  il  valore  di  x'  diverrà 

, 6'-f  \/b%-^an' 

* = Ir 

Osserviamo  che  i valori  di  b'  ed  a"  danuo  b't-\-a'a"=b‘-[-aa'  ; 
così  che  possiamo,  sotto  il  radicale  di  x'  sostituir  b'’-\-a'a", 
a b*-\-aa'\  ed  allora  è chiaro  che  se  m'  è la  parte  intiera  di  x', 

e si  ponga  x'  = ni'-|-p; , si  troverà,  ripetendo  i calcoli  pre- 
cedenti , 


in  cui  i valori  di  b"  ed  a"1  sono 
b"=a"in' — b' , a'"= — 

e deve  ancora  aversi  b"*-\-a,"a'"—b'*-\-a'a". 

Sia  m"  la  parte  intiera  di  x":  continuando  similmente , si  avrà 
il  valore  di  x iu  frazione  continua, 

x=«H — — - l 

m'  + 

m"  + ccc. 


Osserviamo  specialmente  che  nella  serie  dei  valori  analoghi  ad 

x,  x',  x" , il  radicale  è costantemente  eguale  a V' b*-\-aa'\  ed 
è questa  una  prima  cosa  essenziale  a stabilirsi. 

Sul  principio  della  serie  delle  quantità  a,  a',  a" , ccc.  può 
darsi  che  ve  ne  siano  delle  positive  e delle  negative  ; ma  dopo 
un  certo  termine  dovranno  aver  esse  tutte  lo  stesso  segno  ; ed  è 
questa  una  seconda  cosa  importante  a stabilirsi.  Per  arrivarci,  in- 
vece  di  calcolar  successivamente  ciascuna  delle  espressioni  x', 
x",  ecc.  per  mezzo  della  precedente , passiamo  ad  esporre  come 
si  possan  dedurre  tutte  dalla  prima. 

Supponiamo  per  un  momento  che  x,  x',  x",  sieno  tre  espres- 
sioni consecutive  qualunque  che  s’ incontrano  nella  serie  dei  nostri 
calcoli , e di  cui  le  parti  intiere  sieno  m,  tn',  m".  In  questa  sup- 
posizione questi  numeri  saran  tre  denominatori  consecutivi  presi 
d’una  maniera  qualunque  nella  frazione  continua  eguale  all’es- 


P P' 

In  conseguenza , se  indichiamo  con  - e — le 


ri- 


pressione  [2] 

dotte  corrispondenti  ad  m ed  m',  osservando  che  allora  x"  ra|>- 
presenta  il  quoziente  completo  m''^f-ccc. , il  valore  esatto  della 
le:,  rfi  Aìg.  32 
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frazioni'  continua  sarà  uguale  a 


r'x”+P  . , , 

— —, — , ; dunque  dovrà  aversi 


P V'-+-P  _ 6 +- l/fr'+aa' 
___  - 

Questa  equazione  dee  dare,  per  x",  il  valore 


b''-h  VrTTa’ 


a 


•n 


fettuiamo  i calcoli.  Si  à successivamente 

a'P'a:"-H»T=Q'x"(i4-l/6,-f-aa')  -J-  Q (M-^/ b*-t-aa') , 

„ a*P — bQ  — Q òM-na' 

6Q'— o'P-HìI/t»*  -t-oa' 


el- 


_(a'P— ÒQ— Q|/t“-Hia')  (bQ'— a'P'— QVb*-+-aa') 

~ (bQ'— a'P')*—  Q'*(6*-p-oa') 

_ ^PQ'-t-QPQ-t-aQQ' — a'PP'-t-(P'Q — Q'P)  l/V-t-uà' 
o'P'*— 26P'0'— aQ'* 

Per  la  teoria  delle  frazioni  continue,  abbiamo  che  P'Q — Q'P=dt  1 , 


P' 

secondochè  la  ridotta  — è di  posto  pari  o impari.  Se  si  avesse  — 1, 
bisognerebbe  cambiar  di  segno  il  numeratore  ed  il  denominatore 


di  x",  per  ridurre  la  parte  irrazionale  ad  essere  -|-l /ft*-f-aa'. 
Per  fissare  le  idee  sopponiamo  che  s’ abbia  +1  ; allora  il  valore 
trovato  precedentemente  per  x"  dovendo  essere  lo  stesso  che 


b"+  l/V-4-ao'  . 

— > dee  aversi 


a'"=a'P'«— 2iP'Q'— oQ'*. 

Si  potrebbe  qui  di  nuovo  verificar  che  b"*-\-a"a"'=b*-{-aa'  • ma 
tal  verificazione  è superflua. 

Se  si  fosse  calcolato  similmente , per  mezzo  delle  ridotte  , il 

valore  di  x',  il  moltiplicatore  di  [/b*-\-an'  sarebbe  stato  di  segno 
contrario  a quello  che  si  trova  in  x":  e per  tal  ragione  si  sa- 
rebbero cambiati  i segni  al  numeratore  ed  al  denominatore  e si 
sarebbe  avuto 

o"=— «'P*4-26P'Q'-+-aQ'*. 


P P' 

Ricordiamo  che  le  due  ridotte  — e — comprendono  tra  loro  il 


vero  valore  di  x,  e che  quanto  più  si  allontanano  dalla  prima, 
tanto  più  la  loro  differenza  è minore , e clic  questa  stessa  diffe- 
renza può  divenir  ancora  piccolissima  (Sta).  Ciò  posto,  le  ra- 
dici dell’eq.'  [I]  essendo  ineguali  (senza  di  che  non  sarebbero 
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incommensurabili),  possiamo  supporre  che  le  ridotte  - e 


351 

P'  . . 

— si  sieno 


scelte  in  modo  che  non  contengano  tra  loro  la  seconda  radice 
deU’equ.'  [1]. 

Chiamiamo  x,  la  radice  di  cui  abbiam  parlato  finora , ed  a*, 
l’ altra  radice.  Perciò  che  abbiam  detto  trattando  dell’  equazione 
del  2.°  grado  (18»),  il  primo  membro  dell’equazione  [1]  può 
decomporsi  così  : 

a'[x — x,){x — x%). 

L’ima  delle  ridotte  è maggiore  di  e l’altra  è minore;  ma 
sono  tutte  due  maggiori  di  xt , o tutte  due  minori.  Dunque  so- 
stituendole successivamente  in  luogo  di  x nel  prodotto  precedente, 
dovranno  aversi  due  risultati  di  segno  contrario;  dunque  dovrà 
succedere  lo  stesso  se  si  sostituiscono  nel  1.»  membro  dell’eq.'  [1]  ; 
cioè  che  le  due  quantità 


o’P*  2fcP  o’P'*  2i>P' 

"Ó®  g a>  TP*  <P  a’ 

debbono  essere  di  seguo  contrario.  Cambiamo  i segni  della  prima, 
e moltiplichiamo  le  due  quantità  rispettivamente  per  Q*  e Q'*, 
potrà  ancora  dirsi  che 

— a'P®+2òPQ-HiQ®  c a'P'®— 2ÒP'Q'— oQ'® 
son  due  quantità  dello  stesso  segno.  Ma  queste  due  quantità  non 
sono  altro  che  a'1  ed  a'"  ; dunque  a"  ed  a'"  son  dello  stes- 
so segno.  Tal  conchiusione  si  estenderà  ancora  per  le  quan- 
tità analoghe  che  vengon  dopo  a'";  poiché  per  la  nostra  ipotesi 


p 

tutte  le  ridotte  che  vengon  dopo  - sono  tali , che  due  qualunque 


di  esse,  prese  consecutivamente,  comprendon  sempre  x„  c non  xt. 

Dunque  nella  serie  delle  quantità  a,  a',  a" siamo  sicuri  di 

trovarne  una,  dopo  la  quale  esse  saranno  tutte  dello  stesso  se- 
gno. Stabilito  questo  secondo  punto  facciamo  6®-f-aa'=R,  e ri- 
cordiamoci che  nella  serie  dei  valori  di  x',  x",...  si  à sempre 
b'*-\-a'a"—R , , ecc. 

Or  le  quantità  a,  a' , a" , ecc.,  a partir  da  una  di  essa,  doven- 
do esser  tutte  dello  stesso  segno,  ne  segue  che  i prodotti  a'a", 
a"a"' , ecc.  debbono  essere  costantemente  positivi;  dunque  an- 
cora dopo  una  di  esse  quantità,  in  virtù  dell’ uguaglianze  prece- 
denti, i numeri  b' , b" , ecc.  a' , a" , ecc.  fatta  astrazion  dai  se-, 
gni , dovranno  esser  compresi  tra  certi  limiti. 

Da  ciò  segue  che  ponendo,  nell’ espressione  di  x,  x',  x",  ecc. 
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fuori  tifi  radicale  V' li , al  numeratore  ed  al  denominatole,  delle 
quantità  comprese  Ira  questi  limiti  non  potrà  aversi  che  un  nu- 
mero limitato  di  valori.  Dunque  tra  i valori  di  x,  x’,  x" , ccc. 
deblion  trovarsene  di  quelli  che  si  ripetono.  Se  ad  esempio  si 
supponga  che  dopo  x"  si  trovi  un  valore  nguale  ad  x",  saremo 
certi  di  trovare  ancora  gli  stessi  e nello  stesso  ordine  , i valori 
che  vengono  dopo  x".  Dunque  ancora  i termini  della  frazione 
continua  dedotti  da  x"  e dai  valori  seguenti  dovrai!  riprodursi. 
Egli  è chiaro  d’altronde  che  debbon  riprodursi  periodicamente 
fino  all’ infinito;  dunque  finalmente  la  frazione  continua  uguale 
alla  radice  [2]  dee  esser  periodica.  E ciò  bisognava  dimostrare. 

CAPITOLO  XIII. 

TEORIA  DE’  LOGARITMI. — QUISTIONI  SUGLI  INTERESSI  COMPOSTI. 


Definizione  dei  logaritmi. — Loro  proprietà.  — Utilità  delle  lamie. 

838.  Sieno  due  progressioni,  l’una  geometrica,  cominciante 
da  1,  e l’altra  aritmetica,  cominciante  da  0:  come  ad  esempio 

-rr  1 : 2 : 4 : 8 : 16  : 32  : 61  : 128  occ. 

-f-  0 . 3 . 6 . 9 . 12  . 15  . 18  . 21  ecc. 

Paragonandole  fra  loro,  si  scorge  facilmente  che  moltiplicando 

l’un  per  l’altro  due  termini  qualunque  della  prima,  e sommando 
i termini  corrispondenti  della  seconda , si  anno  ancora  due  ter- 
mini corrispoudenti  di  queste  stesse  progressioni.  Così  4x16=61, 
6-1-12=18;  ed  è chiaro  in  effetti  che  18  corrisponde  a 64.  Per 
tal  modo  una  moltiplicazione  può  effettuarsi  per  mezzo  d’ una  ad- 
dizione. 

•’  Questa  osservazione  sì  semplice  è certamente  antica,  ma  Nk- 
pero  barone  scozzese  ne  dedusse  col  suo  genio  la  teoria  de’ lo- 
garitmi , che  è una  delle  più  utili  moderne  scoverte.  La  sua  sco- 
verta fu  pubblicata  nel  1644  sotto  il  nome  di  Mirifici  Logori!  - 
morum  canonie  descriplio.  Noi  andremo  ad  esporre  questa  teorìa 
con  tutti  gli  sviluppi  convenienti,  attenendoci,  per  quanto  sia  pos- 
sibile, alle  idee  dell’  inventore , senza  tutta  volta  adoperar  la  con- 
siderazione del  moto  di  cui  egli  fa  uso. 

Il  sapiente  scozzese  comincia  dall’ osservare  che  i numeri,  ili 
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tutti  i stali  di  grandezza , posson  considerarsi  come  termini  d' una 
progressione  geometrica  ; ed  è questo  un  punto  chebisogna  ben 
comprendere.  Consideriamo  la  progressione 

1 : 1+*  : (t-h*)*  : (!-+-•»)*  : ecc. 

Supponendo  che  * sia  una  quantità  piccolissima  cresceranno  i ter- 
mini per  gradi  molto  piccoli  ; e siccome  può  impiccolirsi  * inde- 
finitamente , così  dee  riguardarsi  al  limite  i termini  come  varianti 
d’una  maniera  continua.  Per  verità  non  può  scriversi  una  pro- 
gressione che  sia  realmente  continua , ma  la  mente  la  concepi- 
sce e ciò  basta;  quindi  potran  considerarsi  tutti  i numeri  mag- 
giori di  1 come  compresi  nella  progressione  geometrica.  Per  quei 
minori  di  1 or  ora  diremo. 

Nello  stesso  tempo  Neper  prende  una  progressione  aritmetica 
-f  - 0 . p . 2?  . 3jJ . ecc. 

i cui  termini  crescano  a partir  da  zero , per  differenze  anche 
piccolissime;  ed  allora  considerando  i termini  di  questa  serie  per 
la  relazione  che  ànno  con  quella  della  prima , chiama  questi  lo- 
garitmi; cosichè  i logaritmi  dei  numeri  sono  i termini  di  unti 
progressione  aritmetica  cominciante  da  zero , corrispondenti  a que- 
sti numeri  considerali  come  termini  di  una  progressione  geome- 
trica cominciante  dall’ unità. 

SS».  Per  tal  definizione  sembra  che  i numeri  minori  dell’ unità 
non  avessero  logaritmi  ; e se  in  luogo  di  mettere  la  progressione 
geometrica  crescente  si  fosse  supposta  decrescente,  ciò  sarebbe 
accaduto  per  i numeri  maggiori  di  1.  Per  fissare  le  idee  ragio- 
neremo sempre  nella  prima  ipotesi  ; ed  allora  perchè  la  progres- 
sione geometrica  comprenda  anche  i numeri  minori  di  1,  basta 
prolungarla  al  di  sotto  dell'unità,  il  che  torna  a dividere  l’unità 
per  le  potenze  successive  della  ragione  1-f-*. 

Ma  quali  saranno  i logaritmi  di  questi  numeri,  ed  in  che  modo 
dovrem  continuare  la  progressione  aritmetica  al  disotto  di  zero? 
Si  possono  senza  difficoltà  costruire  i termini  di  questa  progres- 
sione in  un  ordine  retrogrado,  sottraendo  la  ragione  da  ciascuno  di 
essi;  ma  arrivati  a zero  la  sottrazione  è impossibile  e sembra 
che  la  progressione  a questo  punto  dovesse  arrestarsi.  Tal  diffi- 
coltà sparisce  immediatamente  adoperando  le  quantità  negative 
che  s’ introdurrebbero  naturalmente,  se  non  fossero  già  conosciute 
per  l’ordine  da  noi  tenuto,  cioè  ponendo  il  segno  — innanzi  i 
multipli  della  ragione  che  dovrebbero  essere  sottratti  da  zero. 
Vengon  così  a formarsi  dei  termini  negatici , i quali  estendono 
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la  progressione  aritmetica  al  disotto  di  zero,  e che  sono  i loga- 
ritmi'dei  numeri  minori  dell’unità. 

Dunque,  scrivendo  a sinistra  delle  due  serie  i loro  termini 
decrescenti , queste  serie  potran  rappresentarsi  così 


[1] 


1 * :rrr:1:  :(!+•)’• 


(i-t-«)’  ' 1+*" 

[2]  -f-- 3?  • —2 £ • — |S- 0 • (J  • 2,3  • 3/3  • • • ; 

ove  la  seconda  dà  i logaritmi  di  tutti  i termini  della  prima.  Bi- 
sogna ricordarsi  che  nella  definizione  de’  logaritmi , è condizione 
essenziale , che  i termini  1 e 0 si  corrispondano,  il  die  torna  a 
dire  che  log  1=0. 

Nelle  due  serie , la  parte  ascendente  cresce  fino  all’  infinito  ; 
ma  la  parte  discendente,  nella  prima  converge  a zero,  mentre  che 
nella  seconda  cresce  fino  all’  infinito  negativo.  Dunque  log  oo=oo, 
c log0= — oo. 

Queste  due  serie  fan  conoscere  ancora  che  se  un  numero  qua- 
lunque n è situato  a una  certa  distanza  dall’unità,  nella  parte 

ascendente  della  prima , il  numero  ^ dee  occupar  lo  stesso  posto 

nella  parte  discendente.  Dunque  questo  ultimo  numero  à lo  stesso 

logaritmo,  ma  preso  negativamente;  dunque  log*  = — logn. 


340.  Passiamo  ora  alle  proprietà  dei  logaritmi.  La  proprietà 
fondamentale  è quella  che  abbiamo  osservata  nel  n.#  333,  che 
passiamo  a dimostrar  generalmente.  Può  dessa  enunciarsi  cosi  : 
Il  logaritmo  d’un  prodotto  è uguale  alla  somma  de’  logaritmi  dei 
fattori. 

1. °  Supponiamo  che  a e b sieno  due  numeri  compresi  nella 
parte  ascendente  della  progressione  [1].  Ad  esempio  prendiamo 

o=(l-+-»)”  ò=(l-h»)':  si  avra 

«ò=(i-f-*)5-e* 

Nella  progressione  [2]  i logaritmi  di  o e 6 sono  2/3  e 5/3;  dunque 
log  n + log  à=  (5-f-2)j9.  Ma  (5+2)^  è il  logaritmo  di  (1-f-*)5^’; 
dunque 

log  ab  = log  a -Hog  b. 

2. ®  Supponiamo  che  a sia  dalla  parte  discendente  c b dalla 
parte  ascendente , ma  più  discosta  dall’  unità  che  a ; e sieno 

a = (iTIF’  à = (l+*)3:  si  avrà 
oft  = (l 


Digitized  by  Googte 


LEZIONI  DI  ALGEBRA.  255 

Ma  log  a = — 2,J,  log  b-o/i;  dunque  log  a -f- log  6 = (5—2), i; 
e siccome  (5— 2)fJ  è evidentemente  il  logaritmo  di  (t-f-*)5-’,  con- 
chiuderemo  ancora  log  ab  — log  a-f-log  b. 

3.°  Supponiamo  a dalla  parte  discendente,  c b dalia  parte 


ascendente  ma  più  daccosto  all’unità  di  o: 
6= (1-|— a)a  : si  avrà 


e sia  a 


1 

(»-+-*)* 


e 


abz 


(14-*)5-* 


Ma  log  a—  — 5,3,  log6=2^;  dunque  log  a 4-  log  b= — (5 — 2)fS, 
ma  è questo  il  logaritmo  di  — ; dunque  log  ai=log  a-f- 

log  b. 

4.°  Supponiamo  finalmente  a e b amenduc  dalla  parte  di- 
scendente; e sieno  a—-——-  b——  1 • si  avrà 

(14-*)*  (14-*)* 


ao  = — - . 

(Ì4.,)5-h* 

Or  loga= — 2^,  log  6= — 5j3  dunque  si  à loga-f-logfc= — (2-f-5),3; 
ma  è questo  il  logaritmo  del  prodotto  precedente;  dunque  an- 
cora log  ab  = log  a -(-log  b. 

Queste  uguaglianze  essendo  vere  in  tutti  i casi , cambiamo  in 
esse  b in  bc  ; avremo 

log  aZie=log  a-f-log  bc— log  a-f-log  t-f-log  c ; 
e potendo  continuar  similmente , qualunque  sia  fi  numero  de’  fat- 
tori , conchiuderemo  clic  il  logaritmo  di  un  prodotto  è uguale  alla 
somma  de’  logaritmi  de’  fattori. 


*4f . Facciamo  g avremo  bq—a;  dunque  logf>-f-logy= 


Ioga,  da  cui  log  17  = log  a — log  b.  Dunque  il  logaritmo  d’ un  quo- 
ziente è uguale  al  logaritmo  del  dividendo  meno  quello  del  divisore. 

34*.  Se  un  prodotto  è composto  di  n fattori  eguali  ad  a,  dee 
aversi  log  a'=log  a 4-  log  a -| = nloga.  Per  estendere  que- 


sta formola  agli  esponenti  frazionari  facciamo  x—an,  da  cui 
x'—am\  e quindi  log  x"  — log  a”  ; dunque,  in  virtù  della  formola 

precedente,  «log x=m log  a;  da  cui  log  a*=^  log  a.  Per  gli  es- 
ponenti negativi  osserveremo  che  o-*Xa’=l  ; dunque  log  a-'  -f- 
log  a*’=log  lj.ma  log  1=0;  dunque  loga-*= — log  a"  = — » 
log  a.  Dunque  il  logaritmo  di  una  potenza  qualunque  d'un  numero  è 
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uguale  al  prodotto  del  logaritmo  di  questo  numero  per  l'esponente 
della  potenza. 

n 

343.  Sia  r = l/a , si  à r"=a,  per  la  regola  precedente 

» _ log  a 

n log  r=  log  a,  da  cui  ricavasi  log  r=|/a=-^—  • Dunque  il 

logaritmo  d'una  radice  d’un  numero  si  ottiene  dicidendo  il  loga- 
ritmo del  numero  per  l’indice  della  radice. 

344.  Queste  proprietà  mostrano  chiaramente  che  se  si  aves- 
sero delle  tavole  nelle  quali  ad  ogni  numero  fosse  affianco  no- 
tato il  corrispondente  logaritmo  , sarebbe  facile  ridurre  la  mol- 
tiplicazione ad  addizione,  la  divisione  a sottrazione,  l’ele\ amento 
a potenza  alla  moltiplicazione , c l’ estrazione  di  radici  alla  divi- 

1 

sione.  Ad  esempio  se  dovesse  calcolarsi  J/tcn  ; si  prenderebbe 

nelle  tavole  il  logaritmo  di  837 , si  dividerebbe  per  7 , e si  avreb- 
1 

be  così  il  logaritmo  di  1/837;  c cercando  nelle  tavole  il  numero 
corrispondente  si  avrebbe  la  radice  richiesta. 


Tavole  de'  logaritmi  — Dei  differenti  sistemi  considerati  rispetto  a»  loro 
MODULI  — Sistema  Neperiano. 

343.  Si  comprende  assai  bene  che  le  tavole  non  posson  con- 
tenere i logaritmi  corrispondenti  a tutti  i numeri  nei  differenti 
stati  di  grandezza  ; poiché  son  dessi  infiniti  anche  tra  due  limiti 
molto  ristretti.  Non  possono  esse  neppur  contenere  i logaritmi 
di  tutti  i numeri  intieri  ; poiché  la  serie  di  questi  numeri  è il- 
limitata; quindi  esse  comprenderanno  quelli  soltanto  de’numeri 
intieri  da  1 fino  ad  un  certo  limite,  fino  a 100  000  per  esempio; 
c siccome  tutte  le  operazioni  numeriche  si  riducono  a calcoli 
sui  numeri  intieri , queste  tavole  saranno  ancora  d’ uno  immenso 
vantaggio.  Andremo  ad  esporre  la  loro  costruzione  sempre  secondo 
le  idee  di  N'epebo. 

Perchè  la  progressione  geometrica  comprenda  tutti  i numeri 
maggiori  di  1 , in  tutti  i stati  di  grandezza , bisogna  concepir- 
la come  formata  di  termini  crescenti  insensibilmente  a partir 
da  1 ; c per  avere  i loro  logaritmi , bisogna  anche  concepir  la 
progressione  aritmetica  come  composta  di  termini  varianti  per 
gradi  insensibili  a partir  da  zero.  Quest’ ultima  condizione  è es- 
senziale, altrimenti  dei  numeri  finiti  avrebbero  logaritmi  infiniti. 
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All* origine,  gli  accrescimenti  simultanei  che  possono  ricever# 
1 termini  1 e 0 sono  di  una  piccolezza  inassegnabile;  ma  per 
piccoli  che  sicno  si  concepisce  che  può  stabilirsi  tra  loro  un 
certo  rapporto,  che  ò d’altronde  intieramente  arbitrario.  Così, 
cominciando  questi  accrescimenti,  potrà  supporsi  che  quello  del 
logaritmo  0 è doppio,  triplo,  ecc.  di  quello  del  numero  1.  Que- 
sto rapporto  dicesi  generalmente  Modulo  de’  logaritmi , e noi  l’ in- 
dicheremo con  M. 

Ciò  posto  diamo  al  termine  1 della  progressione  geometrica 
un  aumento  piccolissimo  ® , ma  non  pertanto  assegnabile  in  nu- 
meri. L’aumento  corrispondente  del  termine  0 della  progressione 
aritmetica  sarà  circa  M®;  e potran  prendersi  per  le  due  pro- 
gressioni le  seguenti 

[1]  -fr  1 : 1+®  : (1-1-»)*  : (1+®)S  : (1+®)4  : ecc. 

[2]  -f-  0 . M®  . 2M®  . 3M®  . 4M®  . ecc. 

Abbiam  detto  che  il  rapporto  o modulo  M è arbitrario;  quindi 

per  i diversi  valori  che  gli  si  daranno,  si  avran  diversi  fittemi 
di  logaritmi  [B]. 

I logaritmi  publicati  da  Nepero  erano  ricavati  dalle  progres- 
sioni 

[3]  4f  1 : 1-t-»  : (1+®)*  : (1+®)’  : ecc. 

[4]  ~~  0 . ® 2»  . 3»  . ecc. 

Ciò  torna  a supporre  M=1  ; e quest’  ipotesi  si  presentava  spon- 
taneamente come  mezzo  onde  evitar  le  moltiplicazioni  per  M. 

I termini  di  queste  due  serie  non  variano  tanto  rapidamente; 
cosichè  prolungandole  bastantemente,  dovran  trovarsi  nella  prima 
dei  termini  eguali  ai  numeri  intieri  2,  3, .ecc.,  o tanto  approssi- 
mati che  possa  disprezzarsene  la  differenza.  I termini  corrispon- 
denti della  seconda  potranno  dunque  prendersi  per  i logaritmi  di 
questi  numeri , e questi  appunto  dovranno  scriversi  nelle  tavole. 

Per  tal  modo  è chiaro  che  questi  logaritmi  non  sono  esatta- 
mente quelli  dei  numeri  accanto  a cui  si  sono  scritti.  Ma  esiste 
ancora  un’altra  cagione  di  errore,  la  quale  risulta  dal  perché  ® 
rappresenta  approssimativamente  l’accrescimento  che  dee  pren- 
dere il  logaritmo  zero , quando  si  dà  al  numero  uno  l’ accresci- 
mento ®.  Tuttavolta , questo  errore  sarà  sempre  minore  quando 
si  prenda  per  ® una  quantità  molto  piccola. 

1 logaritmi  di  cui  abbiam  parlato,  corrispondenti  al  modulo  M=1 , 
diconsi  Neperiani  : diccnsi  ancora  iperbolici , per  una  ragione  eh# 
Ltz.  di  Alg.  33 
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non  può  qui  riferirsi  (').  11  paragone  delle  due  serie  [2]  e [4]  di- 
mostra immediatamente  che  per  passare  dai  logaritmi  Neperiani 
a quelli  di  un  qualunque  altro  sistema  basta  moltiplicar  i primi 
pel  modulo  di  questo  nuova  sistema. 

346.  Porremo  qui  due  valori  assai  sovente  adoperati.  È l’uno 
il  logaritmo  Neperiano  di  10;  l’altro,  che  comunemente  s’indica 
con  e,  è il  numero  il  cui  logaritmo  Neperiano  è 1.  Questi  va- 
lori sono 

log.  nep.  di  10  = 2,302  585  092..., 
e =2,7 18  281  828...; 

e dopo  ciò  che  akbiam  detto  precedentemente  sulle  serie  [3]  e [4] 
non  v’à  difficoltà  alcuna  a concepir  come  abbiau  potuto  calco- 
larsi. 

*4».  Sovente  abbiamo  a moltiplicar  o a dividere  dei  numeri 
per  10,  100,  1000,  ecc.  ; quindi , se  si  costruissero  delle  tavole 
in  cui  10  avesse  1 per  logaritmo , queste  operazioni  si  ridurreb- 
bero ad  un’  addizione  o ad  una  sottrazione  di  talune  unità  intiere. 
Questa  osservazione  non  era  punto  sfuggita  a Nepero,  ma  la 
morte  gli  impedì  costruire  queste  nuove  tavole,  ed  il  commise 
a Briggs  professore  di  Oxford,  che  il  primo  le  pubblicò  nel  1621, 
sotto  il  titolo  di  Aritmetica  Logaritmica.  Questi  logaritmi  si  ado- 
perano nei  calcoli  numerici , e diconsi  indifferentemente  logaritmi 
Briggiani  o logaritmi  ordinari. 

Per  l’osservazione  del  n.°  345  è chiaro  che  una  volta  Gaico- 
lati i logaritmi  Neperiani,  si  passerà  ad  un  altro  sistema  molti- 
plicandoli tutti  per  un  modulo  conveniente  M.  Questo  modulo 
d’ altronde  è facile  a rinvenirsi  : poiché,  siccome  in  questo  siste- 
ma il  logaritmo  di  10. è 1,  dee  aversi  Mx  log.  nep.  di  10=1  ; 
dunque  dividendo  1 per  log.  nep.  10,  riferito  precedentemente, 
si  avrà  il  modulo  M,  cioè 

M=0,434  294  481.... (*) 


(*)  Questi  logaritmi  diconsi  iperbolici  per  una  analogia  che  Anno  con 
alcune  proprietà  della  curva  detta  iperbole  ; diconsi  ancora  naturali  per- 
chè il  sistema  U più  naturalo  i quello  in  cui  il  modulo  è l’unità.  Tutta- 
volta  questi  nomi  suo  quasi  in  disuso  perchè  poco  bene  appropriati. 

Vedi  la  nota  [B]  nell' Appendice. 

(/  Traduttori ) 
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Dei  divertì  fittemi  di  logaritmi  contiderati  per  rapporto 
alle  loro  boti.-—  Sistema  Briggiano. 

*4®.  Se  abbiamo  una  progressione  geometrica  che  a partir 
«la  1 cresca  e diminuisca  in  maniera  però  continua , possiamo 
sempre  a questa  associare  infinite  progressioni  aritmetiche,  i 
cui  termini,  a partir  da  zero  crescano  anche  d’una  maniera  con- 
tinua. Ed  è perciò  che  esistono  infiniti  sistemi  di  logaritmi;  ma 
ogni  indeterminazione  sparisce  quando  si  determina  un  numero 
a cui  corrisponde  un  dato  logaritmo , che  può  d’ altronde  sce- 
gliersi ad  arbitrio.  Ad  esempio,  può  determinarsi  quel  numero 
che  à l’ unità  per  logaritmo  ; e questo  numero  dicesi  allora  base 
del  sistema. 

Sotto  questo  punto  di  vista,  il  sistema  che  si  presenta  da  pri- 
ma, come  il  più  semplice,  è quello  la  cui  base  è 10;  e di  que- 
sto ci  andremo  ad  occupare  particolarmente. 

In  questo  sistema  i logaritmi  di  10,  100,  1000,  ecc. , sono 
1,  2,  3,  ecc.,  ed  in  generale  log  10 l=k;  di  maniera  che  questi 
logaritmi,  che  assai  sovente  si  presentano  nei  calcoli,  posson  senza 
alcuna  difficoltà  conoscersi. 

I numeri  compresi  tra  1 e 10  anno  i loro  logaritmi  compresi 
tra  0 ed  1 , quelli  tra  10  e 100  li  ànno  tra  1 e 2 , quelli  tra 
100  e 1000  tra  2 e 3 ; ecc.  Or  chiamando  caratteristica  la  parte 
intiera  d’ un  logaritmo  , può  conchiudersi  che  , nel  sistema  la  cui 
base  è 10  la  caratteristica  del  logaritmo  d'un  numero  à tante 
unità  meno  una , quante  cifre  contiene  il  numero. 

349.  Moltiplicando  o dividendo  un  numero  per  10, 100,  1000, 
ecc.  il  suo  logaritmo  dee  aumentare  o diminuire  del  logaritmo 
di  10,  100,  1000,  ecc.,  cioè  di  1,  2,  3,  ecc.  Dunque  finché 
il  numero  resterà  > 1 la  parte  decimale  del  logaritmo  sarà  sempre 
la  stessa,  e non  cambierà  che  la  sola  caratteristica.  Cosi  princi- 
piando dal  numero  638 , si  avrebbe 

log  658=2,  818  225  9. 
log  65,  8=1,  818  225  9, 
log  6,  58=0,  818  225  9, 

Continuando  la  divisione  per  10 , si  avrebbe 

log  0,  658=0,  818  225  9—  i=— 0,  181  771  1, 
log  0,  0658=0,  818  225  9— 2=— 1,  181  771  1, 
ecc. 
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Tuttavolta  si  è trovato  più  utile  di  non  effettuar  le  sottrazioni, 
e dare  in  vece  alla  parte  decimale  una  caratteristica  negativa,  scri- 
vendo cosi  1 , 2. ...  ; cosi  2 , 818  223  9 sarà  un’abbreviazione 
di  —2+0 , 818  223  9. 

Ammettendo  così  dei  logaritmi  di  cui  la  sola  caratteristica  è 
negativa , possiamo  dire  che  essendo  dato  un  numero  decimale, 
può  cambiarsi  a piacere  il  luogo  della  virgola , senza  che  la  parte 
decimale  del  suo  logaritmo  venghi  alterata  , c nello  stesso  tempo 
è chiaro  , che  è sempre  facile  rimettere  a suo  luogo  la  caratte- 
ristica alla  semplice  ispezione  del  numero  dato. 

350.  Passiamo  ora  ad  esporre  come  possono  calcolarsi  i lo- 
garitmi dei  numeri  da  1 sino  a 100000,  ad  esempio.  Nel  sistema 
che  consideriamo  , 1 e 10  son  due  termini  della  progressione 
geometrica  a cui  corrispondono  i termini  0 ed  1 della  progres- 
sione aritmetica.  Per  aver  de’temini  varianti  per  gradi  vicinissimi, 
inseriamo  un  gran  numero  di  medi  geometrici  tra  1 e 10  , ed 
altrettanti  medi  aritmetici  tra  0 ed  1 , e prolunghiamo  le  due 
progressioni  finché  la  prima  arrivi  a 100000.  In  questa  progres- 
sione si  troveran  dei  termini  tanto  poco  differenti  dai  numeri 
intieri  2 , 3 , 4 , ecc. , che  potrà  deprezzarsene  la  differenza,  e 
prendere  i termini  corrispondenti  della  seconda  per  i logaritmi 
di  questi  numeri. 

Sia  n un  numero  che  cade  tra  due  termini  della  prima,  ai  quali 
corrispondono  l ed  V nella  seconda  : può  immaginarsi  che  aumen- 
tando sempre  più  il  numero  dei  medi  inseriti , si  passi  nelle  due 
progressioni  per  tutti  gli  stati  possibili  di  grandezza.  Egli  è chiaro 
allora  che , nella  seconda  progressione  il  termine  corrispondente 
ad  n sarebbe  tra  l ed  V ; e quindi , prendendo  log  n=l,  l’ errore 
sarà  <P — 1.  Ad  esempio  supponendo  che  i termini  della  progres- 
sione aritmetica  crescano  per  milionesimi , essa  darebbe  i loga- 
ritmi con  sei  cifre  decimali  esatte. 

Per  realizzar  questa  supposizione  bisognerebbe  che  10  avesse 
1 000  000  termini  innanti  a se  nella  progressione  geometrica  ; 
quindi , per  aver  la  ragione  di  questa  progressione , bisognerebbe 
estrarre  la  radice  1 000  000.*  da  10 , ed  avendosi  1000  000= 
2'x3* , quest’  operazione  può  farsi  mediante  l’ estrazione  di  radici 
quadrate  c radici  quinte , ma  queste  ultimo  richiedendo  calcoli 
assai  complicati , così  Nbpbro  à sugerito  egli  stesso  il  modo  come 
trovar  i logaritmi  dei  numeri  non  adoperando  che  radici  quadrate. 

Chiamiamo  n il  numero  di  cui  si  vuol  calcolare  il  logaritmo. 
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c supponiamo  che  sia  compreso  tra  1 e 10.  Si  calcolerà  il  medio 
geometrico  tra  1 e 10,  il  che  si  esegue  mediante  una  semplice  radice 
quadrata  , ed  il  medio  aritmetico  tra  0 ed  1.  Chiamiamo  il  primo 
A ed  il  secondo  a ; e supponiamo  che  n cada  tra  1 ed  A si  cer- 
cherà il  medio  geometrico  B tra  1 ed  A , ed  il  medio  aritmetico 
b tra  0 ed  a.  Supponiamo  che  n cada  tra  A e B , si  cercherà  di 
nuovo  il  medio  geometrico  tra  A e B , ed  il  medio  aritmetico  tra 
a e b.  Si  continuerà  similmente  finché  n resti  racchiuso  tra  due 
medi  geometrici  a cui  corrispondono  due  medi  aritmetici  le  cui 
prime  sei  cifre  decimali  sieno  le  stesse  ; allora  rigettando  le  rima- 
nenti cifre  decimali , sarem  sicuri  che  uno  di  questi  medi  è il 
logaritmo  di  a con  1’  approsimazione  richiesta.  Per  avere  la  mag- 
giore approssimazione  possibile  con  sei  cifre  decimali , si  calcolerà 
ancora  la  7.*  cifra  ; e , nel  caso  che  dessa  è uguale  o maggiore 
di  5,  si  aggiungerà  1 alla  6.* 

SAI»  I numeri  primi  sono  i soli  di  cui  debbon  calcolarsi  con 
questo  metodo  i logaritmi  ; poiché  per  ciò  che  abbiam  dimostrato 
al  n.°  >40,  i logaritmi  degli  altri  numeri  si  otterranno  addizio- 
nando tra  loro  quelli  dei  fattori  primi  di  cui  questi  numeri  si 
compongono. 

Queste  addizioni  potranno  far  crescere  f errore  a più  di  un  mezzo 
milionesimo , ma  é facile  stabilire  un  mommo  che  non  potrà 
giammai  sorpassarsi.  Osserviamo  che  nella  nostra  ipotesi  le  tavole 
debbono  arrestarsi  a 100  000 , che  il  più  piccolo  numero  primo 
è 2,  e che  2,,=131072.  Dunque  un  numero  <100  000  non 
contiene  più  di  17  fattori  ; quindi  l’ errore  per  ogni  logaritmo, 
essendo  minore  di  un  mezzo  milionesimo , la  somma  degli  errori, 
anche  quando  sieno  tutti  nello  stesso  senso , sarà  minore  di  17 
mezzi  milionesimi.  Tuttavolta  potrebbe  l’errore  avvicinarsi  di  molto 
a questo  limite  ; quindi  per  evitar  questo  inconveniente , si  cal- 
coleranno i logaritmi  dei  numeri  primi  con  otto  cifre  decimali, 
allora  addizionandoli  per  aver  quelli  de’ numeri  composti , l'errore 
non  sorpasserà  2 unità  del  7.°  ordine  ; e quindi  sarà  minore  di 
un’unità  per  la  6.*  cifra  decimale.  (*) 

(*)  Non  può  asserirsi  che  dopo  sia  minore  di  un  semimilionesimo.  Ad 
esempio  supponiamo  che  dopò  I’  addizione  le  8 cifre  decimali  sieno  0,  472 
321  49.  La  parte  dispreizata  potendo  crescere  fino  a due  unità  del  7.° 
ordine  , V errore  commesso  , prendendo  le  prime  6 cifre  0 , 472  321 , 
arriverebbe  quasi  a 7 nnità  del  7.*  ordine;  ma,  ignorandolo,  non  potremo 
aumentare  di  un’  unità  la  6.*  cifra. 
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***•  Determinando  i sistemi  di  logaritmi  per  le  loro  basi,  è 
sempre  facile  il  passaggio  da  un  sistema  all’  altro.  In  fatti,  chia- 
mando * una  quantità  piccolissima  , tutti  i numeri  si  ricaveranno 
dalla  progressione  geometrica 

(1-f-*)* ! (1+»)*:  ecc. 

Supponiamo  che , £ e y essendo  quantità  anche  piccolissime , i 
logaritmi  de’  dne  sistemi  che  si  paragonano  sien  dati  dalle  due 
progressioni  aritmetiche 

-f-0*  p.  2,3.  3(3.  ecc., 

-r-0.  y.  2y.  3y.  ecc. 

Or  è chiaro  che  i logaritmi  d’uno  stesso  numero  nel  secondo  si- 
stema e nel  primo,  ànno  tra  loro  un  rapporto  costante;  di  tal 
che,  chiamando  x'  ed  x questi  due  logaritmi,  e K questo  rap- 
porto costante,  si  avrà  x'—Kx. 

Per  aver  il  rapporto  K , basta  che  si  conoscano  i logaritmi  di 
uno  stesso  numero  nei  due  sistemi.  Or  nel  primo  sistema  il  lo- 
garitmo della  seconda  base  è conosciuto;  e,  nel  secondo,  è uguale 
ad  1 ; dunque  chiamando  a ed  a'  le  due  basi , e log  a'  il  loga- 
ritmo di  a'  nel  primo  sistema,  si  avrà  i=K  log  a'  da  cui 

K=— ‘ 

log  a' 

Dei  logaritmi  contiderati  come  eiponenti. 


3S8.  Riprendiamo,  n.°  839,  le  due  progressioni 

_3^  . _2(3  . — p .0.  p . 2p  . 3p  ..., 
in  cui  » e j3  sono  quantità  tanto  piccole  che  posson  riguardarsi 
i termini  come  varianti  d’una  maniera  continua.  La  seconda 
serie  conterrà  un  multiplo  di  (3  uguale  ad  1 : sia  jaS  questo  mul- 
tiplo, e sia  a il  termine  corrispondente  nella  prima  serie:  do- 
vrà aversi  insiemementc 

Pj3=l,  (l+»)f*=a; 

da  cui  ricavasi 

quindi  adoperando  gli  esponenti  negativi , le  due  progressioni  pos- 
sono scriversi  cosi 

a-3P  : a~>P  : a~P  : 1 : aP  : fl’/3  : a*P . . ., 

3,3  . — 2/3  . /3  . 0 . /3  H?  . 3/3...; 
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ed  allora  è chiaro  che  chiamando  x un  termine  qualunque  della 
seconda,  ed  y il  termine  corrispondente  della  prima  dee  sempre 
aversi  la  relazione  y=ax.  Dunque  possono  ancora  definirsi  t lo- 
garitmi dei  numeri  come  gli  esponenti  delle  potenze  a cui  bisogna 
innalzare  una  quantità  costante  che  dicesi  base  , per.  aver  tutti 
t numeri. 

9i4l.  Adottando  questa  definizione  s’intende  sempre  che  la 
base  dee  essere  una  quantità  reale  e positiva.  È d'  altronde  fa- 
cile dimostrare  che  può  darsi  ad  essa  una  grandezza  qualunque , 
diversa  però  dell’unità.  Ciò  torna  a dimostrare  che  se,  nell’equa- 
zione esponenziale 

[i] 

si  danno  all’esponente  x tutti  i valori  possibili,  e negativi  e po- 
sitivi, i corrispondenti  valori  di  x conterranno  tutti  i stati  di 
grandezza  tra  zero  e l’infinito. 

In  primo  luogo  sia  a>l.  Dando  ad  x valori  positivi  crescenti 
» partir  da  zero , come  TV , • • • si  à 

± ì.  1 

y=a®,  a10,  a*®,  a1®,  ecc. 

I o_ 

ovvero,  facendo 

y=l,  a',  a'*,  a,J,  ecc. 

or  a'  è una  quantità  maggiore  di  1 ; quindi  questa  serie  è cre- 
scente fino  all’infinito.  Di  più  è chiaro  che  facendo  crescere  x 
per  differenze  sempre  minori  di  posson  ravvicinarsi  sempre 

più  i valori  di  y.  Facciamo  x= — z,  avremo  y=a~t=^i  • Or , per 

ciò  che  abbiam  detto  precedentemente , dando  a z tutti  i valori 
positivi  a partir  da  zero , a*  crescerà  d’ una  maniera  continua  da 
uno  fino  all’ infinito;  dunque  il  quoziente  di  1 per  a‘  diminuirà 
da  i sino  a zero.  Dunque  i valori  negativi  di  x tra  zero  e l’ in- 
finito fan  prendere  ad  y tutti  i valori  decrescenti  da  1 fino  a 
zero. 

In  secondo  luogo  sia  a<l:  facciamo  a=~i  avremo 

a 


1 


Or  a!  è > 1 ; dunque  secondoche  x crescerà  positivamente  o ne- 
gativamente , a'*  crescerà  a partir  da  1 fino  all’  infinito,  o decre- 
scerà a partir  da  1 fino  a zero  ; quindi  y dovrà  decrescere  da  1 a 
zero  o crescere  da  1 all’ infinito. 
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Conchiudiamo  adunque  che  ogni  numero  diverso  dall’unità  può 
prendersi  per  base  di  un  sistema  di  logaritmi. 

La  discussione  precedente  dimostra  inoltre:  1.»  che  in  ogni 
sistema,  il  logaritmo  di  1 è uguale  a 0 e quello  della  base  è 
uguale  ad  1;  2.°  che  nei  sistemi  la  cui  base  è >1  si  à log  oo=oo 
e log  0= — oo  : 3.°  che  in  quelli  la  cui  base  e <1  dee  al  con- 
trario aversi  log  oo= — oo  e log  0=oo. 

355.  Per  la  nuova  definizione  (353),  le  proprietà  dei  loga- 
ritmi si  deducono  immediatamente  da  quelle  degli  esponenti.  In 
effetti  sieno  y,  y' , y dei  numeri  i cui  logaritmi  sono 
sr , x' , x" ,. ...  per  tal  definizione  dee  aversi 
y^a1 , y'=^ , y"=a*" 
dunque  per  le  regole  relative  agli  esponenti  si  avrà 
yy'y"‘  • ■ • • ■=a*^x'+J'  • • ■ 

y ax 

2-  — — a*-* 

y‘  axt  9 

.n / x\n nx 

y =1°  ) =a  y 

n * * 

Vy  = Va  —a. 

Ma , per  la  definizione , gli  esponenti  di  a , negli  ultimi  membri 
sono  i logaritmi  delle  quantità  che  son  nei  primi;  dunque  ab- 
biamo cosi  le  proprietà  conosciute. 

35®.  Considerando  sempre  i logaritmi  come  esponenti,  pro- 
poniamoci di  calcolare  il  logaritmo  di  un  numero  dato  b.  Questo 
problema  su  cui  poggia  la  costruzion  delle  tavole,  si  riduce  a ri- 
solvere l’equazione 

ar=b. 

L’incognita  è all’esponente,  ed  i metodi  finora  esposti  non  sono 
applicabili  a questo  caso.  Ecco  perciò  quello  a tenersi. 

Supponiamo  i numeri  neh  tutti  due  >1.  Dando  ad  x suc- 
cessivamente i valori  0,  1,  2,  ecc.,  si  arriverà  a due  potenze  a 
ed  a"+I  tra  cui  sarà  compreso  b , ed  allora  è chiaro  che  x sarà 

tra  n ed  n-f-1  ; quindi  si  farà x=n-{-—:  e quindi  l’equazione 
a*—b  diventa 


7=b, 


*5 

da  cui  a*  =—  • 
a* 


Facciamo,  per  abbreviare,  — =c,  ed  innalziamo  l’ultima  egua- 
glianza alla  potenza  x':  avremo 

? =a. 
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Or  e è > 1 c < a , poiché  b è > a"  e < a*+«  ; dunque  facendo 
le  potenze  c* , e* , e5 , ...  si  vedrà  che  a è compresa  tra  due 
potenze  consecutive  e*'  e c*'+' , e che  quindi  x'  è compreso  tra 

n1  ed  n’-f-l.  Si  farà  dunque  , e Si  avrà 

c*,+7  = a , da  cui  c?—  — : 
cn 

* ^ 
e quindi,  innalzando  alla  potenza  x"  e faeendo  — = d ; 

d*"=c. 

Operando  similmente  su  questa  equazione  ,-  si  troverà  fra  quali 
numeri  intieri,  n"  ed  n"+l,  dee  essere  x'*.  Si  farà  ancora 

x' '=n"-\-  c si  continuerà  lo  stesso  andamento  finché  sarà 
conveniente. 

Ravvicinando  ora  le  relazioni  trovate  precedentemente , 

® = x '=n'+i,  x"=n"-i-pr,  ecc., 

potrà  esprimersi  x per  questa  frazione  continua 


i i 

»"-f-eee. 


Per  la  teoria  di  tal  genere  di  frazioni,  sappiamo  che  quanti  più 
termini  si  prendono,  tanto  più  si  accosta  ai  vero  il  valore  di  x , 
e che  anche  potrà  rendersi  l’errore  quanto  si  voglia  piccolo. 

35».  Prendendo  10  per  base,  si  à evidentemente  10* =10, 
10 *=100,  ece.  5 dunque  i logaritmi  dei  numeri  1,  10,  100,  ecc., 
sono  0,  1 , 2y  ecc.  ,•  ed  in  generale  log  10*=*.  E qui  natural- 


mente si  riproducono  le  osservazioni  già  fatte  sulla  caratteristica, 
n.‘  *4®  e fe4V,  a etri  ci  riportiamo.  Per  avef  I logaritmi  degli  altri 
numeri,  éovran  risolversi  successivamente  le  equazioni  10x=2, 
10*=3,  10*=4,  ecc.,  il  che  non  offre  più  alcuna  difficoltà. 
Bisogna  ricordarsi  ancora  che  basta  cercare  i logaritmi  dei  soli 


numeri  primi;  poiché  con  semplici  addizioni  si  avranno  quelli 
dei  numeri  composti. 

*4®,  Nelle  tavole  f logaritmi  sori  Sempre  espressi  in  decimali 
quindi  importa  poco  sapere  se  esistono  altri  numeri  diversi  dalle 
potenze  di  10  che  abbiano  logaritmi  commensurabili;  non  per 
tanto,  per  soddisfare  il  lettore,  tratteremo  anche  questa  quistione. 

Per  maggior  generalità  cercherem  da  prima  i caratteri  per  ri- 
conoscere sj  x è commensurabile  nell’  equazione  a'=b , a e b es* 
sendo  numeri  intieri  e positivi . 

kez.  di  Alg.  31 
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Sia  dunque  ;r=~>  m ed  « essendo  numeri  intieri:  si  à 

m 

a~—b,  da  cui  am=bm. 

Non  possono  esser  in  a " altri  fattori  primi  oltre  quelli  che  sono 
in  a,  ne  in  V altri  fattori  primi  oltre  quelli  che  sono  in  6; 
dunque  l'ultima  eguaglianza  esige  che  i fattori  primi  di  b sieno 
gli  stessi  die  quelli  di  a.  Supponiamo  e b=af'Pì'y": 

avremo 

(»'j3y)":=(»"/ JVT  ovvero 

Ma  perchè  questa  uguaglianza  sussista,  è mestieri  che  ciascun 
fattore  primo  entri  lo  stesso  numero  di  volte  nei  due  membri  ; 
dunque  dovrà  aversi  mp=np’,  mq=nq',  mr^=nr',  da  cui  ricavasi, 

m p'  m m r' . 

n p ’ n q ’ n r ’ 

quindi  si  inno  questi  caratteri 

P 9 r' 

Reciprocamente  ammettiamo  die  s’abbia 

r «=*' PV, 

per  cui  — prendendo  siavràpx^p', 

qx=q' , rx=r',  c quindi 

a'=»7y'=.TV"=^. 

Dunque  perchè  x sia  commensurabile  è necessario  e sufficiente' 
che  a e b sien  composti  degli  stessi  fattori  primi,  e che  il  rap- 
porto tra  gli  esponenti  di  b e gli  esponenti  di  a sieno  eguali  (*).• 
Quando  o=10=2x5 , dovrà  aversi  fc=2p'x51'  e p'==q'  : dun- 
que k=2p'x5p'=10p' , cioè  che  le  sole  potenze  di  10  anno  loga- 
ritmi commensurabili. 

SA  ».  Considerando  i logaritmi  come  esponenti , ed  avendoli 
calcolati  per  una  base  particolare , sarà  facile  il  passaggio  ad 
un  altro  sistema.  In  etfetti  essendo  a'  la  nuova  base  e rappre- 
sentando x'  il  logaritmo  d’ un  numero  qualunque , per  questa  base 
dee  aversi: 

o''=y. 

Or  prendendo  i logaritmi  di  questi  due  membri  nel  primo  sistema 

■ ■ 

(*)  1 casi  io  cui , a e b csscudo  frazioni  o radicali , si  vuole  ancora 
che  x fosse  commensurabile,  si  tratteranno  »u  modo  ansioso. 

I 

) 

« 

\ 

I 
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«<i  osservando  (•**)  che  log  a'*'=x'  log  a’ , si  avrà 

x ' log  o'=log  y,  da  cui  ar'  = £^. 

log  a' 

HE* 

Ouervazione.  Da  questa  uguaglianza  ricavasi  ancora = 

log  » 

dunque  qualunque  sia  il  numero  y,  esiste  un  rapporto 

costante  tra  i suoi  logaritmi  presi  ne’ due  sistemi.  Quando  con- 
siderammo i logaritmi  come  termini  d’  una  progressione,  tal  con- 
seguenza si  presentò  da  principio  (S&8) , e quindi  se  ne  dedusse 
il  valore  di  x';  or  succede  il  contrario. 

#•©.  Sia  una  progressione  geometrica  qualunque 
4f  • • • h : hq  : hq * : hqs  : ecc. , 
i logaritmi  dei  differenti  termini  saranno 

log  h,  log  ò-|-log  q,  log  A-f-2  log  q , ecc. 

Dunque  * logaritmi  dei  numeri  in  progressione  geometrica  tono 
in  progressione  aritmetica. 

Supponendo  A=1  le  due  progressioni  saranno 

1:  q:  q *:  </s:  ecc.  , 

■7T‘  • • 0 . log  q . 21og  q . 31og  q . ece. . 

II  che  conduce  alla  definizione  dei  logaritmi  data  da  principio. 

Due  quittioni  principali  che  ritolvonti  con  le  tavole  de’  logaritmi. 

SAI.  La  prima  quistione  che  si  risolve  mercè  le  tavole  de’loga- 
ritmi  si  è : dato  un  numero  qualunque  N,  trovare  il  suo  logaritmo. 

Le  tavole  di  Callet  che  sono  le  più  comuni , contengono  i 
logaritmi  dei  numeri  da  1 fino  a 108  000.  Esse  diconsi  a sette 
cifre  decimali , poiché  in  effetti  danno  esse  i logaritmi  con  7 
cifre  decimali , non  pertanto  dee  osservarsi  che  in  qualche  parte 
ve  ne  sono  8.  Per  ridurre  queste  tavole  d’ un  uso  comodo , si 
son  soppresse  da  per  tutto  le  caratteristiche  come  antecedente- 
mente conosciute  (#47) , e si  è adottato  ancora  una  disposizione 
particolare  che  andremo  ad  esporre  percorrendo  i differenti  casi 
della  quistione  di  cui  si  tratta. 

I.*  Caso.  Supponiamo  il  numero  N intiero  e <108  000. 

Da  1 a 1200,  non  abbisogna  alcuna  spiegazione.  Ad  esempio 
cercando  il  logaritmo  di  652 , si  cercherà  questo  numero  nella 
colonna  N , e si  troveranno  al  lato  di  esso  le  otto  cifre  deci- 
mali 81421760,  c rimettendo  la  caratteristica  si  avrà  log  652= 
2,81121760. 
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A]  di  là  di  1200  la  disposizione  è meno  semplice.  Nella  coromm 
N i numeri  si  succedono  senza  interruzione  da  1200  fino  10  800, 
e i loro  logaritmi  si  trovano  ancora  nella  colonna  immediatamente 
a dritta.  Cosi  cercandosi  il  log.  di  3156  , si  troverà  da  prima 
il  numero  3456  nella  colonna  N , e si  osserverà  che  nella  colonna 
a dritta  mancando  le  tre  prime  cifre  decimali , dovranno  ripetersi 
quelle  scritte  immediatamente  sopra  ; quindi  si  avrà,  rimettendo 
la  caratteristica  log  3156=3  , 5385737. 

Pare  cosi  che  Je  tavole  s’ arrestassero  a 10  800  ; ma  per  mezzo 
delle  cotonilo  1,  2,  3,  ....9  esse  realmente  si  estendono  a 
108  000.  Da  prima,  se  un  numero  è decuplo  d'uu  altro,  la  porte 
decimale  del  suo  logaritmo  è la  stessa,  da  ciò  segue  che  la  colonna 
segnata  0 dà  anche  di  10  in  10  i logaritmi  dei  numeri  fino  a 
108  000.  Per  i numeri  intermedi  bisogna  servirsi  delle  coloime 
1 , 2 , 3. . . .9  come  andremo  esponendo. 

Al  di  là  di  10  200  i logaritmi  dei  numeri  che  non  differiscono 
tra  loro  che  nejl’  unità  avendo  le  tre  prime  cifre  decimali  comuni , 
si  sono  scritte  queste  una  sola  volta  nella  colonna  0 , ponendo 
nelle  colonne  seguenti  lo  sole  quattro  ultime  cifre  decimali.  Così 
per  aver  il  log  di  34567 , si  farà  astrazione  dalle  unità  7,  cer- 
cando 3456  nella  cplonna  N,  indi  progredendo  orizzontalmente, 
a partir  da  questo  numero  fino  alla  colonna  7 , si  prenderanno 
le  ultime  cifro  6617  del  logaritmo  richiesto  ; avendosi  le  prime 
prendendo  il  numero  isolato  538  che  si  trova  nella  colonna  O 
immediatamente  sopra , c rimettendo  la  caratteristica  si  avrà 
log  34567=4  , 5386617. 

II.°  Caso.  Supponiamo  il  numero  N intiero  e > 108000. 

Sia  N = 3456789.  Separiamo  tante  cifre  a dritta  per  quanto 
la  parte  rimanente  non  superi  108000;  abbiamo  cosi  il  numero 
N'=34567,89,  che  è 100  volte  <N,  ma  il  cui  logaritmo  à la 
stessa  parte  decimale  che  quella  di  N (»■!•).  Non  considerando 
che  la  parte  intiera  di  N1;  cercheremo  log  34567  come  nel  J.#  caso, 
ed  avremo,  fatta  astrazione  dalla  caratteristica,  log  34567  = 
0,5486617.  Ma  N'  essendo  > 34567  per  0,89,  il  logaritmo  di  N' 
dovrà  esser  maggiore  del  precedente  per  una  certa  quantità  che 
andiamo  a cercare.  Ammettiamo  per  un  momento  che  gli  accre- 
scimenti dei  numeri  sieno  proporzionali  a quelli  dei  loro  loga- 
ritmi; si  osserverà  allora  che  le  tavole  contengono,  nell’ ultima 
colonna  a dritta , le  differenze  , tutte  calcolate , tra  i logaritmi 
dei  numeri  consecutivi;  c che,  per  i numeri  31567  e 31568. 


LEZIONI  DI  ALGEBRA.  26» 

questa  differenza  tavolare  è di  196  unità  decimali  dell’ ultimo 
ordine.  Danque  bisogna  aggiungere  questo  al  log  di  34567  quando 
questo  logaritmo  aumenta  di  un’  unità  ; quindi  quando  aumenta 
di  0,89,  si  avrà  ciò  che  bisogna  aggiungere  al  suo  logaritmo 
facendo  la  proporzione 

1:0,89;  ;126:x  da  cui  a=126x0, 89=112, 14. 

Si  disprezzerà  la  frazione  0,14  come  minore  dell’ unità  decimalo 
del  7.®  ordine,  e si  à semplicemente  x=112.  Può  ancora  -evi- 
tarsi la  moltiplicazione  126X0,89;  poiché  v’à  nelle  tavole  al  di 
sopra  di  126  una  piccola  colonna  di  parti  proporzionali,  che  con- 
tiene i prodotti  di  questa  differenza  per  tì  , ts,  eoe.,  e che  dà 
immediatamente  126  x 0,8=161,  126  x0,09=11,3  ; dunque 
126x0, 89=101-1-11=112.  Comunque  si  trova  questo  prodotto, 
addizionandolo  al  log.  di  34567,  e rimettendo  la  caratteristica 
si  avrà  il  logaritmo  richiesto  cioè  log  3456789=6,5386729. 

I calcoli  che  abbiam  finora  esposti  potran  disporsi  così: 
N*3456789 

log  34567  .0,5380617 


per  0,8  101 

per  0,09 il 


log  3456789  6,5386729. 

Osservazioni.  La  proporzione  tra  gli  accrescimenti  dèi  numeri 
e quelli  dei  logaritmi  non  è vigorosamente  esatta.  Essa  dà  solo 
un’ approssimazione  bastevole,  quando>  i numeri  son  molto  grandi 
e gli  accrescimenti  son  piccolissimi.  E perciò  essenziale  di  stac- 
care a dritta  del  numero  dato  il  minor  numero  di  cifre  possibile. 

Dovendo  trovar  il  log.  di  345678987,  bisognerebbe  separar 
quattro  cifre;  e,  calcolando  la  differenza  corrispondente  a 0,8987, 
si  avrebbe  126x0,8=461,  126x0,09=11,3, 126x0,008=1,01, 
126x0,0007=0,088,  Or  addizionando  questi  prodotti  parziali  si 
vede  che  l’ultimo,  quello  cioè  ohe  risulta  dalla  cifra  7 non  à al- 
cuna influenza  sulla  settima  cifra  decimale  del  logaritmo.  Questo 
esempio  dimostra  che  in  genoralo , quando  bisognerà  separar  più 
di  3 cifre  perchè  la  parte  restante  a sinistra  non  superi  108000, 
potran  ritenersi  come  zero  la  4.*  cifra  e le  seguenti  (*). 

HI.®  Caso.  Supponiamo  che  N contenga  delle  parti  decimali. 

(‘)  Per  aver  l' approssimazione  sa  coi  possa  contarsi  facendo  nso  delle 
tavole  logaritmiche  potrà  consultarsi  la  nota  di  Vincent,  inserita  nell'al- 
gebra del  signor  Boubbon. 


Digitized  by  Google 


270 


LEZIONI  DI  ALGEBRA. 


Sia  N=34, 56789.  Facciamo  astrazione  dalla  virgola  od  ope- 
riamo come  se  N fosse  intiero.  La  parte  decimale  del  logaritmo 
non  sarà  punto  alterata,  e dando  ad  essa  la  caratteristica  con- 
veniente , che  è sempre  precedentemente  conosciuta , e che 
nell’ esempio  nostro  è 1 si  avrà  il  logaritmo  richiesto,  cioè: 
log  31,56789=1,5386729. 

Sia  ancora  N=0, 003-156789.  Operando  senza  far  attenzione 
alla  virgola,  e tralasciando  sempre  la  caratteristica,  si  troverete 
he  0,5386729.  Sarebbe  questo  precisamente  il  logaritmo  del  nu- 
mero dato,  se  in  quello  la  virgola  fosse  alla  dritta  della  prima 
cifra  significativa  3.  Ma  così  il  numero  sarebbe  moltiplicato  per 
1000  ; dunque  bisognerà  sottrarre  3 dal  logaritmo  precedente , 
K si  avrà  log  0,003156789=0,5386729— 3=— 2,4613271. 

Questo  logaritmo  è del  tutto  negativo  ma  perciò  che  si  è detto 
al  n.°  34»,  si  potrà,  adoperando  la  caratteristica  negativa "3, 
evitare  la  sottrazione  scrivendo  semplicemente  log  0,003-156789 
=3,5386729. 

IV. ° Caso.  Supponiamo  che  N sia  un  numero  frazionario. 

Se  si  ànno  intieri  uniti  ad  una  frazione,  si  riduce  il  tutto  ad 
una  espressione  frazionaria  che  si  considererà  come  un  quozien- 
te ; e quindi  si  sottrarrà  il  logaritmo  del  denominatore  da  quella 
ilei  numeratore.  Si  à così 


Trattandosi  d’una  frazione  vera,  si  sottrae  ancora  il  logaritmo 
del  denominatore  da  quello  del  numeratore;  ed  allora  si  à un 
logaritmo  negativo:  così 


Ma  può  aversi  facilmente  un  logaritmo  la  cui  sola  caratteri- 
stica sia  negativa.  Basta  perciò  aggiungere  al  primo  logaritmo 
tante  unità , quante  bastano  perchè  la  sottrazione  possa  farsi , e 
dare  in  seguito  al  resto  per  caratteristica  questo  numero  di  unità 
preso  negativamente.  In  effetti  aggiungendo  2 al  logaritmo  di  3 , 
nell'esempio  precedente,  si  avrà 


1,67209786 

—0,17712125 

1,19197661. 


0,17712125 

—1,67209786 

—1,19497661. 


—24-2,17712125 

—1,67209786 


2,80502339. 
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Per  maggior  uniformità  può  convenirsi  di  aggiunger  sempre  10 
alla  caratteristica  del  numeratore;  allora  bisognerà  toglier  10  a 
quella  del  resto,  il  che  darà  una  caratteristica  negativa. 

S419.  La  seconda  quistione  che  le  tavole  servono  a risolvere 
si  è : Essendo  doto  un  logaritmo  L trovare  il  numero  corrispon- 
dente. 

I. °  Caso.  Supponiamo  che  la  parte  decimale  di  L sia  positiva 
e si  trovi  nelle  tavole. 

Sia  1=5, 5386617.  Si  cercherà  nelle  tavole  al  di  là  di  10800, 
della  colonna  segnata  0 , il  log.  che  si  accosta  più  alla  parte  de- 
cimale di  L;  indi  progredendo  nella  linea  orizzontale  fino  alla 
colonna  segnata  7 , in  cui  si  trovano  le  quattro  ultime  cifre  de- 
cimali 6617,  di  L.  Allora  si  prenderà  nella  colonna  N il  nu- 
mero 3-456 , dopo  il  quale  si  scriverà  la  cifra  7 ; e si  otterrà  cosi 
il  numero  3-4567  che  sarebbe  il  numero  richiesto  se  la  caratte- 
ristica data  fosse  4.  Ma  la  caratteristica  data  era  5;  dunque  bi- 
sognerà moltiplicare  34567  per  10 , e si  avrà  il  numero  cercato 
=345670. 

Sia  1=2,5386617.  Dopo  aver  trovato  come  precedentemente 
il  numero  34567  si  osserverà  che  la  caratteristica  data  essendo 
solamente  2 , questo  numero  dee  essere  diviso  per  100,  dunque 
il  numero  cercato=345,67. 

Sia  ancora  1=2,5386617.  Il  seguo  — situato  sul  2 indica  che 
la  sola  caratteristica  è negativa.  Dopo  aver  trovato  il  nume- 
ro 34567 , siccome  la  caràtteristica  era  4 , si  osserverà  che,  per 
passar  alla  caratteristica  ~2,  bisognerebbe  sottrarre  6 da  4 ; dun- 
que il  numero  34567  dee  esser  diviso  per  10*;  dunque  il  nu- 
mero cercato  =0,034567. 

Bisogna  in  somma  aver  assai  cura,  nell' aggiungere  gli  zeri  o 
nel  situar  la  virgola  che  la  cifra  dell’ordine  il  più  alto  sia  sempre 
tale,  che  la  caratteristica  data  le  convenga. 

II. 0  Caso.  Supponiamo  che  la  parte  decimale  di  L sia  positiva 
ma  non  compresa  nelle  tavole. 

Sia  1=2,4971499.  Cercando,  come  precedentemente,  se  la 
parte  decimale  si  rattrova  nelle  tavole,  si  scorge  che  è d’essa 
Compresa  tra  0,4971371  e 0,4971509.  Se  questa  parte  fosse  esat- 
tamente 0,4971371,  il  numero  corrispondente  dato  dalle  tavole, 
fatta  astrazione  dall’ ordine  delle  unità,  sarebbe  31415.  Ma  essa 
supera  0,4971371  di  128,  il  che  dee  produrre  un  aumento  nel 
numero  31415.  Or  la  differenza  tavolare  più  prossima  si  è 138, 
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e corrisponde  essa  ad  un  aumento  di  un’  unità  ne)  numero  31415  ; 
dunque  ammettendo  sempre  thè  vi  sia  proporzione  tra  gli  accre- 
scimenti dei  numeri  e quelli  dei  logaritmi,  l’ aumento  cercato  si 
avrà  dalla  proporzione, 

138  : 128  :*  i f da  etti  =0,98. 

13o 

In  seguito  il  numero  Cercato , fatta  astrazione  dall’ ordine  del- 
l’ unità,  sarà  composto  dalle  cifre  3141593.  Ma  siccome  la  ca- 
ratteristica data  è 2,  questo  numero  non  dee  aver  che  tre  cifre 
nella  sua  parte  intiera;  dunque  finalmente  il  numero  cercato 
=314,1593. 

Le  parti  proporzionali  della  differenza  tavolare  possono  rispar- 
miare la  divisione  di  128  per  138.  La  parte  minore  di  128  e 
clic  si  accosta  piu  si  è 124,  questa  parte  corrisponde  a 0,9,  c 
si  anno  4 unità  di  resto.  Ponendo  un  zero  a dritta  di  4,  si  à 40 
che  differisce  pochissimo  dalla  parte  41  e siccome  accanto  a 41 
vi  è 3,  conchiudesi  che  40  corrisponde  a 0y3;  donque  4 corri- 
sponde a 0,03.  Quindi  il  numero  cercato  si  compone  delle  ci- 
fre 3141593;  dunque  tenendo  conto  della  caratteristica  2 sarà 
questo  numero  =314,1593, 

Potranno  disporsi  i calcoli  come  segue! 

L = 2,4971199 

Per  0,4971371.,...,  3141!$ 


1. °  resto  128......  Off 

2. *  resto  4 003 

Numero  cercato. .........  814,1593. 


Quando  la  caratteristica  è negativa  i calcoli  van  similmente- 
Non  si  tiene  di  essa  alcun  Conto  da  prima , ma  se  ne  tien  conto 
all’ultimo  per  determinar  il  posto  delle  unità  dell’ordine  il  più 
alto. 

III.0  Caso.  Supponiamo  che  il  logaritmo  dato  L sta  del  tutto 
negativo. 

Sia  L= — 1 ,8753145.  Prendiamo  questo  logaritmo  positivamente 
c cerchiamo  il  numero  corrispondente  N.  Dividendo  l’unità  per  N 
si  avrà  il  numero  cercato;  poiché  il  logaritmo  di  1 essendo  0, 
è chiaro  che  il  logaritmo  di  questo  quoziente  sarà  eguale  a 
— log  N ossia  L. 

Potrebbe  ancora  evitarsi  la  divisione  di  1 per  N,  riducendo  il 
logaritmo  dato  ad  un  altro  di  cui  la  sola  earatteristica  sia  nega- 
tiva : or  ciò  si  farà  facilmente  aggiungendo  2 ad  N e prendendo 
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27.1 


in  seguito  2 per  rara tt eristica.  In  effetti  si  à 

L= — 2+  (2—1,8753115)  =2, 1210833; 
ed  allora,  operando  come  nel  secondo  caso,  si  trova  il  numero  cer- 
cato =0,01332556. 

Complementi  aritmetici.  • — Esempi  di  calcoli  effettuati  co'  logaritmi.  — 
Risoluzione  delle  equazioni  esponenziali. 

383.  Spesso  nei  calcoli  debbono  addizionarsi  dei  logaritmi,  e 
dalla  loro  somma  sottrarre  altri  : noi  andremo  a far  vedere  co- 
me posson  tutte  queste  operazioni  ad  una  sola  addizione  ridursi , 
mercè  i complementi  aritmetici. 

Sieno  p,  q,  r , s , più  logaritmi,  i quali  son  quasi  sempre  mi- 
nori di  10,  e supponiamo  che  debbansi  effettuare  i calcoli  indicati 
nell’  espressione 

~=P+<Ì — r — s. 

Può  scriversi  da  prima  s=p-f-«j+(  10 — ri +(10 — *) — IO — 10;  e, 
facendo  in  seguito  10 — r — r'  e 10 — «=#' , si  avrà 
z=p-\-q-\-r'-\-*' — 1 0 — 10. 

Cosi  z si  avrà  addizionando  p,  q,  r' , e togliendo  2 decine 
dalla  somma.  Or  questa  sottrazione  ò facile  a farsi , come  ancora 
quelle  che  servono  per  aver  r'  ed  »'  ; poiché,  ad  esempio,  per  aver 
r'  non  si  avrà  che  a sottrarre  da  10  la  prima  cifra  significativa 
di  r sulla  dritta,  e da  9 tutte  le  altre  cifre  a sinistra.  Il  resto 
di  tal  sottrazione  si  è il  complemento  aritmetico. 

Può  quindi  stabilirsi  la  regola  che  per  sottrarre  dei  logaritmi 
possono  addizionarsi  i loro  complementi  aritmetici  purché  si  tolgano 
dalla  somma  tante  decine  quanti  complementi  aritmetici  si  son  presi 

384.  Supponiamo  che  si  debba  cercare  il  valore  dell’espressione 

7340x3349 

T— 681,8x303,1  ‘ 

con  l’ approssimazione  di  0,01.  Per  le  proprietà  de’ logaritmi  si  à 
log  a=log  7340+Iog  3549 — log  081,8 — log  593,1. 

Non  adoperando  i complementi,  si  ànno  i calcoli  seguenti: 
log  7£10=3, 8656961  log  681,8=2,8336570 

log  3519=3,5301000  log  593,1=2,7731279 

soinma=7,4158021.  somma=5, 6067819. 

. 1.*  somma=7, 4158021 

2.*  somma= 5,6067819 

dilf.  oìog  ,r  = 1,8090172. 

Lez.  di  Alg.  35 
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Ma  riesce  più  semplice  adoperando  i complementi:  si  à cosi 
log  7340  = 3,8656961 
log  3549  = 3,5501060 
compì.  log  681,8=7,1663430 
compì,  log  593,1=7,2268721 


Som. — 20  o log  x=  1,8090172 
log  100x  = 3,8090172 
100# =6442 


x=64,42. 

Abbiamo  sottratto  20  a causa  di  2 complementi;  ed  in  seguito, 
volendo  conoscere  x con  l’ approssimazione  di  0,01 , abbiamo  ag- 
giunto 2 alla  caratteristica  di  log.  x.  Abbiamo  avuto  così  il 
log.  di  100# , e quindi  è bastato  cercare  il  numero  intiero  il  più 
prossimo  a cui  quest’ultimo  logaritmo  corrisponde.  Si  è trovato 
così  con  poco  eccesso  #=64,42. 

305.  Sia  ora  a calcolarsi  con  l'approssimazione  di  0,00001  il 
quoziente 


(1/146298)* 

X — ' ~ * 

(|/9«8789j‘ 

Prendendo  il  logaritmo  del  numeratore  e quello  del  denominatore, 
e sottraendo  l’un  dall’altro,  si  à 

log  x=j  log  146298 — l log  988789. 

Ecco  il  quadro  dei  calcoli 


log 

per 


4 log  146298 


14629 

0,8. 


0,1652146 
238 


log  146298... 
prodotto  per  4 . . . 
quoziente  per  5 . . . 


5,1652384 

20,6609536 

4,1321907 


£ log  988789 

log  98878  ...  0,9950997 

per  0,9...  40 

5,9951037 
29,9755185 
4,9959197 


log  988789.. 
prodotto  per  5 . . , 
quoziente  per  6. . . 


4 log  146298  = 4,1321907 
compì.  £ log  988789=5,0040803 


som. — 10  o log  #=1,  1362710 
log  100000# = 4 ,1362710 
100000#= 13686 
#=0,13686. 

SM.  Si  abbia  a risolvere  l’equazione  esponenziale 

/H7  \* 8493 

1,337/  73  ' 
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Prendendo  i logaritmi,  si  avrà 

x (log  1 17  — log  337)  = log  8493  — log  73 , 
log  8493  — log  73 


da  coi 


log  8493=3,9-2906  li 
log  73=1,8633229 
differenza=2, 0657382 


log  337  -log li 7 


log  337=2,5276299 
log  117=2,0681859 
differenza  =0,4594110 
20657382 
4594440  ’ 

Chiameremo  x'  il  valore  di  x,  fatta  astrazione  del  segno 
andremo  a trovar 
log  20657 
per  0,3 

per  0,08  . 

per  0,002 . . 


ed 


log  20657382  = 
log  4591440  = 


x'  per  mezzo 
0,3150672 
63 
168 
42 

dei  logaritmi, 
log  45944 
per  0,40 

...  0,6622288 
38 

log  4594440 

= 6,6622326 

7,3150752 

6,6622326 


diff.  o Ioga:'  = 0,6528126 

Giunti  a tal  punto , dobbiam  trovare  il  numero  corrispondenta 
al  logaritmo  trovato,  come  si  è detto  al  n.°  333  (II.  caso). 
log  x'  = 0,6528-126 
per  0,6528360  ...  44961 


1.®  resto 

66  . 

06 

2. 4 resto 

80  . 

008 

3.°  resto 

20  . 

0002 

xf= 

4,4961682 

X =■ 

— 4,49616 

Non  abbiam  posto  che  una  sola  cifra  nella  parte  intiera  poiché 
la  caratteristica  di  log  x’  era  0.  Abbiam  posto  poi  semplicemen- 
te x=  — 4,49616,  poiché  in  calcoli  di  tal  fatta,  quando  si  passa 
dai  logaritmi  ai  numeri,  non  può  contarsi  sull’ esattezza  della 
7.»  cifra. 

309.  Gran  vantaggio  si  ritrae  ancora  dai  logaritmi  per  le  qui- 
stioni  relative  alle  progressioni  geometriche.  Cosi,  prendiamo  la 
forinola  del  n.<>  318 


S 


m-  » »-i 

n-i_  r- 1 

VT-yà 
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Primieramente  la  scriveremo  così 


quindi  calcoleremo  le  due  radici  coi  logaritmi.  Chiamando  r ed  1/ 
queste  due  radici , avremo 

a «(*—*) 

a. - — 1 

y—i 

espressione  che  potrà  anche  essa  calcolarsi  coi  logaritmi. 

Ma  sembra  quasi  indispensabile  l’ uso  dei  logaritmi  quando  cer- 
casi il  numero  dei  termini  d’una  progressione  geometrica.  Al- 
lora P equazione  a risolvere  si  è 

aq»->  — lf 

in  cui  l’incognita  n è all’esponente.  Si  prenderanno  dunque  i lo- 
garitmi de’ due  membri,  il  che  darà  log  <M-(n — 1)  log  <7=  log 
da  cui  si  ricaverà  il  valore  di  n,  riportato  al  n.°  SIS, 

1 , log  iog« 

log  9 

Questioni  suyli  interessi  composti. 

S8S.  Spesso  avviene  che  uomini  industriosi  facendo  progetti  la 
cui  esecuzione  torni  loro  a vantaggio  manchino  decapitali  necessari 
per  effettuarli,  mentre  al  contrario  altri  che  li  posseggono  sono 
ignari  de’ mezzi  onde  trarne  alcun  utile.  Quindi  succede  che  gli 
ultimi  prestino  i loro  capitali  ai  primi.  Tuttavolta,  siccome  àn 
questi  rinunciato  all’uso  de’ loro  capitali  durante  un  tempo  de- 
terminato , è giusto  che  ne  esigono  non  solo  il  rimborso , ma 
ancora  un  certo  utile  o lutereste  in  proporzione  de’ capitali  stessi, 
e del  tempo  per  cui  li  àn  loro  prestati.  Questo  è in  poche  pa- 
role l’origine  e la  natura  del  prestito  ad  interesse.  Per  regolar 
ogni  contrattazione  di  tal  fatta  si  stabilisce  comunemente  l’inr 
teresse  che  su  di  una  determinata  somma , ad  esempio  100  fran- 
chi, debba  riscuotersi  in  un  anno,  e ciò  diccsi  la  ragione  dell’in- 
teresse. 

L’interesse  può  esser  semplice  0 composto.  È semplice  quando 
si  riscuote  al  termine  di  ogni  anno,  è composto  quando  si  la- 
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, scia  ugni  unno  in  mano  del  debitore  per  aumento  del  capitale 
che  dee  dare  l’ interesse  l’ anno  appresso.  Le  quistioni  d’ interesse 
semplice  non  presentano  alcuna  difficoltà,  quindi  ci  occuperemo 
soltanto  delle  quistioni  d'interesse  composto. 

3tt9.  Estendo  data  una  somma  ad  interesse  composto,  che  ad- 
diviene questa  somma  per  l’accumulazione  degli  interessi,  al  ter- 
mine d’ un  certo  numero  di  anni? 

Chiamiamo  a la  somma  data  ad  interesse,  r l'interesse  d’un 
franco  per  anno,  ed  n il  numero  dagli  anni. 

Egli  è chiaro  che  la  somma  a dee  dare  rXa  o ar  durante 
un  anno , ed  aggiungendo  quest’  interesse  al  capitale  si  avrà  a-\-ar 
ovvero  a(l-f-r).  Dunque  per  aver  ciò  che  diventa  un  capitale  du- 
rante un  anno  bisogna  moltiplicar  questo  capitale  per  I— f— r. 

Al  termine  del  l.°  anno  essendo  il  capitale  <i(t-|-r),  sarà  dopo 
2 anni  a(l-f-r)*  ; e dopo  3 anni  a(l+r)3;  ed  in  generale  dopo  n 
anni  o(l-f-r)";  cosi  chiamando  A questo  valore  si  à 

[1]  A=a(l-Hf. 

Supponiamo  ad  esempio  che  si  cerchi  il  valore  di  1 fr.  dopo 
10  anni,  l’interesse  essendo  del  3 per  100.  Si  farà  e=l,  n=10, 
r=0,03,  e si  avrà 

A=(l,05)*«. 

Adoperando  i logaritmi,  si  à log  A=10  log  1,03=0,2118930,  il 
die  dà  approssimativamente  A=l,6289. 

Si  cerchi  ora  in  quanti  anni  un  capitale  si  raddoppia  per  gli 
aumenti  degli  interessi  al  3 per  100.  Si  farà  A=2«,  l-+-r=l,03, 
e la  forinola  [1]  addiverrà,  dividendo  per  o,  (l,0o)’=2.  In  que- 
sta espressione  l’esponente  n è incognita,  quindi  adoperando  i 
logaritmi  si  avrà 

log  2 0,30103000 

fi — ° — f 9 

log  1,05  0,02118030  ’ 

Quindi  è tale  la  forza  dell’interesse  composto,  che  un  capitale 
impiegato  al  3 per  100  si  raddoppia  nello  spazio  di  il  a 13  anni. 

La  foratola  [1]  considerata  generalmente  esprime  una  relazione 
per  cui  può  trovarsi  una  qualunque  delle  quattro  quantità  a,  r,  »,  A, 
quando  le  tre  altre  son  date. 

«*•.  Se  in  ogni  anno  si  aggiunga  ad  un  capitale  dato  in  pre- 
stito un  r guai  capitale,  e si  aggiungono  a tutte  queste  somme  i 
loro  interessi  composti , che  valore  si  avrà  dopo  un  certo  numero 
di  anni? 

Sia  a il  capitale  dato  ogni  anno , n il  numero  degli  anni  ed  r 
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l’interesse  di  1 fr.  La  prima  somma  a s’aggiungerà  ai  suoi  io-  . 
teressi  composti  nello  spazio  di  n anni,  il  che  darà  a(i-f-r)*;  la 
seconda  somma  a ai  suoi  interessi  in  n — 1 anni , il  che  darà 
o(l-t-r)*-1;  e così  di  seguito  fino  all’ultima  somma  a,  la  quale 
essendo  data  da  un  anno  darà  a(l-f-r).  Il  valore  cercato  non  è 
altro  che  l’addizione  di  tutti  questi  valori  riuniti  ai  loro  inte- 
ressi ; di  maniera  che  chiamando  S questo  valore , si  avrà 

S=a(l+r)"+a(l-+-r)*-,-|-«(l-t-r)‘,~* |-«(l-+-r), 

ovvero , sotto  altra  forma 

S=fl(l+r)Ll+(l+r)-f-(l+r)‘ ]• 

La  serie  l+(l-4-r)4-  ecc.  è una  progressione  geometrica  ; dun- 
que, per  la  regola  conosciuta  (SOS) , si  avrà 
[2]  s_.[l+r)r(l+r)--lj. 

Questa  relazione  basterà  per  determinare  una  qualunque  delle 
quantità  a , n , r , S , per  mezzo  delle  tre  altre. 

Sia  ad  esempio  a=i  , r=0,05 , n=10  : 

allora  S= =21  [(i,05)”-l]=13,2069. 

Cosi  1 fr.  dato  ogni  anno  all’interesse  del  5 per  100,  dà  dopo 

10  anni  un  valore  maggiore  di  13  fr.  Quest’  esempio  dimostra 
quanto  s’accresca  la  forza  dell’interesse  composto  quando  gli  si 
aggiunge  quella  d’una  costante  economia. 

S91.  Si  i data  una  somma  ad  imprestilo  che  dee  esser  rim- 
borsata in  un  dato  numero  di  anni  per  mezzo  di  uguali  paga- 
menti da  farsi  al  termine  di  oyni  anno.  Si  cerca  il  valore  di  cia- 
scun pagamento,  calcolato  giusta  la  ragione  d‘un  interesse  stabilito. 

Il  valore  di  questi  pagamenti  dee  esser  tale  che  tenendo  conto 
di  ciascun  pagamento  e de' suoi  interessi  composti  sino  al  mo- 
mento dell’ ultimo  pagamento,  si  abbia  precisamente  il  valor  che 
dee  aver  a quest’epoca  il  capitale  dato  in  prestito. 

Chiamiamo  C questo  capitale , a il  pagamento  annuale , n il 
numero  degli  annui  pagamenti , ed  r l’interesse  di  1 fr.  per  anno. 

11  1 .°  pagamento  dovendo  farsi  un  anno  dopo  il  giorno  dell’  im- 
prestilo, il  valore  che  desso  avrebbe,  facendolo  nell’  ri"”  anno,  sa- 
rebbe «(l-f-r)"-’.  A quest’epoca  il  valore  del  2.°  pagamento  sa- 
rebbe o'i+rj— a,  quello  del  3."  a(H-r)"-3;  ecc.  Dunque  l’in- 
sieme di  tutti  questi  valori,  compresovi  l’ultimo  a,  sarebbe 

a(  1 -f-r)"  - >+<»(  l-K)*-' *-H>( 3 H>  » 
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progressione  geometrica  la  cui  somma  è 
°I(l-+-r)" — 1] 

r 

Ma  a quest’epoca,  cioè  al  termine  di  n anni,  il  capitale  dato  in 
prestito  C diverrebbe  C(l-j-r)“;  dunque  dee  aversi 
.4(l+r)"-l]=c(1+rr- 

Da  questa  equazione  si  ricava  immediatamente  il  valore  di  a, 

[3]  Cr(l-*-r)»  . 

1 J (H-r)»— 1 

E qui  ancora  dee  osservarsi  che  questa  relazione  basta  per  cal- 
colar una  qualunque  delle  quattro  quantità  a , r , C , n , quando 
le  tre  altre  son  date. 

Ad  esempio,  essendo  C=l,  r=0,05,  n=10,  la  formola  pre- 
cedente dà 


0,03X(1,0S)* 


r= 0,1295. 


(i.OSJ10 — 1 628894  ’ 

Questo  pagamento  annuale  bisogna  farsi  per  estinguere  in  10 
anni  un  debito  di  1 fr.  ; e per  un  debito  di  10000  fr.  il  pagamento 
annuale  sarebbe  dunque  di  1295  fr. 

979.  Vebbon  pagarsi  varie  somme  in  diverse  scadenze  : or 
in  vece  vuol  farsi  un  sol  pagamento,  in  una  epoca  determinata , 
che  a tutte  quelle  somme  coi  loro  interessi  uguagli.  Qual  sarà 
V ammontare  di  tal  pagamento  ? 

L‘  oggetto  principale  della  quistione  si  è di  far  pienamente  com- 
prendere che1,  per  paragonar  tra  loro  delle  somme  pagabili  in 
diverse  scadenze,  debbon  queste  ridursi  sempre  ad  una  stessa 
epoca , la  quale  può  d’ altronde  determinarsi  a piacere.  Ed  è per- 
ciò che  nel  problema  precedente  si  son  tutte  ridotte  al  termine 
dell’ultimo  pagamento. 

Sia  a un  debito  pagabile  dopo  m anni,  b un  altro  pagabile 
dopo  n anni , e c la  somma  incognita  che  debbe  pagarsi  dopo  p 
anni  per  soddisfare  a questi  due  debiti.  Prendiamo  ad  arbitrio 
un  numero  * d’anni  maggiore  di  ciascuno  dei  tre  numeri  m,  n,  p, 
e riduciamo  il  pagamento  delle  tre  somme  a,  b,  c,  al  termine  di 
questo  numero  di  anni 

Per  arrivar  a quest’  epoca , la  somma  a dovrebbe  restar  ancora 
altri  s — m anni,  la  somma  b altri  s — n,  e la  somma  c altri 
s— p.  Per  il  che  desse  acquisterebbero  i valori 
o(l+r)-",  6(l+r)-«,  e(t-f-r)'-'; 
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dunque  per  l' enunciato,  dee  aversi 

....  . <-{l+r)-r=n<ì-hr:‘— -+-*{l+r)— ; 

e dividendo  per  (i+r)' , abbiamo 

f(l+r)-B=o(l+r)— +*(1+r)-. 
equazione  da  cui  ricavasi  il  valore  di  c, 

c=a[i+ry-m +è(H-r>--. 

. vrebber  potuto  ridursi  le  tre  somme  a,  b,  c all’epoca  del  pa- 
gamento di  e.  Allora  osserveremo  che  il  valore  attuale  della  som- 

debb  essere  — — f poiché  questa  somma  è pagabile  dopo 
m anni;  e similmente,  che  il  valore  attuale  di  b é 


quello  di  ce  ()+rjp  ; dunque  dee  aversi  l’equazione 


(l-f-r)* 


(I  +r)P  (1  -i-r)m  1 ( 1— f-r)**  ’ 

la  quale  si  riduce  alla  precedente,  adoperando  gli  esponenti  ne- 
gativi. 
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CAPITOLO  XIV. 

TEORIA  DEI.  MASSIVO  COMUXB  DIVISORE  ALGEBRICO. 


Teoremi  fondamentali. 

893.  Abbiam  finora  tardato  ad  esporre  la  teoria  del  massimo  - 
comun  divisore  delle  quantità  letterali,  poiché  dessa  non  ricevo 

la  sua  applicazione  che  nelle  parti  sublimi  dell’  algebra.  Per  gran 
tempo  questa  teoria  è andata  soggetta  a difficoltà,  che  noi  ab- 
biam cercato  risolvere,  dimostrando,  sulla  decomposizione  dei 
polinomi  in  fattori , due  teoremi , che  senza  dubbio  doveano  esser 
ammessi  dagli  analisti,  quantunque  gli  autori  avessero  sempre 
evitati.  Noi  andremo  qui  ad  esporli , dopo  aver  richiamate  alcune 
definizioni. 

Abbiamo  detto  (A4)  che  le  quantità  razionali  son  quelle  che 
non  contengono  affatto  radicali,  e che  le  quantità  intiere  son 
quelle  che  la  doppia  condizione  riuniscono  di  esser  razionali  e 
non  contenere  alcun  denominatore.  Di  più , chiameremo  quan- 
tità prima,  ogni  quantità  intiera  che  non  sia  divisibile  che  per  se 
stessa  e per  l’unità;  di  maniera  che,  dividendola  per  qualunque 
altra  quantità  intiera,  il  quoziente  non  sarebbe  intiero.  Cosi  a— bu 
è una  quantità  prima , mentre  a* — 6*  non  l’ è affatto , poiché  di- 
videndola per  a-f-6  si  à a—b  per  quoziente. 

894.  Teorema.  Ogni  quantità  prima  P,  che  divide  un  pro- 
dotto AB  di  due  quantità  intiere,  dee  dividere  l’una  di  ette. 

Se  A,  B,  P,  fossero  numeri,  la  proposizione  sarebbe  dimo- 
strata (*•*).  Consideriamo  perciò  successivamente  i quattro  casi, 
in  cui  queste  quantità  non  contengono  che  una  lettera. 

I.°  Caso.  Sia  una  delle  due  quantità  A e B funzione  di  x, 
l’altra  numerica,  e P anche  numerico. 

Sia  un  polinomio 

A=ax*-f-5xi3+ecc. , 

in  cui  le  lettere  a,  b ,. . . rappresentano  numeri  intieri  qualunque, 
positivi  o negativi,  ed  esponenti  intieri  e positivi.  Mol- 

tiplicando A pel  numero  B,  si  à 

A B=B<7x*  BAr*3  -f-  ecc. 

lez.  di  Alg.  3$ 
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Or,  poiché  lai  prodotto  si  è supposto  divisibile  pel  numero  P , 
è necessario  che  i coefficienti  delle  diverse  potenze  di  x , sien 
divisibili  per  P.  Cosi  P dee  dividere  Ba , IV» , . . . ; dunque  in  virtù 
del  teorema  conosciuto  (»8i),  se  desso  non  divide  affatto  B, 
dovrà  dividere  tutti  i numeri  a,  b,....  Ma,  dividendo  questi 
numeri , divide  evidentemente  il  polinomio  A ; dunque  P dee 
dividere  o B o A. 

II.  Caso.  Sicno  A e lì  funzioni  di  x , e P solamente  nume- 
rico. 

Ammettiamo,  per  un  momento , che  il  numero  P non  divida 
rie  A ne  B.  Chiamiamo  A'  l’ insieme  di  tutti  i termini  di  A , 
i cui  coefficienti  sicn  de’ multipli  di  P.  ed  A'' l’ insieme  di  tutti 
gli  altri  : avremo  A=A'-(-A".  Decomponiamo  B similmente  , o 
sia  B=B’-)-B";  si  avrà 

AB=(A'-+-A")(B'-f-B")^:A,B,+A'B''-t-A"B,-l-A,'B". 

Le  tre  prime  parti  son  divisibili  per  P , poiché  in  A'  e B'  tutti 
i coefficienti  son  divisibili  per  P ; e , perchè  la  quarta  parte  A"  B'' 
il  fosse  ancora,  bisognerebbe  che  i coefficienti  di  tutti  i termini 
Si  questo  prodotto  il  fossero  anch'essi. 

Sieno  a. r*  è bxr  i termini  di  A"  c Bf'  in  etti  x à il  maggior 
esponente:  il  termine  abx *+?  farà  parte  del  prodotto  A"B",  e 
non  si  ridurrà  con  alcun  altro.  Or , nè  a né  6 è divisibile  per  P, 
poiché  P è un  numero  primo  che  non  divide  alcun  dei  coefficienti 
di  A'*  e B";  dunque  ab  non  ò divisibile  per  P , c quindi  neppure 
A"  B".  Cosi  le  tre  prime  parti  del  prodotto  AB  sarebbero  divi- 
sibili per  P , e noi  sarebbe  la  quarta  ; dunque  AB  non  potrebbe 
affatto  esserlo,  il  che  sarebbe  contrario  alle  condizioni  dell’ enun- 
ciato. È dunque  impossibile  ammettere  che  nè  A nè  B sien  divisi- 
bili per  P. 

HI.  Caso.  $id  una  delle  quantità  A e B numerica , e l’ altra 
funzione  di  x;  e P anche  funzione  di  x. 

Sia  A il  fattore  funzione  di  x,  c Q il  quoziente  di  AB  per  P: 
avremo  AB=PQ,  ovvero , indicando  con  F , F',  F", . . . i fattori 
primi  del  numero  B, 

AFF'F".-.-=PQ. 

Il  primo  membro  essendo  divisibile  per  F,  lo  dee  esser  anche  PQ; 
Or  F è un  numero  primo;  dunque  in  virtù  dei  casi  precedenti, 
P o Q sarà  divisibile  per  F.  Ma  P è una  quantità  prima  con- 
tenente x;  dunque  non  è dessa  divisibile  per  alcun  numero;  dunque 
Q è divisibile  per  F;  dunque  indicando  per  Q'  il  quoziente  di  Q 
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per  F,  e dividendo  per  F i due  membri  dell’  uguaglianza  prece- 
dente, si  avrà 

AF'F" = PO'. 

Si  dimostrerà  similmente  che  Q'  dev’essere  divisibile  per  F';  e, 
chiamando  Q"  il  quoziente , si  avrà 

AF"*  • • * = PQ". 

Continuando  similmente  finché  il  primo  membro  non  contenga 
più  che  A , si  arriverà  ad  un’  uguaglianza  come 

A = PQ, , 

in  cui  0,  sarà  anche  una  quantità  intiera  , da  cui  conchiudesi 
immediatamente  che  A è divisibile  per  P. 

IV.  Caso.  Siena  A,B,  e P,  tulle  tre  funzioni  di  x. 
Supponiamo  la  quantità  A non  divisibile  per  P,  e d’un  grado 
maggiore  di  P.  Ordiniamo  A « P in  modo  che  gli  esponenti  di  x 
vadano  decrescendo,  e facciamo  la  divisione  di  A per  P finché 
si  arrivi  ad  un  resto  di  grado  minore  di  P. 

Prima  di  arrivare  a tal  punto  con  la  divisione , potrebbero  tro- 
varsi dei  resti,  di  cui  il  1.”  termine  avesse  un  coefficiente  che 
non  sia  divisibile  per  quello  del  l.°  termine  del  divisore;  allora 
la  divisione  si  proseguirà  prendendo  de’  coefficienti  frazionari  ; e, 
supponendo  che  in  ultimo  tutti  i termini  del  quoziente  e del  resto 
siensi  ridotti  allo  stesso  denominatore,  potremo  rappresentar  questo 


0 A' 

quoziente  c questo  resto  sotto  la  forma  — ed  — , rappresentai)-* 

M M 

do  Q ed  A'  due  quantità  intiere,  ed  M il  denominatore  comune. 
Or,  dee  sempre  aversi 


A=P^+^;  dunque  MA=PQ+A\ 

È chiaro  da  ciò  che , moltiplicando  il  dividendo  per  M prima  di 
far  la  divisione,  il  calcolo  si  farebbe  senza  frazioni.  Si  osservi 
inoltre  che  A'  non  può  essere  zero,  poiché  allora  il  prodotto  MA 
sarebbe  divisibile  pel  polinomio  primo  P,  ed  allora  P dovrebbe 
dividere  A (3."  caso),  il  che  è contro  l’ipotesi. 

Ciò  posto,  moltiplichiamo  i due  membri  dell’ultima  uguaglianza 
per  B,  e dividiamoli  in  seguito  per  P:  si  à 


dunque , poiché  AB  é divisibile  per  P , il  prodotto  A'B  lo  è pari-, 
menli. 

Supponiamo  che  A'  sia  algebrico,  e dividiamo  P per  A'.  Sia 
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M'  il  nomerò  per  cui  bisogna  moltiplicar  P per  arrivar,  sema 
frazioni , ad  un  resto  minore  di  A'.  Chiamando  Q'  il  quoziente, 
ed  A"  il  resto,  si  avrà 

M'P=A'Q'+A"; 

ed  A"  neppure  potrà  esser  zero;  poiché,  se  ciò  fosse,  M'P  sa- 
rebbe divisibile  per  ciascun  fattore  algebrico  primo  di  A';  e quin- 
di , in  virtù  del  3°  caso , P dovrebbe  esserlo  ancora , e non  sa- 
rebbe più  cosi  una  quantità  prima. 

Moltiplicando  per  B e dividendo  per  P i due  membri  di  questa 
uguaglianza,  si  à 


dunque  se  A'B  è divisibile  per  P,  il  sarà  anche  A"B. 

Dividiamo  ancora  P per  A".  Sia  M"  il  nuovo  numero  per  cui 
bisogna  moltiplicar  P per  evitare  le  frazioni,  e sia  Q"  il  quo- 
ziente, ed  A"'  il  resto:  si  avrà 

M"P=A"Q"-f-A'", 
da  cui  ricavasi,  come  precedentemente, 

M«B=^+±2; 

dunque  A"'B  è anche  divisibile  per  P. 

Continuando  similmente,  si  ànno  i resti  successivi  A',  A", 
A'" , ...  il  cui  grado  va  decrescendo , e siccome  nessun  resto  al- 
gebrico potrà  dividere  esattamente  P,  si  arriverà  certamente  ad 
un  resto  numerico  A,.  Or,  i ragionamenti  precedenti  dimostrano 
che  tutti  i prodotti  A'B,  A"B,  A"'B,  ecc. , son  divisibili  per  P; 
dunque  A,B  lo  dovrà  anche  essere;  dunque,  pel  3°  caso,  sarà 
divisibile  per  P. 

I quattro  casi  finora  discussi  sono  i soli  a considerarsi , quando 
le  quantità  A , B , P , non  sono  insieme  tutte  numeriche , e che 
esse  non  sien  funzioni  che  d' una  lettera.  Passiamo  quindi  ai  casi 
in  cui  si  ànno  due  lettere  x ed  y in  una  di  queste  quantità,  o 
in  due  di  esse , o in  tutte  tre.  Questi  casi  sono  anche  in  numero 
di  quattro  cioè: 

1. °  Quando  uno  dei  due  fattori  A « B contenga  la  lettera  x, 

• l'altro  P non  la  contenga  affatto. 

2. °  Quando  tutti  i due  fatturi  A e B contengano  la  lettera  x, 
« P non  la  contenga. 

3. °  Quando  un  solo  dei  fattori  A e B contenga  la  lettera  X, 

• la  contenga  anche  P, 
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4.»  Finalmente  quando  A,  B,  e P contengan  tutte  la  lettera  i. 

Le  dimostrazioni  per  tali  casi  son  simili  a quelle  che  abbiamo 
esposte  ; la  sola  differenza  consiste  in  ciò , che  le  quantità  le  quali 
precedentemente  eran  supposte  numeriche , posson  esser  ora  fun- 
zioni di  y. 

Come  i casi , in  cui  A , B , e P non  contengono  che  una  sola 
lettera , servono  a dimostrar  la  proposizione  per  i casi  che  queste 
quantità  contengono  due  lettere,  così  questi  serviranno  a dimo- 
strar quelli,  in  cui  queste  quantità  ne  contenessero  tre,  e cosi 
di  seguito;  quindi  il  teorema  generale  dee  riguardarsi  come  di- 
mostrato. 

895.  Teorema.  Non  o’à  che  un  sol  sistema  di  fattori  primi, 
il  cui  prodotto  sia  uguale  ad  una  quantità  data;  o,  in  altri  ter- 
mini, due  prodotti  di  fattori  primi  non  possono  esser  uguali  che 
quando  son  composti  di  fattori  uguali  ciascuno  a ciascuno. 

Questa  proposizione,  del  tutto  simile  a quella  che  si  conosce 
sui  numeri  (888),  si  dimostra  similmente.  Sieno  ABCD  ...  ed 
abcd . . . i due  prodotti  uguali.  Poiché  tutti  i fattori  son  primi , 
se  a non  è uguale  ad  alcuno  dei  fattori  A , B , C , . . . non  potrà 
dividere  alcun  di  essi.  Or,  a non  dividendo  nò  A né  B,  non 
dividerà  neppure  AB  ; poiché , pel  teorema  precedente , se  a di- 
videsse AB,  dovrebbe  dividere  A o B.  Similmente,  non  divi- 
dendo a né  AB  nè  C non  dividerà  neppure  ABC;  e così  di  se- 
guito. Dunque  a non  potrebbe  dividere  affatto  il  prodotto  ABCD.., 
il  che  sarebbe  assurdo , poiché  ABCD -=.abcd  . . . Bisogna  dun- 

que che  a sia  uguale  ad  uno  dei  fattori  A , B , C , D , ecc.  Sup- 
poniamo a— A,  e dividiamo  i duq  prodotti  per  a.  I prodotti  re- 
stanti BCD...  e bcd...  saranno  ancora  uguali,  e potrà  farsi  su 
d'essi  lo  stesso  ragionamento.  Si  conchiuderà  dunque  che  b è 
uguale  ad  uno  dei  fattori  del  prodotto  BCD... , ad  esempio  a B. 
Si  farà  vedere  similmente  che  c è uguale  ad  uno  dei  fattori  rima- 
nenti , e così  di  seguito.  Dunque  i due  prodotti  ABCD ...  ed 
abcd . . . son  composti  degli  stessi  fattori  primi.  Che  se  più  fat- 
tori del  primo  prodotto  fossero  uguali  tra  loro,  il  secondo  pro- 
dotto dovrà  contenerli  nello  stesso  numero. 


1H“.*  - 
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Definizione  dii  massimo  famuli  divisore. — Principi  ivi  quali  poggia 
la  tua  determinazione.  — Casi  piu  semplici. 


398.  In  algebra , il  massimo  comun  divisore  non  è,  come  in 
aritmetica,  un  divisore  che  sia  effettivamente  maggiore  di  ogni 
altro.  Una  nuova  definizione  è perciò  necessaria,  e noi  daremo 
questa:  Il  massimo  comun  divisore  di  più  quantità  intiere,  è il 
prodotto  di  tutti  i fattori  primi  comuni,  sien  numerici,  sien  mo- 
nomi, sien  polinomi. 

Quando  le  quantità,  di  cui  si  cerca  il  massimo  comun  divisore, 
sono  monomi,  non  abbisogna  alcun  nuovo  metodo  per  determi- 
narlo. Così , per  le  quantità  , 

432ii4i*x,  270a*6Jx*,  OOa’bx1 , 
cercheremo , per  i metodi  dell’  aritmetica , il  massimo  comun  di- 
visore tra  i coeflìcienti  432,  270,  90,  ed  avremo  il  numero  18; 
dopo  del  quale  scrivendo  quelle  lettere  che  son  comuni  ai  tre  mo-> 
nomi , dando  a ciascun  di  essa  il  minor  esponente  da  cui  è alletta 
nei  monomi,  troveremo  il  massimo  comun  divisore  tra  queste 
quantità , cioè  lSa'ix. 

39  9.  Ma  quando  le  quantità  proposte  son  polinomi,  abbiso- 
gnano nuovi  metodi , per  determinare  il  loro  massimo  comun  di- 
visore, i quali  poggiano  su  questi  due  principi. 

Primo  Principio.  Il  massimo  comun  divisore  tra  due  quantità 
intiere  non  s’altera,  moltiplicando  o dividendo  l'una  di  esse  per 
una  quantità  intiera  qualunque , purché  questa  non  abbia  alcun 
fattore,  comune  con  l’altra. 

In  elTetti,  i fattori  primi,  comuni  a queste  due  quantità,  son 
sempre  gli  stessi,  ed  il  prodotto  di  questi  fattori  appunto  è il 
loro  massimo  cornuti  divisore. 

Secondo  Principio.  Se  si  anno  due  polinomi  A e B,  e si  di- 
vida A per  B , non  prendendo  che  termini  intieri  al  quoziente  Q, 
chiamando  R il  resto  della  divisione , il  massimo  comun  divisore 
tra  A e B sarà  lo  stesso  che  quello  tra  B ed  R. 

In  effetti,  dovrà  aversi  come  in  ogni  divisione 
A=BQ-f-R , da  cui  A— BQ=R. 

Sia  D il  massimo  comun  divisore  tra  A e B:  dovrà  D dividere 
A — BQ;  dunque  dividerà  anche  R.  Chiamiamo  A',  B',  R' i quo- 
zienti di  A,  B,  R,  per  D,  e dividiamo  per  D i due  inombri  della 
prima  uguaglianza , avremo 

A'=B'Q-J-R\ 
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B'  ed  II'  non  anno  piò  alcun  fattore  comune  ; poiché,  se  n’aves- 
sero uno,  dovrebbe  questo  dividere  B'Q-|-R',  e quindi  anche  A'. 
Dunque  A'  e B'  avrebbero  ancora  un  fattore  comune,  e D,  che 
è il  massimo  comun  divisore  tra  A e B,  non  conterrebbe  tutti 
i fattori  comuni  ad  A e B , il  che  è centra  la  definizione.  E poi- 
ché B'  ed  R',  che  sono  i quozienti  di  B ed  R per  D,  non  pos- 
sono più  aver  fattori  comuni , ne  segue  che  il  massimo  comun 
divisore  tra  B ed  R è uguale  a D ; dunque  è desso  lo  stesso  che 
quello  tra  A e B. 

8 78.  Passiamo  ora  alla  ricerca  del  massimo  comun  divisore 
de’ polinomi.  Sicno  ad  esempio  i polinomi 

X=48  aab3x* — 120a56,x!,-l-12«4é3x4 — 12  a‘ft3x*, 
Y=18as6  x’ — 88 aib  x" — 64 a’b  x* — 8 «“è  x4. 

Cercheremo  da  prima  il  massimo  comune  divisore  tra  i termini 
di  X,  e quello  tra  i termini  di  Y;  e troveremo  12a*6J.r*  pel 
primo,  ed  8a,bx*  pel  secondo.  Il  massimo  comun  divisore  tra 
questi  dae  monomi  é 4a*éx* , e questo  divisore  comune  è il  pro- 
dotto di  tutti  i fattori  monomi  comuni  ad  X ed  Y. 

Allora  div  idiamo  X per  12a*6Tx*,  ed  Y per  8 a'Jbx* , cd  avremo 
per  quozienti  i polinomi 

A=4  x4 — lOox’-H1*^1 — a4 , 

B=6x3 — 1 1 ox* — 8a*x — a1 , 

nei  quali  non  si  trovano  che  fattori  polinomi  delle  quantità  X cd  Y. 
Quindi  se  si  conoscesse  il  massimo  comun  divisore  tra  A e B, 
basterebbe  moltiplicarlo  per  ba^bx* , per  aver  quello  tra  X ed  Y. 
Quindi  la  quistione  si  è semplificata,  riducendosi  ora  a determi- 
nar il  massimo  comun  divisore  tra  i polinomi  A e B,  che  non 
àn  più  fattori  monomi.  Passiamo  quindi  ad  occuparci  di  questa 
ricerca. 

Questo  divisore  dee- essere  il  prodotto  di  tutti  i fattori  primi 
comuni  ad  A e B ; quindi,  se  la  quantità  B divide  esattamente  A, 
sarà  dessa  stessa  questo  divisore  ; quindi  tenteremo  questa  divi- 
sione. Or  una  difficoltà  si  presenta  da  principio,  ed  è che  4x4, 
primo  termine  del  dividendo,  non  può  dividersi  per  6x*,  primo 
termine  del  divisore.  Per  rendere  possibile  la  divisione,  potrebbe 
moltiplicarsi  A per  6 , ed  il  divisore  cercato  non  sarebbe  affatto 
alterato  (87  7);  poiché  6 non  contiene  alcun  fattore  che  sia  co- 
mune a B;  ed  in  effetti  non  dee  contenerne  alcuno,  poiché  B 
non  à più  fattori  monomi.  Ma  basta  moltiplicar  A per  3 ; poiché 
allora  il  primo  termine  del  dividendo  diventa  12x4,  e sarà  così 
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divisibile  per  6x*.  Si  prenderà  adunque  per  dividendo  Àx3, 
ovvero 

12x4 — 30axs-j-3a*x* — 3a*. 

Uopo  avere  scritto  il  termine  2x  al  quoziente,  si  à il  resto 
— 8ax*-f-19a*x*-f-2a5x — 3a4,  che,  in  virtù  del  2.°  principio  (***), 
deve  aver  comuni  con  B gli  stessi  fattori  che  A. 

La  divisione  di  nuovo  s’arresta;  ma  si  renderà  possibile  mol- 
tiplicando questo  resto  per  3.  Si  ha  così  — la  al  quoziente,  e 
per  resto  la  quantità  13a*x* — 26a5x — 13a4,  che  à pure  comuni 
con  B gli  stessi  fattori  che  A. 

Contenendo  questo  resto  x ad  un  esponente  minore  che  B, 
prenderemo  B per  dividendo , mentre  questo  resto  servirà  per 
divisore.  Ma  sopprimeremo  da  prima  i fattori  comuni  a tutti  i 
suoi  termini , il  che  non  altera  il  valore  del  massimo  comun  di- 
visore, ed  esso  si  riduce  ad  z* — 2ox — a*. 

Si  ànno  adunque  a dividere  l'un  per  l'altro  le  due  quantità 
B=6xs — ilax* — 8a*x — a* , R=x* — 2ax — a*. 

La  divisione  si  esegue  senza  introdurre  fattori  ne' dividendi  par- 
ziali; e,  siccome  si  arriva  ad -un  resto  nullo,  conchiuderemo 
che  x * — 2 ax — a"  è il  massimo  comun  divisore  cercato. 

L’ esempio  su  cui  abbiamo  ragionato  può  disporsi  così  : 


Prima  divisione. 


Ix4 — 10axJ-|-  a*x* — a*  6x* — 1 lax* — 8a*  x — a* 

12x4 — 30ax’-|-  3a*x* — 3a4  2x  — la 

— 12xi4-22ax,-r-16a*x*-|-2a:1x 

— 8ax*-+-19a*x*-}-  2 a’x — 3a4 
— 21axI-|-o7«,x,-+-  6a’x — 9a4 
-f-2Sax>— lla'x* — 32a*x — la4 
1 3a*x“ — 26  a3x — 1 3a4 
x* — 2ax — a*. 

Seconda  divisione. 


6x J—  1 lax* — 8a’x — a1 

— 6x3-4-12ax*-H><*,a; 

ax * — 2a*x — a* 

— ax*-(-2a,x  -(-a* 
_ 


x* — 2ax — a* 
6x  -|-  a 
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39®.  I ragionamenti  precedenti  dimostrano  come  per  successi- 
ve divisioni  si  arrivi  al  massimo  commi  divisore.  Due  divisioni 
àn  bastato  nell’  esempio  precedente  ; ma  se  la  seconda  non  si 
fosse  clTettuata  esattamente  , essa  avrebbe  dato  un  altro  resto 
di  grado  minore  del  divisore  , e si  sarebbe  passato  ad  una  terza 
divisione , come  dalla  prima  si  è passato  alla  seconda.  E con- 
tinuando cosi  , è chiaro  che  1’  ultimo  divisore  sarà  il  massimo 
comun  divisore  cercato.  Il  seguente  esempio  richiede  tre  divisio- 
ni : le  due  quantità  sono 

A=x4 — ax‘ — a*x* — a‘x — 2a*,  Ifcrulx* — 7ax,+3u*x—  2u'. 

Prima  divii  ione. 


x4 — ax1 — a*x* — a*x — 2a* 
3x4 — 3ax] — 3a’x* — 3 usx — 6a4 
— 3x4-+-7ax4 — 3aJx*-t-  2a*x 


3x* — 7ax*4-3a*x — 2 o* 


x -t-4« 


Aax1 — 6a*x* — a'x — 6a‘ 
12axJ — 18o*x* — 3aJx — 18a4 
— 12axJ-f-28«*x» — 12aJx-t-  8a4 

10a1xa — loa’x — 10u4 
2x*  — 3ax  — 2a'. 

Seconda  divisione. 


3x» — 7ox*-|-  3a*x — 2u4 
6x4 — 11ax*-f-  6fl*x — 4 a1 
— 6x*-(-  9ux*-f-  6a*x 


2x* — 3ax — 2 a* 


3x  — 5 a 


— 5«x*-f-12o*x — -la1 
— 10ax*-i-24a*x—  8a* 
4-tOox* — 15a*x — iOa* 

9a*x — 18a* 
x — 2o. 


Terza  divisione. 

2x* — 3ax — 2a»  x — 2<i 

— 2a:*-h4ax  2x-f-  a 


ax—2n* 
-f-2 a* 


Dunque  x — 2a  è il  massimo  comnn  divisor#  «errato. 
Jxz.  di  Alg.  37 
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Nella  1*  divisione  abbuino  moltiplicalo  dui!  volte  per  3,'  e 
mila  2“  due  \<dte  per  2.  l'ole  a abbreviarsi  moltiplicando  una. 
vidi  a por  9 , ed  una  per  4.  ■ 

.i  ‘ • . 

, , Continuazioni , erteiulettdo  la  teorìa  precedente  a lutti  > cute. 

• -,  ■ ■ 

3*0.  Ciò  che  dee  sopra  tutto  osservarsi  è die  la  riuscita  del 

calcolo  poggia  tutto  sul  perchè  , le  quantità  essendo  ordinate  se- 
condo le  potenze  decrescenti  d’ una  lettera , ogui  divisione  dà 
sempre  un  resto  di  grado  interiore  al  divisore.  Or  , quando  i 
polinomi  contengono  più  termini  di  uno  stesso  grado  , una  pre- 
cauzione è a prendersi , senza  di  che  le  riduzioni  non  si  otten- 
go» sempre , ed  è di  riunir  tutti  questi  termini  in  un  solo  mol- 
tiplicatore. Siene  i polinomi 

A = y »x-|-2y  c— y’+y’ , 

B = yx*-|-x“-(-y»x-|-yx-4-x-4-y, 
che  scriveremo  cosi  : 

A ==x1-4-,'y+-l;x*— fi/’ — 2y;.r — y’-f-y*, 
b = (y+i)-c*+!y*+y+l',ar-4-y.  — — 

La  parte  x5  non  essendo  divisibile  per  (y+t).r“,  a causa  del 
fattore  y-4-1  , ricorderemo  die  gehcralmehtc  , se  una  quantità  è 
ordinata  come  le  precedenti , ogni  divisore  di  tal  quantità  indi- 
pendente  da  x dee  dividere  separatamente  il  moltiplicatore  di 
ciascuna  potenza  di  x.  Da  ciò  seguu  che  y-f-1  non  à alcun  fat- 
tore comune  con  B;  poiché,  se  pe  avesse  uno,  dovrebbe  que- 
sto trinarsi  in  y*-t-y-f-l  ed  in  y ; or  è evidente  che  y non  à 
alcun  fattore  comune  con  y-4-1.  Potrà  dunque  moltiplicarsi  A 
per  y-f-1 , senza  alterare  il  valore  del  massimo  coinuu  divisore 
cercato;  e siccome  bisognerà  in  appresso  moltiplicar  anche  per  y-4-1 , 
si  moltiplicherà  da  principio  A per  ty-M) “ ovvero  per  y*-f-2y-4-L 
Per  tal  modo  si  arriverà  al  resto  lt , 

H=(— y‘— y'+yì-r— y3— y4-t-y>. 

Prima  di  passar  alla  2’  divisione , bisogna  sopprimere  in  B i 
fattori  comuni  ai  moltiplicatori  delle  potenze  di  x.  Or  le  due 
parti  di  R sono  evidentemente  divisibili  per — y* — y’-f-y*  ; quin- 
di , eseguendo  la  divisione  abbiamo  R=x-f-y;  Si  prenderà  dun- 
que x-f-y  per  divisore  ; e siccome  la  divisione  si  fa  esatlamen- 
te , cosi  questo  sarà  il  massimo  commi  divisore  cercato. 

• t • - - .i  * •<  , fi  i . v . >,  ■..  ri.fT 

• Vi 
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' ’ .t'-HihM )‘T*-*[y ■— 2y).r — y'+y 

\ 1 \»+ix+n 

* — ( !^_:iy«_2y).r— »/— ,/-fy ^Lji" 

— (!H-1  )*a?3-t-f — y3— 2y“— 2y— I yJ— -y\r 

K~ yK-Y%'j'-iry\p— yf-r'/-hy>+y* 

, (— yJ— y )**+(— yJ— ya— u)*— ;A  ... 

aH-y.  1 • 

' • • • ' ’ r 1 < • » . ••’•■  • ••  ■ . 

Sfronda  divisione. 


(y-|-1  S-r’+y+y-t- 1 ;.t-  i-y 


*-V{ 


(jHr1 1-*  *-Ky*-f-y-l-Ì  )^4-y  j~+y 

—(y+<  )•**+(— y»—y)j-  . (y-l^+l 

* 5 ti  ;,!u  tp+y  !,.i..  -, . • • . ii 

— a:-—y  ,i.  i 

" io  i * ■ • 

SSt.  Questo  esempio  fa  osservare  certe  difficoltà,  che  fa  me- 
stieri risolvere.  Nella  1“  divisione  nhhiam  dovuto  assicurarci  , 
prima  di  moltiplicare  per  y-f-i  , che  questa  quantità  non  avea 
fattori  comuni  coh  i moltiplicatori  delle  diverse  potenze  di  x nel 
divisore;  e siccome  y era  uno  di  questi" iholtiplieatori  , cosi  è 
stato  facile  vedere  'che  non  v’  à in  elTetti  alcun  fattore  comune 
con  y4-l.  Ma  generalmente,  non  va  così  , poiehò  avrebbe  potuto 
essere  che  i moltiplicatori  delle  diverse  potenze  -di  x fossero 
de’ polinomi.  Inoltre,  dopo  la  prima  divisione,  noi  abbiain  sop- 
presso, nel  resto,  i fattori  comuni  ai  moltiplicatori  delle  diverse 
potenze  di  x , c ciò  suppone  che  si  sappia  trovare  il  massimo 
cornuti  divisore  di  questi  moltiplicatori.  Tal  determinazione,  nel 
nostro  esempio , c stata  facile,  ma  ben  si  comprende  che  non 
sarà  sempre  così.  Queste  sono  le  difficoltà , c gli  schiarimenti  se- 
guenti le  toglieranno.  ’u;  ' ’ •’  ; 

l.°  Tali  difficoltà  non  ari  luogo  quando  si  tratta  di  due  po- 
linomi contenenti  là  sòia  lettera  x ; e per  tal  'caso  le  regole  del 
n.h  S’i’S  basteranno.  Cosi  si  saprà  sefpprc  trovare  il  massimo 
vorriun  divisore  tra  due  polinomi1  noti 1 contenenti  che1  una  Ict- 
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tera , anzi  si  saprà  trorar  anche  quello  tra  un  maggior  numero 
di  polinomi , non  contenenti  però  che  una  sola  lettera.  Suppo- 
niamo , ad  esempio  , che  si  abbiano  tre  polinomi  A , B , C ; 
sia  D il  massimo  comun  divisore  tra  A e B , e D'  quello  tra  D 
e C.  Per  la  definizione  , D è il  prodotto  de’fattori  comuni  ad  A 
e B , e D'  è quello  de’  fattori  comuni  a D e C ; dunque  D'  è 
il  prodotto  dei  fattori  comuni  alle  tre  quantità  A , B , C ; dun- 
* que  D'  è il  loro  massimo  comun  divisore. 

2.®  Consideriamo  de’ polinomi  A c B,  contenenti  due  let- 
tere x ed  y.  Prendiamo  da  prima  il  massimo  comun  divisore 
dei  termini  di  A^  e sia  * questo  divisore , ed  A'  il  quoziente 
di  A per  « : avremo  A=*A'.  Ordiniamo  A'  secondo  le  potenze 
decrescenti  di  x , avendo  cura  di  riunir  tutti  i termini  che  con- 
tengono la  stessa  potenza  di  x;  e supponiamo,  ad  esempio,  che 
s’abbia 

A ’ Ljc* -1- Mx -j— N. 

Tutti  i fattori  di  A',  indipendenti  da  x,  debbon  esser  fattori 
delle  quantità  L,  M,  N,  che  moltiplicano  le  diverse  potenze  di  x. 
Queste  quantità  non  contenendo  che  la  sola  lettera  y , sarà  facile 
avere  il  loro  massimo  comun  divisore:  chiamiamo  *'  questo  di- 
visore ed  A"  il  quoziente  di  A'  per  avremo  A'=*'A";  e 
quindi 

A = **' A". 

In  questa,  « è il  prodotto  dei  fattori  monomi  di  A , *'  il  prodotto 
dei  fattori  polinomi  che  non  contengono  x , ed  A"  il  prodotto 
dei  fattori  polinomi  die  contengono  x. 

Decomponiamo  il  polinomio  B similmente  : abbiamo 
B=#s'B". 

Allora  determineremo  il  massimo  comun  divisore  de’  monomi 
* e , come  ancora  quello  de’  polinomi  *'  e P'  non  contenenti 
che  y ; e , se  potessimo  trovar  anche  quello  desolinomi  A"  e B" 
che  contengono  x ed  y , avremmo  tre  quantità  il  cui  prodotto  sa- 
rebbe il  massimo  comun  divisore  tra  A e B.  In  edotti  la  prima 
quantità  conterrà  i fattori  primi  monomi  comuni  ad  A e B , la 
seconda  i fattori  polinomi  indipendenti  da  x , e la  terza  i fattori 
polinomi  dipendenti  da  x. 

Or  io  dico  che  si  può  trovare  il  massimo  comun  divisore  delie 
quantità  A"  e B" , effettuando  per  esse  le  divisioni  successive,  co- 
me nell’esempio  del  o.n  880.  In  effetti,  è chiaro  che  queste  quan- 
tità non  avendo  piò  nò  fattori  monomi , nè  fattori  polinomi  indi- 
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pendenti  da  x , potranno  moltiplicarsi  i dividendi  parziali  della 
prima  divisione  pel  polinomio  posto  innanti  la  maggiore  potenza 
di  x nel  divisore,  così  si  arriverà  ad  un  resto  di  grado  minore 
in  x del  divisore.  Sarà  facile  togliere  da  questo  resto  i fattori 
monomi , come  ancora  i fattori  polinomi  indipendenti  da  x ; ed 
allora  si  passera  alla  seconda  divisione  prendendo  per  divisore 
questo  resto  così  semplificato.  Si  opererà  -in  questa  come  nella 
prima  ; c poi  si  passerà  ad  una  terza  ; e continuando  similmente, 
dovrà  arrivarsi  senz’  altro  o ad  un  resto  nullo , o ad  un  resto 
indipendente  da  x.  ♦ 

Nel  primo  caso  le  quantità  A"  e B"  ànno  per  loro  massimo  co- 
mun  divisore  il  divisore  dell'ultima  divisione.  Nel  secondo  poi  non 
ne  ànno  alcuno,  o meglio,  non  ammettono  altro  divisore  che  l'uni- 
tà. In  efTetti  il  massimo  comun  divisore  di  queste  quantità  do- 
vendo esser  lo  stesso  che  quello  dell’ultimo  divisore  e del  resto  in- 
dipendente da  x,  dovrebbe  esser  indipendente  da  a:  ; ma  A"  e B" 
per  le  decomposizioni  precedentemente  fatte  su  di  esse,  non  pos- 
sono aver  alcun  fattore  comune  indipendente  da  x diverso  dal- 
. 1’  unità  ; dunque  è 1’  unità  il  solo  loro  fattore  comune. 

Così , potrà  sempre  trovarsi  il  massimo  comun  divisore  tra  due 
polinomi  contenenti  più  d’  una  lettera  ; e quindi  anche  quello  di 
tre  o di  più  altri  polinomi. 

3‘°  Come  siam  passati  dal  caso  in  cui  i polinomi  non  con- 
teneano  che  una  lettera  a quello  in  cui  ne  conteneano  due , così 
passeremo  da  questo  secondo  caso  a quello  in  cui  ne  contengono 
tre  , e così  di  seguito  qualunque  sia  il  numero  delle  lettere.  Dun- 
que finalmente  non  resta  alcun  caso  in  cui  non  possa  determi- 
narsi il  massimo  comun  divisore  di  più  polinomi. 

Alcune  modificazioni  necessarie  pel  caso  in  evi  i polinomi  fossero 
quali  si  considerano  nelle  equazioni. 

38*.  Nella  teoria  generale  delle  equazioni,  di  cui  pr  ora  ci 
occuperemo  , si  considerano  specialmente  de’  polinomi  della  forma 

A ar-i-Ba:'"  - '-(-Ca:*-1 1-  Ga+H , 

in  cui  x rappresenta  un’  incognita , m un  numero  intiero  positivo, 
ed  A , B,  C,....  delle  quantità  qualunque  numeriche  o lette- 
rali , non  contenenti  però  x.  Or  , quantunque  i coefficienti  A , 
B , C ,. . . . possano  contener  dei  radicali  o dei  denominatori , 
siccome  I incognita  x non  si  trova  uè  sotto  questi  radicali  nè  in 
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questi  denominatori  , rosi  fai  polinomio  difesi  r (ninnai  e rii  intieri 
jst  rapporto  ad11:#  j edicesi  ancóra  clic  duo  polinomi  di  tal  forma 
sor»  die mitrili  l’ nn  |>or  l’altro,  «piando  li»  divisione  dà  tm  quoziente 
esatto  od  anelli*  infiorò  rispetto  ad  se.  Così  | urV'i  — 2«* 

? divisibile  por  ìx — o[//Wi  poiché  sì  à il  quoziente  esalto  g.v-j-fìl/2. 
Ciò  posto,  passiamo  ad  esporre  una  proposizione,  del  tutto  simile 
a quella  del  n.°  814,  la  cui  applicazione  si  presenterà  nella  teoria 
delle  equazioni.  " , ' ’ / ■ 

Se  un  binomio  del  primo  grado,  della  forma  ax-|-*',  diente  un 
prodotto  AB  di  due  polinotni  razionali  ed  intieri  rispetto  ad  x , 
dorrà  dividere  l’  un  di  cesi. 

Dividiamo  A 0 B por  w-J-a' , e supponiamo  che  le  divisioni 
non  si  faccino  esattamente  : dovremo  almeno  necessariamente  ar- 
rivare a de’ resti  non  contenenti  più  a*.  Sieno  0,  Q'  * due  quo- 
zienti, ed  B,  R'  i dite  resti:  si  avrà 
. ! ' A=0(jtx-f-*r)4-R , B=ty(*j-+a,)-fRt; 

ed  in  seguito  AB==QQ'  («x -)-»')*  -)-  Q'K  (a.r-|-  *')  -(-  QR,(a.r-(-a') 
-t-RR';  da  cui  ricavasi,  dividendo  per  aa--)-*', 

•*’  \R  1 ’ * ' ’ ” 1 unr*'  ' 

Per  ipotesi  AB  è divisibile  per  «t.r-f-*';  bisogna  dunque  chi*  il 
secondo  membro  si  riduca  ad  un  polinomio  intiero  rispetto  ad  X : 
or,  perché  Ciò  fosse,  bisognerebbe  che  RR'  fosse  divisibile  per 
a.r-f-a',  il  che  è impossibile , poiché  R ed  R'  sono  ìndipendenti 
da  a?.  Dunque  la  divisione  di  A o di  B per  «r-f-i'  dee  farsi 
«cattamente  ' ' ' • 

Corollario.  Se  un  prodotto  ABCD  dì  più  polinomi,  intieri  ri- 
spetto ad  x,  è;  divisibile  per  «ur-f-*',  almeno  uno  dèi  suoi  fat- 
tori dovrà  ancora  esserlo.  Infatti  può  considerarsi  ABC!)  come 
un  prodotto  di  due  fattori  ABCxD;  dunque,  se  il  binomio  «.r-f-»' 
non  divide  D,  dee  dividere  ABC.  Sìmilibertte  conchiudesi  ehe 
se  non  divide  C dee  dividere  AB,  e se  non  divide  B dee  divi- 
dere A'.  Si'  Continuerebbe  similmente,  se  fossero  più  fattori.’ 
3(43.  Supponiamo  che  il  polinomio  A.r"+  eòe.’,  sìa  formato  me- 
diante la  moltijdieazióne  di  m fattori  di  primo  grado,  cioè  clic 
s’ abbia 

Ay"-H'cc.— («a;-)-*')  (y.r+; . . . : ' 

potremo  scrivere  cosi  : 


\x"H -ccc.=jti3y-  • ' X (T+  7)  (J'+JÌ').(r^'7) ' ' • 5 
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ih  seguito^* osservatilo  che  A debb’ essere  uguale  al  prodotto' 

aiti*.  , \ àf  . I $'  I : 1 1/  H ■■ 

e facendo  — = a , C-=:ò,  - = o, . . . , avremo 

A^B+ecc.=cA(o:4^)(iD4^>)(aH-e)^ . . ; *.i  ' 
ed  il  polinomio  Ax'"~f-  ecc.,  così  ridotto,  dicesi  decomposto  in  fat- 
tori semplici  o primi , così  chiamando  i binomi  x-f-o , x-j-6  , 
x-f -c,...  fatta  astrazione  da  A. 

Può  dimostrarsi,  relativamente  a questa  trasformazione,  un 
teorema  del  tutto  analogo  a quello  del  n ° *»*,  cioè  che  un 
polinomio  X della  forma  Ax"-t-Px"  - * -f-Cx* - ’-f-ccc. , non  può 
decomporsi  in  fattori  semplici  che  in  un  sol  modo. 

In  effetti  ammettiamo  che  s’abbia  insicmemente 


'■  X=A(x-H*  )?x-fò)(a>4V)(x-H?  ) 

X=A(x+a')(x^')(x4-^(x-fd'i 

Il  binomio  dee  dividere  il  prodotto  A(x+«)(x+òj(x+c]...  ; 
dunque  divìderà  uno  dei  suoi  fattori  : quindi  bisogna  o\  fdéate- 


mcnte 


che  sia  u 


uale  ad 


dei  fattori  ìlei  primo  membro.  Sia  x-f  -i  queslo  f; 
per  x-|-ò  l’uguaglianza  precedente,  avremo  A(x4-c)(x-Hf)- • 
A(x-j-c')(x-Hf') . . . . ; c proseguendo  similmente  cojicbiudereinq 
che  gli  w fàttori  semplici  del  secondò  prodotto  soho  gli  stéssi 
che'  qm|ll' primo.-  - » top  M .1-  ' ‘ <•?.:.»  i 

**4.  NeBa  teoria  delle  erjuaaiqni , trattandosi  di  massimo  co* 
fxmt  dideere  in  pih  polinomi  intieri  rispetto  ad  x,  bisognerà 
sempre  intendere  ette  i fattori  semplici  delia  forma  x-4-a, 
sd  sieno  tra  loro  moltiplicati  preformar  ipiesto  massimo  comun 
divisore  , il  quale  potrà  inoltrò  averanchean  moltiplicatore  qua- 
lunque indipendente  da  x.  L’aveg  ppi  questo  moltiplicatore,  è dei 
tutto  indifferente  : poiché  comunemente  questo  comun  diviserei»! 


considera  sòltanto  per  dedurne  i vaiorii  di  ■«  ohe  lo  rendono  uguali? 
a zero,  «d  on  multipli  eatOr  indipendente1  da  x liou  può  in  alcoli 
modo  cangiar  tali  valori  (••).'!  li  — ’c:  p i ' il.  « 

> Ea  -ricerca*  dirquesta  massimo  comun  divisore  si  può  far  come 
«Jocila  del  massimo  comun  divisore  torà  i numeri.  Sarà  inutile 
tener  contoi  dei;  fattori  comuni  indipendenti , da  xi,'e  potranno 
anche  ammettersi,  nel  calcolo  ,udei  cpefltóienti  ifrMieuari non 
peto  Unto  sarà  generalmente  piu1  semplice  di  evitare  te  frazioni. 


Digitized  by  Google 


21)6  LEZIONI  DI  ALGEBRA. 

Per  verità  i risultati  che  si  ottengono  eoo  queste  diverse  ma- 
niere di  operare  digeriranno  tra  loro  per  dei  moltiplicatori  o 
de’divisori  indipendenti  da  x,  ma  abbiamo  già  detto  che  ciò  non 
altera  il  vero  valore  del  massimo  commi  divisore. 

.•  .'  • • t 

CAPITOLO  XV. 

COMPOSIZIONE  II' di’  EQUAZIONE  ALGEBRICA  ytlALUNQllg 
AD  UNA  SOLA  INCOGNITA. 


Teorema  fondamentale  che  d per  itcopo  etabUir  che  ogni  equazione 
algebrica  & una  radice. 

3 lift.  Ogni  equazione  algebrica  ad  una  sola  incognita  può  sem- 
pre ridursi  alla  forma  , 

Ax"-i-Bx*_  • • -J-G-f+H=0, 

x essendo  l’ incognita , m un  numero  intiero  e positivo , ed 
A,  11,  C ecc.  delle  quantità  cognite  qualunque.  L’esponente  m 
è il  grado  dell’equazione.  Per  semplificarla  ancora  di  più , si  di- 
vide pel  primo  .coefficiente',  e si  scrive  cosi 

x“-j-Px*_,-t-Qx"-’'  • ■ -f-Tx-(-U=0 , 

P,  Q,. . .T,  U essendo  quantità  anche  cognite  reali  o immagina- 
rie della  forma  \/ — 1.  E qui  ricorderemo  che  per  quantità 

immaginaria  non  s’intenderà  più  che  espressioni  di  tal  forma. 

Non  è evidente  a priori  che  esista  sempre  una  quantità  reala 
o immaginaria,  che,  posta  in  questa  equazione  in  luogo  di  x, 
renda  il  primo  membro  identicamente  nullo:  cotiche  abbisogna 
una  dimostrazione  per  istabiiire,  che  questa  equazione  ammette 
sempre  una  radice.  Questa  proposizione  fondamentale  è rimasta 
lungo  tempo  senza  dimostrazione  ; ma  presentemente  se  ne  anno 
molte.  1 sig.*  Abganb  e Molhev  qe  àn  data  una  nelle  opere  già 
citate  p.  201.  11  sig.  Cadcht  ne  à data  un'altra  nei  suoi  Eter- 
ei zi  di  Matematica,  la  quale  à il  vantaggio  di  non  introduce 
allatto  principi  geometrici;  e questa  andremo  ad  esporre.  Non 
pertanto  siccome  è dessa  molto  astrusa , potrebbe  sopprimersi  ed 
ammettere  il  teorema  come  evidente , passando  immediatamente 
alia  composizione  delle  equazioni  p.  SOS.  . t ■« 

m.  Nella  dimostrazione  del  Caithv  , avremo  bisogno  di  due 
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proposizioni  dimostrate  sui  moduli  (885  e 800)  che  riportere- 
mo qui  a modo  di  Lemma.  In  seguito  ne  esporremo  due  altre 
ugualmente  necessarie. 

Lemma  I.°  La  somma  o la  differenza  di  due  quantità  qualun- 
que A un  modulo  compreso  tra  la  somma  e la  differenza  dei  loro 
moduli. 

Lemma  II.0  Il  prodotto  di  due  quantità  à per  modulo  il  pro- 
dotto dei  loro  moduli. 

Corollario.  Dunque  il  prodotto  di  un  numero  qualunque  di 
fattori  dee  aver  per  modulo  il  prodotto  dei  moduli  di  tutti  « fat- 
tori. Dunque  allora  la  n1"'"’  potenza  di  una  quantità  à per  mo- 
dulo la  n“ma  potenza  del  modulo  di  questa  quantità. 

887.  Lemma  III.°  Perchè  una  quantità  della  forma  a-f-bl/— 1 
sia  nulla,  è necessario  e sufficiente  che  il  suo  modulo  sia  nullo. 

In  effetti,  a e 6 essendo  quantità  reali,  sia 

a-f-ò  1/ — 1=0 . 

Siccome  la  parte  reale  o non  può  distruggere  la  parte  immagi- 
naria b^=T,  bisogna  che  s’abbia  separatamente  o=0,  e fc=0; 
dunque  I /a*-ì~b*=d)  cioè  il  modulo  di  o+ò  [/■ — i dee  esser  zero. 
Tal  condizione  è sufficiente;  poiché,  a e b essendo  quantità  reali, 
i loro  quadrati  son  quantità  positive,  e la  loro  somma  a*+i* 
non  può  esser  zero  ammenoché  non  s’abbia  a=0  e b= 0. 

Corollario.  Egli  è chiaro  clic  un  prodotto  di  quantità  reali 
non  può  esser  zero  se  non  è zero  alcuno  de’  suoi  rettori.  Ma 
quando  sonvi  dei  fattori  immaginari  non  è evidente  che  dopo  la 
moltiplicazione  i termini  del  prodotto  non  possono  distruggersi 
scambievolmente  senza  che  lo  stesso  avvenga  in  uno  de’ fattori. 
Or  noi  andremo  a dimostrare  che  in  questo  caso  ancora  bisogna 
che  un  de’  fattori  sia  zero. 

. Perchè  il  prodotto  sia  nullo , è necessario  che  il  suo  modulo 
sia  nullo.  Or  questo  modulo  è il  prodotto  dei  moduli  de’  fatto- 
ri (880)  ; c siccome  questi  moduli  sono  quantità  reali , il  loro 
prodotto  non  può  divenir  zero  a meno  che  uno  di  essi  non  lo 
sia.  Ma  allora  il  fattore  a cui  corrisponde  questo  modulo  dee 
anche  esso  esser  nullo  ; dunque  in  generale  perchè  il  prodotto 
di  più  fattori  sia  nullo  bisogna  che  almeno  uno  de”  suoi  fattori 
sia  nullo. 

888.  Lemma  IV.  Sia  un  polinomio  X della  forma 
X=»r“  — pjC»-»  — Qxm-s U , 

Lez.  di  Alq.  38 
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ia  cui  -tutti  i termini,  dopo  del  primo,  àn  coefficienti  reali  a ne- 
gativi. Facendo  crescere  x positivamente  a partire  da  un  certo 
limite , i valori  del  polinomio  X saran  continuamente  positivi  • 
crescenti , e potranno  ancora  crescere  all’  infinito. 

Potremo  scrivere  X così 


-*)■ 

Allora  , facendo  crescere  x positivamente  , i termini  negativi  rac- 
chiusi nelle  parentesi  andranno  decrescendo , e potrà  rendersi 
la  loro  somma  tanto  piccola  quanto  si  vorrà.  Una  volta  arrivati 
ad  un  valore  X di  x , che  renderà  questa  somma  minore  di  uno, 
egli  è chiaro  che  la  quantità  racchiusa  in  parentesi  sarà  positiva 
e crescente.  Essa  non  può  sorpassare  l’ unità  ma  può  accostar- 
visi  indefinitamente.  D’ altra  parte , il  fattore  va  anche  au- 
mentando , e può  sorpassare  ogni  limite  ; dunque , a partire 
da  x=X X dee  crescere  positivamente  fino  all’  infinito. 

Osservazioni.  11  numero  dei  termini  negativi  nella  parentesi  è 
generalmente  uguale  ad  m ; ma  può  essere  anche  minore  potendo 
esser  nulli  alcuni  di  essi.  Sia  n il  numero  dei  termini  restanti, 
e poniamo  le  uguaglianze 

r_  1 q_i  JL— i. 


ricaveremo  da  questi  valori  ar=nP,  x=[/nQ, ar=V nU  ; 

ed  è egli  chiaro  che  prendendo  per  x il  maggiore  di  questi  va- 
lori , il  polinomio  X sarà  positivo.  Così  potrà  prendersi  X uguale 
a tal  valore. 

88».  Passiamo  ora  alla  dimostrazione  del  teorema  fondamen- 
tale propostoci. 

Teorema.  Ogni  equazione  di  grado  qualunque  , a coefficienti 
reali  o immaginari , à sempre  almeno  una  radice. 

Prima  parte.  La  dimostrazione  generale  esige  che  si  consi- 
deri da  prima  il  caso  particolare , dell’  equazione  binomia.  Sup- 
poniamo quest’  equazione  ridotta  alla  forma 
= 1 , 

dove  * e p son  quantità  reali  che  possono  esser  nulle , insieme 
o separatamente.  Si  tratta  dimostrare  che  esiste  un  valore  di  x 

della  forma  a-\-b\/ — 1 proprio  a verificarla. 

Allorché  il  grado  m è una  potenza  di  2 , la  determinazione 

di  x si  riduce  ad  estrarre  da  — 1 più  radici  quadrate  suc- 
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cossi  ve.  Ora  abbiamo  veduto  (*«3)  che  queste  radici  vengon  sem- 
pre espresse  sotto  la  forma  a-\-b[/ — 1. 

Allorché  m è un  prodotto  di  fattori  eguali  a 2 per  un 
numero  impari  qualunque , la  determinazione  di  x si  riduce 
ad  estrarre  da  *-(-,61/ — 1 più  radici  quadrate  successive  , ed  in 
ultimo  una  radice  di  grado  impari.  Le  radici  quadrate  potendo  tutte 
esprimersi  sotto  la  forma  a+Al/ — 1 , resta  a dimostrare  che  , m 
essendo  impari , esista  ancora  un  valore  x , di  questa  forma  , 
proprio  a verificare  l’equazione  xm=x-\~p[/ — f. 

La  proposizione  ò evidente  quando  l’una  delle  quantità  * e ,6 
è zero.  Da  prima  se  P=0  l’ equazione  binomia  si  riduce  ad  x"=*  ; 

m 

e , qualunque  sia  il  segno  di  * , il  radicale  di  grado  impari  J/ * 
dee  aver  un  valore  reale  , che  è radice  dell’  equazione.  Se  *=0, 
F equazione  binomia  si  riduce  ad  a:'"— 3 1/ — 1.  Allora  facen- 
do x=x'\/ — 1 , si  avrà  xm-=r±ix'm  1/ — 1 (dovendo  prendersi 
il  4-  o il  — secondochè  m è un  multiplo  di  1 aumentato  di  t 
o di  3).  Perciò  l’equazione  diventa  x,m=±p:  c questa  à una 
radice  reale;  dunque  l’equazione  xm=$\/ — 1 ne  avrà  una  della 
fonila  x=b]/ — 1. 

Consideriamo  ora  il  caso  in  cui  nò  * nè  |3  è uguale  a zèro. 
Passando  tutti  i termini  a primo  membro  l’equazione  sarà 
xm — (*-(-£  1/ — 1)=0. 

Per  abbreviar  chiameremo  il  primo  membro  X di  tal  che  si  avrà 
X-— -a'm — Facciamo  x=a-\-b J/ — 1 : X si  trasfor- 
merà in  una  espressióne  simile 

X=A+Bl/^1 , 

A c B essendo  de’ polinomi  intieri  in  a e b non  alletti  da  |/ — 1. 
Or  noi  andremo  a dimostrare  che  esistono  valori  di  a e di  b, 
reali  c non  infiniti,  che  fanno  svanire  il  modulo  |/AM-BJ  di  X. 
Chiamiamo  ( , v,  V i moduli  delle  quantità 

*— I — j3 1/ — 1 , o-(-à  |/ — 1 , A+B 1/ — 1 , 
di  maniera  che  si  abbia 

p=l/*»-(-j3»,  c=l/a«-t-à*,  V=|/A»-(-B*. 

Prendendo  b=-0  ed  am=*,  egli  è chiaro  che  xm  si  ridurrà 
ad  a"  ovvero  *;  dunque  allora 

X=*-(*-HH/=I)=-^  |/=T; 

•dunque  dunque  V*  <[*'-(- ,6*  ovvero  V <(j>.  Trovando»! 
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tosi  un  valore  di  V <p  può  già  conchiudersi , con  certezza,  che 
facendo  variare  a e b in  tutti  i modi  possibili,  il  minor  valore 
clic  possa  prendere  V sarà  minore  di  p.  Resta  a dimostrare  che 
questo  minimo  valore  di  V sia  zero. 

Qualunque  sia  questo  valore  minimo , non  dee  esso  affatto  cor- 
rispondere al  valore  di  #=0;  poiché  allora  si  à <i=0 , fc= 0, 
V’  '=  • Non  può  neppure  corrispondere  ad  un  valore 

di  x in  cui  a o b fosse  infinito;  poiché  allora  si  avrebbe  v=oo, 
e quindi  (38®)  il  modulo  vm  di  .Tm  sarebbe  infinito,  c quindi 
anche  quello  di  X,  che  è compreso  tra  v”*+p  e cm — p (38®). 

Sia  adunque  x=c  un  valore  diverso  da  zero , reale  o immagi- 
nario , in  cui  né  a né  b è infinito.  Chiamiamo  C il  valore  corri- 
spondente di  X , V'  il  modulo  di  C , e supponiamo  che  V ' non 
sia  zero  , il  che  esige  che  il  valore  C anche  esso  noi  sia.  Facendo 
x=c-\-zt  ed  osservando  che  C—c" — » — p[ / — 1 , X diverrà 
X=(c-f-z)"—a-?l^T 

=C-f-mc"'  - ’z-h  Km  - 

« 

In  questo  sviluppo,  la  somma  dei  due  primi  termini  svanisce 
prendendo 

z= • 

me  m— 1 

Chiamiamo  « una  quantità  reale  e positiva , piccola  quanto  si 
vorrà , e facciamo 

-C 

mcm-« 

i due  primi  termini  dello  sviluppo  diventeranno  C (1 — e)  ; c met- 
tendo C in  fattore  comune , potrà  scriversi 

X=C  (1 — ecc.), 

/,  /'...essendo  quantità  della  forma  a-\-b\/ — 1. 

Chiamando  4 il  modulo  della  quantità  che  moltiplica  C , si  avrà 
per  quello  di  X,  in  virtù  del  lemma  II, 

V=V'4>. 

D’altra  parte,  poiché  * è una  quantità  reale,  chiamando  9, 
9' , . . . . i moduli  di  /,  /',...,  saranno  1 — j , 9»* , v't* , . . . ; quelli 
delle  quantità  1 — •,  /<* , ed,  in  virtù  del  lemma  I,  il 

modulo  4 non  dovrà  esser  maggiore  di 

1 — s4-9«»-j-9'«»-4-  ecc. 

Mettendo  questa  quantità  sotto  la  forma  1 — < (1 — 9* — 9 V — ecc.), 
è chiaro  clic , per  valori  piccolissimi  di  * , la  quantità  racchiusa 
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in  parentesi  è <1.  Inoltre  la  quantità  precedente , tutta  intiera 
è anche  essa  <1;  dunque  si  avrebbe  4>  <1  e V<V'. 

Dunque , quando  V'  non  è zero  , si  può  scegliere  x in  modo 
che  il  modulo  V di  X sia  <V'.  Dunque  il  valore  minimo  di  questo 
modulo  sarebbe  zero.  Ora  il  valore  di  x che  da  V=0  è radice 
dell’  equazione  X=0  ; dunque  finalmente  1’  equazione  binomia 
ammette  sempre  una  radice  della  forma  o-f-òl/ — 1. 

Seconda  parte.  Sia  ora  l’equazione  generale 

[A]  a^4-Pa^“'+Qa?“"*4-Rx*-3-i-  ecc.  =0 

in  cui  P , Q , R , ecc.  son  quantità  qualunque , reali  o imma- 
ginarie , della  forma  a+b\/ — 1. 

Facciamo  ancora,  per  abbreviar,  X=^rm+Px*-,-f-Qx‘’-,-f- 
ecc.  ; e sostituiamo  ad  x il  valore  x=a-\-bV' — 1.  Avremo  un 
risultato  della  forma 

X=A+B1/— T, 

A e B essendo  polinomi  in  a e 6 non  affetti  da  J/^7;  e,  per- 
chè l’eq.*  [A]  sia  soddisfatta,  è necessario  e sufficiente  che  il 

modulo  1/ A*+B*  di  X sia  zero  (#87).  Quindi  è nostro  oggetto 
dimostrare , che  esistono  effettivamente  valori  di  a e b che  ren- 
don  nullo  questo  modulo. 

Chiamiamo  p,  p',  p",. . . i moduli  de’ coefficienti  P,  Q,  R ecc., 
« il  modulo  dell’espressione  x=ar\-l\/^i , c V quello  di  X. 

In  virtù  del  lemma  II,  quando  si  sostituisce  a-\-l>  [/— 1 ad  .t, 
le  potenze  xm,xm~',xm->,. . . àn  per  moduli  vm,  «*•-*,  ?»->,. . 
e i differenti  termini 

xm,  Px«— , Q<r— *,  Rx—3,  ecc., 
che  compongono  X,  avran  per  moduli 

e”,  pc— * , p't?"-»,  3 ecc. 

Dunque , pel  lemma  I , il  modulo  del  polinomio 
Par"—  ■-t-Qx”- ’-f-Rj;»- 3-f-ecc. , 
non  deve  esser  maggiore  della  somma  fi'"- 

e quindi  il  modulo  V del  polinomio  non  dee  esser  minore  della 
differenza 

[1]  v — pt”~-1 — p'e”-» — — ecc., 

la  quale  può  riguardarsi  come  positiva,  dando  a v valori  suffi- 
cientemente grandi.  Sappiamo  infatti  (388)  che  dando  a v va- 
lori sempre  più  grandi  a partir  da  un  certo  limite,  l’espressio- 
ne [1]  sara  costantemente  positiva.  Sappiamo  ancora  che  essa 
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dee  crescere  all' infinito;  dunque  il  modulo  V può  anche  esso 
acquistare  valori  maggiori  d’ogni  limite. 

Dando  ad  a o a b un  valore  infinito , il  modulo  di  x sarebbe 
infinito;  e,  perciò  che  abbiam  detto , l'espressione  [1]  il  sarebbe 
ancora , e quindi  anche  il  modulo  V.  Ma  quando  oc  i non  sono 
infiniti,  è chiaro,  per  la  natura  stessa  dei  polinomi  A e B,  che 
il  modulo  V non  divicn  più  infinito.  Da  ciò  segue,  che  se  V 
non  può  divenir  zero  per  alcun  valore  di  x,  vi  dovrà  esser  al- 
meno un  valore,  formato  con  dei  valori  finiti  di  o e b,  che  dà 
per  V un  valore  minore  di  ogni  altro.  Tutta  la  questione  così  si 
riduce  a dimostrare  che  questo  valore  minimo  è zero. 

Sia  x=c  un  valore  particolare  di  x , reale  o immaginario,  G 
il  valore  corrispondente  di  X,  che  è supposto  diverso  da  zero, 
e V’  il  modulo  di  C.  Prendendo  per  x un  valore  x=c-{-z,  di- 
verso da  c,  avremo  per  X uno  sviluppo  come 
[2]  X=C-hC'z+C"z'+ecc. 

Ammettiamo  da  prima  che  C'  non  sia  zero,  e preudiamo 


C 


i essendo  una  quantità  positiva  quanto  si  vorrà  piccola:  X potrà 
scriversi  così  X=C(1 — s -+-/■«*-+-/■'( J-f-ecc. } , f,  f .... . essendo 

quantità  della  forma  a-f-ò  1/ — 1 ; e potrà  vedersi  come  alla  pa- 
gina 301  che,  per  valori  piccolissimi  di  s,  sarà  il  modulo  V<V'. 

Ammettiamo  ora  che,  nell’ espressione  [2],  C'  sia  zero,  e che 
a partir  da  questo  coefficiente  il  primo  che  non  sia  zero  sia  quello 
di  z".  Chiamando  C,  questo  coefficiente,  e C„C,...  quelli  che 
vengon  dopo,  l’espressione  [2]  sarà  semplicemente 
[3]  X=C-t-CJs  — -f^ecc. 

c 

Poniamo  l'equazione  z’= — — : il  secondo  membro  può  ridursi 

alla  forma  a-t-6 1 / — 1,  e sappiamo,  per  ciò  che  si  è detto  per 
l'equazione  binomia,  che  v'à  un  valore  di  z proprio  a verificar 
questa  equazione.  Chiamiamo  z'  questo  valore , e prendiamo 
z=z'e,  « essendo  anche  una  quantità  positiva  piccolissima.  Os- 
c 

servando  che  — , l’espressione  [3]  si  cambierà  in  questa 

Ci 

X=C(1  — -h  fon+’+ecc.) , in  cui  son 

sempre  de’ coefficienti  della  forma  a-hòl/ — 1;  e ragionando  an- 
che qui  come  alla  pag.  301,  si  vedrà  che,  per  valori  piccolissimi 
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di  « , il  modulo  della  espressione  precedente  sarà  minore  di  quello 
di  C,  cioè  sarà  V<V'. 

Così , quando  V'  non  è zero,  può  sempre  scegliersi  x in  modo 
che  il  modulo  V del  polinomio  X sia  <V'.  Dunque  il  valore 
minimo  di  V è zero  ; e quindi  il  valore  di  a:  a cui  corrisponde  que- 
sto minimo  è una  radice  dell’eq.  [A].  Senza  determinare  il  valore 
di  questa  radice , e senza  esaminare  se  v’  anno  altri  valori  di  x 
che  possan  dare  V=0,  possiam  conchiudere,  con  certezza,  che 
una  equazione  di  grado  qualunque,  a coefficienti  reali  o immagi- 
nari, à sempre  almeno  una  radice  della  forma  a+b  l/=l. 

Composizione  delle  equazioni. 

390.  Teorema.  Se  una  quantità  a è radice  d’una  equazione, 
il  primo  membro  di  questa  equazione  i esattamente  divisibile  pel 
binomio  x — a. 

In  questo  enunciato-  si  suppone  che  l’ equazione  è della  forma 

[A]  x"-)-Pxl,,-‘-|-Qx"_*'  • • • + Tx-4-U=0. 

Per  abbreviare , chiameremo  X il  primo  membro , di  maniera 
che  l’equazione  sarà  espressa  semplicemente  con  X=0. 

Dividiamo  X per  x — a : siccome  il  divisore  è del  primo  grado, 
potrà  spingersi  l’ operazione  finché  si  abbi  un  resto  indipendente 
da  x.  Chiamiamo  Y il  quoziente , e Z il  resto  ; sarà 
xm-f-Px”-,-+-Qx”,_*  -+-ecc.  = (x — a)  Y-f-Z. 

Facendo  x=a,  il  prodotto  (x — a)  Y sarà  nullo;  poiché  x — a 
diventa  zero , ed  Y non  può  diventar  infinito , mentre  non  con- 
tiene x al  denominatore.  D‘  altra  parte  Z non  cangia  allatto , 
poiché  non  contiene  x ; dunque  1’  uguaglianza  precedente  si  ri- 
duce ad 

a”  -(-  P«“  - 1 -f-  Qo”  ~ * -4-  ecc . = Z . 

Da  ciò  ricavasi,  che,  qualunque  sia  a,  il  resto  Z della  divisione 
di  X per  x — a si  ottiene  cambiando  x in  a in  X.  Dunque  quando 
a è una  radice  dell’equazione  X=0,  z sarà  nullo;  dunque  allora 
X è esattamente  divisibile  per  x — a. 

Altra  dimostrazione.  Qualunque  sia  la  quantità  a , il  polinomio 
X può  scriversi  cosi  : 

x ( [xm — a^+Pfx”-'— — am~ >)•  • — )-T(x— a) 

~{  -f-a"+Pa"  - ' -t-Qa™  - * |-Ta-|-U. 

La  prima  linea  contiene  le  differenze  x” — am,  x"_1 — x"~l,  ecc., 
che  son  tutte  divisibili  per  x?— a;  dunque  la  seconda  linea  è il 
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resto  indipendente  da  x,  che  dee  ottenersi  dividendo  X per  x — a. 
Or  questo  resto  non  è altro  che  X,  in  cui  si  è sostituito  a ad  x; 
dunque  quando  a è ima  radice  dell’equazione  X=0,  il  polinomio  X 
ò divisibile  per  x — a. 

Osservazione.  Da  questa  seconda  dimostrazione  risulta  che , 
per  avere  il  quoziente  di  X per  x — a , non  si  à che  a dividere 
xm — a",  xm~' — am~',  ccc.,  per  x — a,  ed  addizionare  tutti  questi 
quozienti , dopo  aver  moltiplicato  il  2.°  per  P,  il  3.°  per  Q , ecc. 
Questi  diversi  quozienti  facilmente  si  formano , e si  à 


X 

|+P  +P« 

+Q 


j?- 


>3, 


•+  «"“• 
• -i-Qa”-3 


+T. 

Per  altro  tutto  ciò  era  già  conosciuto  pel  n.“  33. 

391.  Teorema.  Un  polinomio  qualunque  X,  della  forma 
xm-|-Px'"-,4-ecc.,  i sempre  il  prodotto  di  m fattori  semplici  come 
x — a,  x — b , ccc.  Di  più  l’equazione  X—0  può  aver  m radici , 
e non  più. 

Ogni  equazione  algebrica  à almeno  una  radice  reale  o imma- 
ginaria : sia  quindi  a una  radice  dell’  equazione  X=0  : il  poli- 
nomio X deve  esser  divisibile  per  x — a (390),  ed  il  primo 
termine  del  quoziente  sarà  evidentemente  x"_l;  e chiamando 
questo  quoziente,  per  abbreviar,  x"~ ‘-(-ecc.,  si  avrà 
X=(x — a)  (x“7*-(-ecc.). 

Or , poiché  ogni  equazione  à una  radice , esiste  un  valore  6 , che 
sostituito  ad  x annulla  x"-,-f-ecc.  ; dunque  questo  fattore  è 
divisibile  per  x — b;  dunque,  chiamando  x“-*+ecc.  il  quoziente, 
si  avrà  x"-,4-ecc.  = (aj — b)  (a^-’-j-ecc.)  e quindi 
X=(* — a)  [x — 6)  (x“-,-f-ecc.). 

Ripetendo  lo  stesso  ragionamento , si  decomporrà  il  polinomio 
ar" -,-+- ccc.  come  si  è decomposto  il  precedente  x**-,4-ecc.;  e 
continuando  similmente , ogui  operazione  metterà  in  evidenza  un 
altro  fattore  di  l.°  grado,  c nello  stesso  tempo  diminuirà  d’una 
unità  il  grado  dell’ultimo  quoziente.  Si  arriverà  così  in  ultimo 
ad  un  quoziente  che  sarà  del  l.a  grado,  ed  il  cui  primo  termine 
sia  x.  Quindi  chiamando  x — l questo  quoziente,  U polinomio  X 
sarà  decomposto  in  m fattori  cosi 

X=(.T — o)  {x — b)  [x — c) ....  [x — l). 

Inoltre  i binomi  x — a , x — b , ecc.  essendo  de’  fattori  primi, 
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nel  senso  spiegato  al  n.®  *83 , non  vi  sarà  alcun  altro  sistema 
'di  fattori  primi  che  possa  riprodurre  X.  Dunque  nessun  altro 
binomio  x — » potrà  esser  divisore  di  X. 

Corollario.  La  possibilità  della  decomposizione  precedente  es- 
sendo dimostrata,  si  scorge  immediatamente  che  l’equazione  X=0 
dee  aver  m radici;  poiché  il  suo  primo  membro  diventa  nullo 
per  ciascun  dei  valori  x=a,  x=J>,  x=c, ....  an=f.  Di  più  essa 
non  può  aver  altre  radici  ; poiché  se  ne  avesse  un’  altra , a , il 
binomio  x — * sarebbe  un  altro  divisore  di  X , il  che  è impossi- 
bile (*). 

Osservazione.  Se  tra  le  quantità  a,  b,  e,...  ve  n’àn  delle 
eguali,  non  vi  saran  più  m valori  differenti  di  x che  verificano 
l’equazione.  Non  pertanto  si  considera  sempre  il  grado  dell'equa- 
zione come  indicante  il  numero  delle  radici,  sottintendendo  però 
che  più  di  queste  radici  posson  essere  anche  uguali.  Cosi,  sup- 
ponendo aversi  nell’equazione  » fattori  uguali  ad  x — a,  si  dirà 
che  tra  le  radici  ve  n’ànno  * che  sono  ugnali  ad  a. 

399.  Teorema.  In  ogni  equazione  ridotta  alla  forma  ordina- 
ria, i coefficienti  si  compongono  delle  radici  a,  b,  c,...  come 
segue.  Il  coefficiente  del  2."  termine , preso  con  segno  contrario  i 
la  somma  delle  radici;  il  coefficiente  del  3."  termine  i la  somma 
dei  prodotti  a due  a due  delle  radici:  il  coefficiente  del  4.®  ter- 
mine, preso  con  segno  contrario,  i la  somma  de’ prodotti  a tre 
a tre  delle  radici:  e cosi  di  seguito,  avendo  cura  di  cambiar  i 
segni  ai  coefficienti  de’ termini  di  posto  pari:  finalmente  l’ultimo 
termine,  è il  prodotto  di  tutte  le  radici,  preso  col  suo  segno  o 


(')  Può  evitarsi  la  considerazione  de’  fattori  primi  osservando  che , so- 
stituendo ad  x ima  quantità  a.  diversa  da  a,  b,...  I,  è impossibile  ehe  X 
diventi  zero,  poiché  nessun  de’ suoi  fattori  si  annulla;  dunque  l’equazio- 
ne X=0  noo  à altre  radici  che  a,  b,...  I.  Dunque  neppure  X potrà  es- 
ser divisibile  per  un  binomio  ai— a diverso  da  x — a , x—b , ecc.  Poiché 
se  ciò  fosse , X diverrebbe  zero  facendo  lai , e quindi  « sarebbe  una 
nuova  radice  dell’ equazione  X=0. 

Questo  ragionamento  si  poggia  sulla  proposizione  che  nn  prodotto  non 
può  esser  nullo , se  alcuno  dei  suoi  fattori  non  è nullo.  Questa  proposi- 
zione, come  abbiamo  già  osservato  (cor.  n."  SS»),  è evidente  di  per  se 
stesso  quando  i fattori  son  reali.  Ma  siccome  qui  i fattori  a , b , c ,... 
possono  esser  anche  quantità  immaginarie,  cosi  non  si  vede  più  chiaro 
come  i termini  del  prodotto  uon  posson  distruggersi  tra  loro,  senza  ebe  al- 
cun dei  fattori  sia  nullo.  Per  tal  ragione  la  dimostrazione  dei  lesto  é a 
preferirsi,  a menochc  non  si  facci#  capo  dal  corollario  già  citato. 

Lez.  di  Alg.  39 
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eoi  legno  contrario,  lecondochè  il  grado  dell’  equazione  è pari  a 
impari. 

Noi  sappiamo  che,  in  un  prodotto  di  binomi  come  ar-f-a,  x-+-b, 
se— |— c , . . . il  coefficiente  del  2.°  termine  è uguale  alla  somma 
de’ secondi  termini  dei  binomi,  che  il  coefficiente  del  3.°  termine 
è uguale  alla  somma  dei  prodotti  a due  a due  di  questi  secondi 
termini  ecc.  Or  abbiam  veduto  precedentemente  che,  in  un’  equa- 
zione della  forma  a;m-f-P.rm-,-|-ecc.=0 , il  primo  membro  è 
composto  di  m fattori  semplici  x — a , x — b,  x — c,  ecc. , e che 
a,  b,  c,  ecc.,  son  le  radici  di  questa  equazione;  dunque  po- 
tranno in  questo  caso  applicarsi  le  regole  or  citate,  avendo  cura 
però  di  sostituire  in  quelle  — a,  — b,  — e,...  ad  a,  b,  c, ..., 
cioè  lo  radici  stesse  prese  con  segno  contrario  ; e da  ciò  il  teo- 
rema enunciato  naturalmente  risulta. 

393.  Oucrvazione.  A prima  vista  pare  che  queste  relazioni 
dovessero  far  conoscere  le  radici  ; poiché  esse  danno  tante  equa- 
zioni in  cui  entrano  queste  radici , quanti  sono  i coefficienti  della 
equazione,  fatta  astrazion  da  quello  del  primo  termine  che  è 
l’ unità.  Quindi  il  numero  di  questi  coefficienti  essendo  uguale  al 
grado  dell’equazione,  si  avrebbero  tante  equazioni,  quante  son 
le  radici  a trovarsi.  Ma  intanto  cercando  risolverle,  siam  con- 
dotti alla  equazione  proposta  istcssa , di  maniera  che  la  quistioue 
trovasi  allo  stesso  punto. 

Per  maggior  chiarezza,  prenderemo  l’equazione  del  3.°  grado 

[1]  ''  a»+i»j;.+Qa.+it=o. 

Chiamando  a,  b,  c le  sue  tre  radici,  per  determinarle  si  avreb- 
bero le  tre  relazioni 

P== — a — b — c , Q=ab-{-ac~\-ic , R= — alte. 

Per  aver  una  equazione  clic  non  contenga  che  una  incognita  ad 
esempio  a,  il  processo  più  semplice  consiste  nel  moltiplicar 
la  l.a  per  aa,  la  2.a  per  a,  e addizionarle  con  la  3.°  membro 
a membro.  Si  à da  prima 

Poa-i*Qa-}-R= — a3 — — a*c 

-f-o  *b-\-a  2c-\-ubc 
— abe  ; 

ed  in  seguito,  effettuando  le  riduzioni,  e trasportando  il  termine  — a3, 
aM-Pa»-bQa-|-ll=l). 

Le  incognite  b e c son  cosi  eliminate,  ma  siamo  però  arrivati 
ad  una  equazione  del  tutto  simile  alla  proposta,  la  cui  risolu- 
zione perciò  dee  offrir  le  stesse  difficoltà. 
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Lo  stesso  sarebbe  dell’equazione  contenente  solo  b o solo  c. 
In  effetti , se  in  vece  di  moltiplicar  le  due  prime  equazioni  per  a* 
ed  a,  si  moltiplicassero  rispettivamente  per  6*  e per  b,  ovvero 

per  ca  e per  c,  e si  addizionassero  poi  con  la  terza,  si  otter- 
rebbero queste  equazioni 

òJ-t-P6*-K)ò-f-R=0 , c’+Pca4-Qc-t-R=0  ; 

che  soli  del  tutto  simili  alla  proposta. 

Potrebbe  in  ultimo  credersi  che  cercando  qualche  altro  metodo 
d’eliminazione,  fosse  possibile  arrivar  ad  una  equazione  di  più 
facile  risoluzione.  Ma  ecco  un  ragionamento  che  dee  convincerci 
del  contrario.  Le  tre  incognite  a,  b,  c entrano  nello  stesso  modo 
nelle  tre  equazioni  ; cosi  che  queste  equazioni  non  cambiano  fa- 
cendo tra  a,  b e c una  permutazione  qualunque.  Da  ciò  segue  che 
gli  stessi  calcoli  che  conducono  alla  equazione  finale  in  a debbon 
ripetersi  per  avere  l’equazione  finale  in  6 o in  c,  con  questa  sola 
differenza  che  potrà  sostituirsi  da  per  tutto  b o c ad  a.  Ciascuna 
delle  tre  equazioni  finali  adunque  dee  da  sè  sola  determinare  i 
valori  delle  tre  radici  dell’  equazione  proposta  [1]  ; e quindi  tutte 
tre  saran  perfettamente  simili  a questa  equazione  stessa. 

Può  arrivarsi  anche  più  presto  a tal  conchiusiono  osservando 
che  ciascuna  delle  tre  lettere  a , b , c rappresenta  indifferente- 
mente una  radice  qualunque.  Dunque , quando  si  sarà  avuta , per 
un  mezzo  qualunque,  un’equazione  non  contenente  che  solo  a, 
o b,  o c,  dovrà  essa  dar  per  i valori  di  questa  incognita  le  ra- 
dici istesse  della  equazione  proposta,  e quindi  essere  del  tutto 
simile  a questa  equazione. 

Otservasioni  a cui  dan  luogo  lo  radici  immaginarie. 

394.  Noi  abbiam  supposto  nella  teoria  precedente  che  i coef- 
ficienti delle  equazioni  algebriche  fossero  reali;  ma  dessa  sarà 
più  generale , considerando  questi  coefficienti  cóme  quantità  della 
forma  o— {— 61 / — i,  « e è essendo  quantità  reali;  poiché  questa 
ipotesi  comprende  la  prima  facendo  6=0.  Per  questa  ipotesi, 
nel  n.°  389,  abbiam  trovato  che  ogni  equazione  algebrica  à sem- 
pre almeno  una  radice  della  forma  a-j-òj/— i,  reale  o imma- 
ginaria ; e per  questa  ipotesi  vogliamo  far  ora  osservare  che  am- 
messa questa  proposizione  come  dimostrata , le  m radici  dell’  equa- 
zione X=0  ovvero 

[A]  xm-+-Pa:'n-'  + Qa;"i-«-f-ecc.  = 0,  > 
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dcbbon  esser  tutte  della  stessa  forma  a-fiK— i. 

In  fatti  sia  ®=a-f-6l/— 1 la  radice,  la  cui  esistenza  è di- 
mostrata. Noi  sappiamo  che  il  polinomio  x“-|-ecc.  è divisibile 
per  x — (a-f-èl/^T).-  Or,  nell’ effettuar  questa  divisione,  le 
quantità  fl+àl / — 1 , P,  Q , ecc.  non  posson  combinarsi  che  per 
addizione , per  sottrazione , e per  moltiplicazione  ; dunque  i coef- 
ficienti del  quoziente  #"•-*+ ecc.  saranno  ancora  della  forma 
a+bU'—i'.  In  seguito  l’equazione  x',-‘-t-ecc.  — 0 avrà  anche 
essa  almeno  ima  radice  a'+ii'l/— 1 di  questa  forma,  e divi- 
dendo «"-’-4-cec.  per  <r— (a'-t-à'l/ — 1),  i coefficienti  del  quo- 
ziente x"_*-f-ecc.  saranno  aneli»  della  stessa  forma.  Continuando 
a ragionar  similmente,  è chiaro  che  il  polinomio  primitivo  X si 
troverà  decomposto  in  m fattori  della  forma  x— (a-f-àl/— 1), 
e quindi  che  le  radici  deli'  equazione  saran  tutte  della  forma 
a-t-ftl / — li 

SM.  Consideriamo  due  equazioni  coniugate 

[1)  Y-*-Z|/^I=0,  [2]  Y — Zy^ì  = 0, 

non  differenti  tra  loro  che  pel  segno  di  Zi/— 1,  e dove  Y e Z 
son  dei  polinomi  in  x di  cui  tutti  i coefficienti  son  numeri  reali  ; 
le  radici  dell’ una  equazione  saran  quantità  coniugate  delle  ra- 
dici dell’altra.  In  effetti  sia  x=«-{-t)l/— l una  radice  dell’equa- 
zione [1],  e sia  Y'  + Z'l/ — 1 ii  quoziente  del  suo  1°  membro 
per  x—  avremo  identicamente 

[3]  (Y'^Z'l^T)(x— o— 6l/=l)=Y+Z  l/=T. 
Effettuando  la  moltiplicazione  indicata  nel  1°  membro,  si  à il 
prodotto  (x— o)Y,-f-AZ,-f-[(x — a)7J — bY'j]  1/  — 1 . Or  cambiando 
ne’ due  fattori  Z'  in  — Z'  o ò in.  —6,  è chiaro  die,  nel  pro- 
dotto , la  parte  non  affetta  da  1/ — 1 resta  la  stessa , e quella 

affetta  da  1/ — i cangia  solamente  segno  ; dunque , sol  perchè  si 
à l’ uguaglianza  identica  [3] , debbo  aversi  ancora 

[4]  (Y'— Z'l/=T)(x— Zl/=T. 

Da  ciò  conchiudesi  che  se— a — b\f — 1 è una  radice  dell’eq.  [2]; 
cioè  che  le  radici  di  questa  equazione  si  ànno  cambiando  in  quelle 

dell’eq.  [1]  il  segno  di  I/—  1.  Considerando  le  sole  radici  reali* 
questa  conchiusionc  mostra  che  son  esse  le  stesse  nelle  due  equa- 
zioni. 
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2IIS.  Una  particolarità  notevolissima  si  presenta  quando  i coef- 
ficienti P,  Q,  R, ...  son  reali;  ed  è che  allora  l’equazione  non 
può  aver  una  radice  immaginaria  a-\-b[/ — 1 senza  averne  una 
seconda  uguale  ad  a — 61/ — 1.  In  effetti  supponiamo  che,  dopo 
aver  diviso  X per  x — a — 61/ — 1 si  riuniscano  tutti  i termini 
del  quoziente  contenenti  1/ — 1 , e clic  questo  quoziente  sia  rap- 
presentato per  Y + Z|/ — 1 , di  maniera  che  si  abbia 

[5]  X = (Y  + Zl/3f)(x  — a— 61/IT). 

Effettuando  la  moltiplicazione  il  prodotto  potrà  scriversi  cosi  : 

[6]  X=c(* — a)Y+6Z+[(x — a)Z— 6Y]l/ — 1. 

Ma,  poiché  X è un  polinomio  che  non  contiene  V — 1 , la  parte 

che , in  questo  prodotto , moltiplica  V — 1 ',  dee  annullarsi  di  per 
se  stessa;  dunque  dee  aversi  semplicemente 
X = (*— a)Y  + 6Z. 

Or,  nei  due  fattori  dell’espressione  [a]  cambiamo  Z in  — Z 
e 6 in  — 6.  Per  aver  il  nuovo  prodotto,  basterà  far  lo  stesso 
cangiamento  nell’  espressione  [6] , e per  tal  cangiamento  non  vien 

essa  ad  alterarsi  che  nel  segno  della  parte  affetta  da  V — 1.  Ma 
abbiam  veduto  che  questa  parte  è nulla  di  per  se  stessa  ; dunque 
si  à ancora  per  prodotto  il  polinomio  X.  Quindi  dee  aversi 

X=(Y— Zl/=l)(x— a+òl^T); 

dunque  il  valore  x=n — 6 [/ — 1 è radice  dell’equazione  X = 0. 

Da  ciò  segue  che  le  radici  immaginarie  di  questa  equazione 
sono  di  numero  pari,  e possono  unirsi  a coppie  della  forma 

x=a±b\/ — 1.  Moltiplicando  tra  loro  i due  fattori  del  1°  grado, 
corrispondenti  a tal  coppia,  si  à 

(*—o—6  \/ — 1 )(x— <H-ò  [/—  1 ]=(#—- a)  *-f-6* 

= *■  — 2ax+(a»-4-6*). 

Questo  prodotto  è un  trinomio  reale  del  2°  grado,  cioè  che  i 
suoi  coefficienti  sono  reali. 

Può  dunque  riguardarsi  come  dimostrata  questa  bella  proposi- 
zione: Che  una  equazione  algebrica  a coefficienti  reali  è sempre 
composta  di  tanti  fattori  reali  di  f grado,  quante  sono  le  sue 
radici  reali;  e di  tanti  fattori  reali  di  2?  grado,  quante  son  le 
coppie  delle  sue  radici  immaginarie. 
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CAPITOLO  XVI. 

TRASFORMAZIONI  DELLE  EQUAZIONI. — RICERCA  DEI  DIVISORI. 

— TEORIA  DELLE  RADICI  EGUALI. 

— 

Trai  forma-ioni  delle  equazioni. 

907.  La  trasformazione  delle  equazioni,  considerata  general- 
mente , à per  oggetto  il  dedurre  da  una  equazione  data  un’  altra, 
le  cui  radici  abbiano  con  quelle  della  prima  una  relazione  cono- 
sciuta. Le  quislioni  seguenti  basteran  per  mostrare  lo  scopo  di 
questa  teoria,  ed  i metodi  che  in  essa  adopcransi. 

Quistione  I.  Trasformare  una  data  equazione  in  un'altra,  le 
cui  radici  sien  di  segno  contrario  a quello  delle  radici  della  proposta. 

Sia  x l’incognita  dell’equazione  data,  ed  y quella  della  trasfor- 
mata, dovrà  aversi  x= — y.  Quindi  bisogna  sostituir  — y ad  x 
nella  equazione  proposta.  È chiaro  infatti , che  se  una  quantità 
a è la  radice  di  una  delle  due  equazioni,  la  quantità  — a sarà 
radice  dell’ altra. 

Sia  l’equazione  data 

[A]  xm + Px"~ ■ + Q.rm— * -f-  ecc . = 0 . 

Fatta  la  sostituzione , i coefficienti  saranno  evidentemente  gli 
stessi , con  questa  sola  differenza  che  quelli  dello  potenze  impari 
dell’  incognita  avran  segni  contrari.  Se  m è pari , il  primo  termine 
della  trasfonnata  sarà  dunque  j”,  se  m è impari,  sarà  — ym. 
Ma  siccome , cangiando  i segni  a tutti  i termini , può  rendersi 
il  primo  termine  positivo , in  tal  caso  i coefficienti  delle  potenze 
pari  cambieran  seguo. 

Ad  esempio,  se  l’equazione  è x > — ox® — 5x+l=0,  la  tras- 
formata a radici  di  segno  contrario  sarà  x*-|-ox® — iix — 1=0. 

SOM.  Quistione  II.  Trasformare  una  equazione  in  un'altra 
le  cui  radici  sien  reciproche  di  quelle  della  proposta. 

Sia  l’equazione  proposta 

[A]  xm  -f-  Px— ■ -f- Qx"~® +T.r+U=0. 

Anzi  ogni  altro  due  quantità  dieonsi  reciproche  l’un  dell'altra  quando 
il  loro  prodotto  uguaglia  l’unità.  Quindi  se  a,  b,  c,...  son  le 

radici  della  proposta,  quelle  della  trasformata  saranno-  , ^ 
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quindi  basterà  cambiare  in  [A]  x in  -.  Si  à cosi 


r 

x"—‘ 


~t_~+U — 0 , 


ovvero  moltiplicando  per  xm , dividendo  per  U , ed  invertendo 
l’ordine  dei  termini, 

T 0 P 1 

xm-\--xm— +-x,+-x4--'==0. 

U u U U 


399.  Quistione  III.  Trasformare  una  data  equazione  in  una 
altra,  le  cui  radici  sicn  multipli  di  quelle  della  proposta. 

Sia  /;  un  numero  qualunque.  L’enunciato  esige  che  le  radici 
della  trasformata  sieuo  i prodotti  che  si  otterrebbero , moltipli- 
cando per  I:  tutte  le  radici  della  proposta.  Cosi  essendo 
[A]  ^ » . — t-Tx-J-U=0 

l’equazione  proposta,  sia  y la  nuova  incognita:  si  avrà  y—kx 


,V 

ovvero  x—-) 

fi 

yn 

km 


c quindi  l’eq.*  [A]  si  cambia  in  questa: 


Pym— 1 Qtjm-' 
km-,  km~* 


+t+d=°- 


Egli  è evidente  che  la  sostituzione  di  ka  in  luogo  di  y in  questa 
equazione  dà  lo  stesso  risultato  che  la  sostituzione  di  a in  luogo 
di  x nell’eq.'  [A];  di  maniera  che  a non  può  esser  una  radice 
dell’eq.'  in  x,  senza  che  ka  ne  sia  una  nell’ eq.*  in  y. 

Moltiplicando  per  km  tutti  i termini  di  questa  trasformata,  può 
scriversi  così 

[B]  ym-\-Pkym  ,-f-0/c2ynl  a ■ . • -+TA:"- *i/+UAm=0, 
ed  è chiaro  che  i coefficienti  di  questa  trasformata  posson  dedursi 
da  quelli  della  proposta  [A] , moltiplicando  questi  rispettivamente 
per  ifc0,  kl,  k a, . . . ./i";  di  maniera  che  in  ogni  termine  della  tras- 
formata la  somma  degli  esponenti  di  k ed  y sia  ugnale  ad  m. 

La  trasformazione  precedente  comprende  quella  che  potrebbe 
proporsi  di  dividere  le  radici  per  un  numero  k ; poiché  ciò  si 

riduce  a moltiplicar  le  radici  per  e quindi  a dividere  i coeffi- 


cienti della  proposta  per  k°,  /;%  fc2 . . . .km. 

400.  Questione  IV.  Trasformare  una  data  equazione , a coeffi- 
cienti frazionari,  in  un'altra  a coefficienti  intieri,  il  cui  primo 
termine  abbia  sempre  l'unità  per  coefficiente. 

Restando  k del  tutto  indeterminato,  facciamo  kxz=y , ed  ef- 
fettuiamo la  trasformazione  precedente.  I coeflicienti  I' , (J , ecc. 
essendo  frazionari,  formiamo  un  numero  N,  che  sia  divisibile. 
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por  ewsciin  ((^nominatore , e,  prendiamo  *=N.  Egli  è chiaro  che 
[Bj  1 coefficienti  P k,Qk2,. . . addiverranno  intieri.  Quindi 
la  quistione  si  risolve,  trasformando  l’equazione  data  in  un' (dira 
le  riti-  radici  sieno  quelle  della  proposta  [A]  moltiplicale  per  un 
numero  N,  che  sia  divisibile  per  ciascun  de’  denominatori. 

Talvolta  può  prendersi  per  k un  numero  minore.  Sia  ad  esempio 
l’ equazione 


, 3.r*  , 5.r  2 „ 

2-+T-9  = °- 


Moltiplicando  le  sue  radici  per  k,  la  trasformata  sarà 


r— 


3hf 


■V."7 

4 


-f=«- 


c i denominatori  spariranno  prendendo  k =4X9;  ma  basterà 
anche  prendere  semplicemente  *=2x3.  In  effetti  si  à 
y*  — 9y*- f-45y— 48=0, 

40*.  Quistione  V.  Trasformare  una  data  equazione  in  una 
altra,  le  cui  radici  sten  quelle  della  proposta  aumentate , o dimi- 
nuite di  una  quantità  k. 

Sia  l'equazione  data 

[A]  x’M-Px”,-‘+Qx”->-  • .+Tx-HJ=0. 

Facciamo  x=*-(-y,  avremo  y=x — k ; quindi  sostituendo  y-t-* 
ad  x avremo  una  trasformata  le  cui  radici  saran  quelle  di  [A] 
diminuite  di  k.  Perchè  esse  fossero  aumentate  di  k bisognerebbe 
cambiar  da  pertutto  k in  — k. 

Chiamiamo  f[x)  il  primo  membro  di  [A],  e sostituiamo  in  esso 
k-\-y  ad  x : avremo  da  prima  f[k- f-y)=0  ; inseguito , ordinando 
questa  trasformata  secondo  le  potenze  ascendenti  di  y,  la  for- 
inola di  Taylor  (**#)  darà 

[C]  m+r^y+ri%!/*---+r== 0- 

. La  composizione  di  f[k ) è conosciuta:  è Io  stesso  polino- 
mio f(x),  in  cui  si  è sostituito  * ad  x:  riguardo  poi  a /"'(*), 
f"(k)  ecc. , son  queste  le  funzioni  derivate  di  f[x) , in  cui  si  è 
fatta  la  stessa  sostituzione.  Cosi  si  à 

f (*)=*«•+: PA»— -K)*»- * t-T*+U , • 

f {k)=mkm~ ■-}-(»» — 1 )PA<— »-f-(m_2)Q**>- 3 |-T , 

/""(*)=«!  (m-l)*™-’4-(m-l)(m-2)P*"~-,-|-(m-2)(fn-3)Q 
ecc.  i*  »■ 


Sia  ad  esempio  l’equazione  x* — 2x* — i.r-f-5=0.  Avremo 
/U)=à’-2à*-U4-5  , f{k)~'ik*-ìk-ì , f\k)=6k — i , f’"(k)=G; 
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in  seguito,  avendo  cura  di  dividere  f"[k)  per  2 e f‘"(k)  per  2.3, 
la  trasformata  sarà  0 

(A5 — 2A  U-(-S)-K3à  » — 4A — 4)y-f-(3A  — 2)y  *+y*=0. 

409.  QusTiorfB  VI.  Trasformare  una  data  equazione  in  una 

altra,  che  manchi  di  un  dato  termine. 

Sia  sempre  l’equazione  data 

[A]  *"+Pa“~  ‘-f-Qx1*— * hTx+U=0  : 

facciamo  x=y-}-k , y essendo  una  nuova  incognita , e k una  in- 
determinata. Per  tal  sostituzione  avremo  l’equazione  indicata  di 
sopra  per  [C].  Ordiniamo  questa  trasformata  secondo  le  potenze 
decrescenti  di  y,  ed  avremo 

I y”— 

-f-p  | +(m— 1)PA 

+ Q 

Volendo  che  il  secondo  termine  sparisca,  bisogna  determinar  k 
per  l’equazione 

p 

mJfc+P=0,  da  cui  k= ; 

tn 

p 

c quindi  il  valore  x=y+k  diventa  allora  ,r=y — — • Dunque  si 

fa  scomparire  il  secondo  termine  d’ una  equazione , sostituendo  al- 
V incognita  di  questa  equazione  una  nuova  incognita  aumentata  del 
coefficiente  del  secondo  termine  dell’equazione,  preso  col  segno 
contrario  e diviso  pel  grado  dell’  equazione. 

Il  3.°  termine  sparisce  ponendo 

£*»(*» — l)A*-t-(m — i)PA-f-Q=0 , 
da  cui  generalmente  ricavansi  due  valori  per  k ; quindi  esistono 
due  sostituzioni  diverse  per  trasformar  una  equazione  data  in  una 
altra  che  manchi  del  3.*  termine. 

Per  far  sparire  il  4.°  termine,  dovrà  risolversi  una  equazione 
di  3.°  grado,  e cosi  di  seguito  tino  all’ ultimo,  pel  quale  biso- 
gnerà risolvere  una  equazione  del  tutto  simile  alla  proposta , cioè 
A«4-PÀ—  hTA-hU=Q. 


y”- 


=0. 


Questa  rassomiglianza  d’altronde  è facile  a spiegarsi.  Uguagliar 
a zero  l’ ultimo  termine  dell’  equazione  in  y,  vale  supporre  Che 
uno  1 valori  di  y è nullo;  poiché,  quando  questa  equazione 
»u»-i  ■vi ultimo  termine  è soddisfatta  pel  valor  y=0.  Inoltre 

la  relazione  x=y+lt  diventa  x=zk;  dunque  dee  prendersi  per  k 
uno  qualunque  de’ valori  di  x;  dunque  k dee  esser  determinata 
dalla  stessa  equazione  che  x. 

Lez.  di  Mg.  40 
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409.  Otiervazioni.  Quando  si  fa  scomparire  un  termine  di 
un»  equazione , può  darsi  clie  uno  o più  altri  nello  stesso  tempo 
sparissero  ; ma  perchè  ciò  avvenga  bisogna  che  vi  sieno  delle  rela- 
zioni particolari  tra  i coefficienti  dell’  equazione  data.  Supponiamo 
ad  esempio  che  il  2.°  termine  ed  il  3.°  scomparissero  assieme,  c 
vediamo  qual  debb’ essere  la  relazione  tra  i coefficienti.  Bisognerà 
che  s’abpia  insiememenlc 

TOA'-f-P=0 , ;i»(m — 1 JA-'-f-'m — 1 )PA-f-Q=0. 

p 

Or,  la  prima  equazione  dà  k=> bisogna  dunque  che  questo 


valore  soddisfi  la  seconda,  il  che  dà 

m(m — 1)P*  (m-l )P»  , ,,  A 

— — j . 


ovvero,  riduccndo, 


Q 


2m 


ed  è questa  la  relazione  cercata.  Ricavando  da  questa  il  valore 
di  Q,  e portandolo  nell’eq.'  [A],  si  avrà  la  forma  generale  delle 
equazioni  il  cui  secondo  e ferzo  termine  insiememente  spariscono. 

404.  Non  bisogna  credere  però  che  si  possa,  mercè  succes- 
sive trasformazioni , far  sparire  prima  un  termine,  poi  un  secon- 
do , poi  un  terzo , ecc. , poiché  ogni  operazione  riprodurrà  il  ter- 
mine annullato  con  la  precedente.  Sia  infatti  una  equazione 
aw+Q#— ecc.  =0 

mancante  già  del  2.°  termine.  La  sostituzione  di  y-\-k  per  x dà 
(3H-fc)m+Q(y+*)“-’+ccc.  =0 , 
ovvero  sviluppando, 

’+  ccc-  =0- 

Or,  è chiaro  che,  il  valore  di  k che  annullerebbe  il  termine 
in  ym~‘  essendo  diverso  da  zero,  ym~‘  si  riprodurrebbe. 

404.  Spesso  la  composizione  delle  equazioni  inette  in  evidenza 
i risultati  delle  trasformazioni.  Supponiamo  che  l’eq.*  [A]  de- 
composta in  fattori  sia 

[1]  ( x — o)(® — b)[x — c)  ■ • • =0. . 

Sostituendo  — x ad  x,  e cambiando  i segni  a tutti  i fattori,  il 
che  può  farsi,  si  à (x+a)(aH-^)(®+‘c)  • • ed  egli  è evidente 
che  le  radici  di  questa  equazione  sono  uguali  a quelle  della  pro- 
posta ma  di  segno  contrario  ; ed  è questa  la  trasformazione  del 
u.°  397. 
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Cambiando  x in  - nella  eq.*  [1],  si  à 


Moltiplicando  i fattori  rispettivamente  per  ^ *,  e cambian- 
do in  seguito  i segni,  si  à ar — * ) • ••=0, 

equazione  che  à evidentemente  per  radici  ^ , i , * , . . . come  ri- 
chiedesi  nella  quistionc  li. 


y 

Facciamo  #=|,  c moltiplichiamo  in  seguito  ciascun  fattore 

per  k,  il  che  torna  a moltiplicar  tutta  l’ equazione  peri-"*,  si  à 
(y — ka)iy — kb)[y — kc)  - • -=:0 , equazione  le  cui  radici  sono  ka  , 
kb,  kc,...  ; ed  è questa  la  trasformazione  del  n.°  SS». 
Facciamo,  come  al  n.°  401,  ,r=y-{-à  : l’eq.c  [1]  diventa 
— a){y+k—IA{y-\-k—c)  ■ • =0; 

ed  à questa  evidentemente  per  radici  a — k,  b — k,  c — k,...  cioè 
le  radici  della  proposta  ciascuna  diminuita  di  k. 

Quando,  per  far  scomparire  il  secondo  termine  dell’eq.*  [A]  si 

p 

fa  x -=y , le  radici  della  trasformata  sono 


9 


dunque  (30®),  poiché  a-\-b-\-c-  • •= — P,  la  loro  somma  sarà 

a+H-c---+^=-P+P=0; 

m 

cioè  che  l’equazione  in  y non  avrà  affatto  secondo  termine;  ed 
è questo  lo  scopo  della  trasformazione. 

400.  Nelle  quistioni  che  abbiam  trattate,  avevamo  tra  l'in- 
cognita primitiva  a:,  e la  nuova  y delle  relazioni  semplicissime  ; 
ma , qualunque  sicnsi  queste  relazioni , l’ andamento  a tener  sarà 
sempre  lo  stesso.  Così , si  esprimerà  da  prima  questa  relazione 
per  un’  equazione , quindi  se  ne  ricaverà  il  valore  di  x in  y , 
quindi  infine  si  sostituirà* questo  valore  nella  equazione  proposta. 

Potrebbe  darsi  che  l’equazione  di  relazione  tra  x ed  y fosse 
troppo  complicata  per  potersi  risolvere  rispetto  ad  x.  Allora  bi- 
sognerà eliminare  x tra  questa  equazione  e la  proposta,  per  i 
metodi  che  esporremo  in  appresso.  mi  .;1 
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Ricerche  de' divisori  delle  equazioni. 

401.  La  risoluzione  delle  equazioni  sarebbe  completa,  se  si 
potesse  sempre  determinare  un  divisore  di  una  equazione  data  ; 
poiché  allora  si  arriverebbe,  per  riduzioni  successive,  sino  a delle 
equazioni  di  l.°  grado.  Sia  in  effetti 

X=0 

l’equazione  proposta,  Y un  divisore  di  X,  e Z il  quoziente:  que- 
sta equazione  si  cangerà  in 

YZ=0. 

Or,  per  soddisfare  a questa,  è necessario  e sufficiente  che  l’un 
de  fattori  sia  zero  ; quindi  si  avrebbero  a risolvere  separatamente 
le  due  equazioni. 

Y=0,  Z=0, 

che  so»  di  grado  minore  che  X.  Similmente  'ciascun  di  esse  si 
decomporrebbe  in  due  altre,  e cosi  di  seguito,  di  maniera  che 
la  risoluzione  deli’eq.'  Xs=0  si  ridurrebbe  a quelle  di  equazioni 
di  l.°  grado.  Ma  intanto,  noi  andremo  a vedere  che  la  ricerca 
de  divisori  è un  problema  di  ngual  difficoltà  che  la  risoluzione 
istessa  delle  equazioni  proposte. 

Parlandosi  de’ divisori  d’ un’ equazione  X=0,  dee  sempre  in- 
tendersi, per  maggior  precision  di  linguaggio,  che  questa  equa- 
zione è ridotta  alla  forma  ordinaria 

[a]  ’-f-Qx"— ,-t-ecc.=0 , 

e che  i divisori  sien  anche  de’ polinomi  in  x aventi  tutti,  come 
X,  1 per  coefficiente  del  1.*  termine.  Allora  ogni  divisore  di 
grado  superiore  al  primo  non  potrà  esser  che  un  prodotto  di  ta- 
luni fattori  semplici  dell’equazione;  altrimenti  vi  sarebbero  più 
modi  di  decomporla  in  fattori  primi,  il  che  è impossibile. 

Da  ciò  jìegue  che  P equazione  dee  aver  tanti  divisori  di  2.®  gra- 
do, di  3.°,  ecc.,  quanti  prodotti  possono  farsi  moltiplicando  a 2 
a 2,  a 3 a 3,  ecc.  i suoi  m fattori  semplici.  Cosi  (*©•) 

il  numero  de’ divisori  del  2.°  grado 

il  numero  de’divisori  del  3.®  grado  — — i)(m  2). 

GCC. 

*08.  Passiamo  ora  ad  esporre  il  metodo  della  ricerca  di  que- 
sti divisori.  Supponiamo  che  si  cercan  quelli  del  2.®  grado.  Do- 
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vran  questi  esser  tutti  della  forma  x*+px-\-q , ed  i coefficienti 
p e q dovranno  esser  tali , che  si  possa  dividere  esattamente  X 
per  x*+px-\-q.  Quindi  si  elTettuirà  questa  divisione  finché  si  abbia 
un  resto  di  grado  minore  che  questo  divisore,  cioè  del  l.“  grado; 
ed  allora  si  osserverà  che , s e p e q avessero  valori  convenienti, 
i termini  in  x di  questo  resto,  come  ancora  quelli  senza  x, 
dovrebbero  distruggersi  tra  loro.  Or  questo  resto  sarà  della  forma 
AaH-B , A e B essendo  quantità  in  cui  entrano  p e q combinato 
con  i coefficienti  della  equazione  proposta  ; bisognerà  dunque  porre 
A=0,  B=0; 

e la  risoluzione  di  queste  equazioni , se  fosse  possibile , farebbe 
conoscere  p e q. 

Tutti  i metodi  immaginati  per  effettuar  una  tale  risoluzione, 
conducon  sempre*  alla  soluzione  di  una  equazione  unica  non  con- 
tenente più  che  una  sola  incognita , che  dicesi  equazione  finale. 
Questi  metodi  di  eliminazione  verranno  spiegati  in  appresso;  non 
pertanto  possiam  conoscere  fin  d’ora  di  qual  grado  sia  l’ equazione 
finale  da  cui  dipende  p o q.  In  effetti , vi  dovranno  essere  tanti 
valori  per  p o q,  quanti  divisori  di  2*  grado  à l’ equazione  ; quindi 
ciascuna  di  queste  quantità , considerata  separatamente , dee  esser 
determinata  da  un’  equazione  del  grado  l m[m — 1). 

Se  j»  = 3,  questo  grado  =3;  ma  se  m >3  questo  grado  è 
>*n.  Cosi  al  di  là  del  3°  grado,  per  aver  p o q,  bisognerà  ri- 
solvere un’equazione  di  grado  maggiore  della  proposta,  quindi 
più  difficile  a risolversi,  salvo  i casi  particolari. 

In  generale,  cercandosi  un  divisore  di  grado  n,  l'equazione 
finale,  da  cui  dipende  un  coefficiente  qualunque  di  questo  divi- 
sore sarà  del  grado 

«i(w— l)(m — — n-4-1) 

2-3 n 

Supponendo  n=l  o n=iw  — 1 , questa  forinola  diventa  uguale 
ad  m.  Ma  se  si  fà  successivamente  n=2,  8,  4, ... , essa  dà 
de’ numeri  crescenti  finché  non  s’abbia  n <[ m — u-f-1,  ovvero 
n<i(w»-f-l).  Passato  tal  limite,  essa  darà  de’ numeri  decre- 
scenti che  saranno  gli  stessi  che  i precedenti  ma  in  ordine  in- 
verso. Quindi , in  generale , la  determinazione  d' un  divisore  di 
grado  superiore  ad  1,  ed  inferiore  ad  m — i,  dipende  da  un’e- 
quazione di  grado  maggiore  della  proposta. 

409.  La  ricerca  de’ divisori  <Funa  equazione  può  ancora  farsi, 
il  che  generalmente  è più  comodo , introducendo  nel  calcolo  co- 
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me  tante  incognite  distinte , i coefficienti  del  quoziente  e del  di- 
visore. Tutti  questi  coefficienti  sono  m di  numero,  e si  trove- 
ranno per  la  condizione  che  il  divisore  moltiplicato  pel  quoziente 
riproduca  l’equazione  proposta  termine,  per  termine. 

410.  Come  prima  applicazione,  cerchiamo  i divisori  di  2.°  grado 
dell’ equazione  del  3.°  grado;  e siccome  si  può  far  scomparire  il 
suo  2.®  termine,  supporremo  che  essa  sia 

a:3-f-QaH-R=0. 

Conformo  al  primo  metodo  (408),  divideremo  tf’-p-Qar-t-R 
per  x*-\-px+q. 

+R  xt-{-px-\-q 

—x3 — p.T’ — qx  x — p 

— P**+(Q— ?)aH-R 

+px*-ì-p*x-t-pq 

(Q—q+p*)x+-R-hp<i- 

Arrivati  al  resto  del  l.°  grado,  dobbiamo  uguagliare  a zero 
tanto  il  moltiplicatore  di  x,  in  questo  resto,  che  la  parte  indi- 
pendente da  x:  abbiamo  cosi  le  due  equazioni 

J>®— ?+Q= 0 , ;j</+R=0. 

Dalla  2.“  ricavasi  q= — e quindi  la  l.“  diventa 
P’+O/H-R=0 , 

equazione  di  3.°  grado  che  bisognerebbe  risolvere  per  aver  i va- 
lori di  p,  e poi  si  calcolerebbero  i valori  corrispondenti  di  q. 

Questa  equazione  ò del  tutto  simile  alla  proposta,  e ciò  era 
facile  a prevedersi.  In  eiTetti,  ogni  divisore  del  2.°  grado  dovendo 
essere  il  prodotto  di  due  divisori  del  l.°,  il  coefficiente  del  2.®  ter- 
mine di  questo  divisore  è la  somma  di  duo  radici  dell’equazione 
proposta , ciascuna  presa  con  segno  contrario.  Or , mancando 
questa  equazione  del  2.®  termine , la  somma  delle  sue  tre  radici 
è zero;  dunque  la  somma  di  due  qualunque  di  esse,  prese  con 
segno  contrario , è uguale  alla  terza  ; dunque  i valori  di  p non 
son  altro  che  le  radici  stesse  dell’  equazione  proposta. 

411,  Per  seconda  applicazione,  cerchiamo  i divisori  anche 
del  2.®  grado  dell’equazione  del  4.°  grado 

a^-f-Qa^-t-R  x-(-S=^) . 

Conforme  al  metodo  del  n.°  40»,  porremo 

(.•r»-f-pa;-}-5)(a;*-i-p'a;4-}')=a;‘-l-Q^"+Ra:-l-S  ; 

e,  dopo  aver  effettuala  la  moltiplicazione,  uguaglieremo  tra  loro 
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i moltiplicatori  delle  potenze  simili  di  x.  Abbiamo  così,  per  de- 
terminar le  incognite  p,  q,  p’ , q',  queste  quattro  equazioni 
P+P  — 0,  R»  37  — S. 

Le  tre  prime  danno 


P-—P,  7= 


pa— Qp— It  , p3-t-Qp-HR  . 


2p 


-i* 


i quali  valori  sostituiti  nella  quarta  la  rendono 
(PJ-t-0P— R)!p3+Qp+R)  _u 

ovvero,  riducendo 

7),+20p*+(Qa — 4S)p* — R2=0 , 
equazione  del  C.°  grado;  ma  non  contenendo  che  potenze  pari 
di  p,  può  prendersi  p*  per  incognita,  e quindi  si  riduce  al  3.°  gra- 
do. Se  potessero  ricavarsi  i tre  valori  di  p2 , se  ne  avrebbero  sei 
per  p uguali  a due  a due  c di  segno  contrario;  ed  in  seguito  si 
calcolerebbero  facilmente  i valori  corrispondenti  di  p' , q e q'. 

Basta  per  altro  che  si  conosca  un  sol  valore  di  p,  perché  si 
possa  risolvere  l’equazione  del  4.°  grado;  poiché  allora  essa  si 
decomporrà  in  due  equazioni  di  2.*  grado,  le  cni  radici  saran 
quelle  della  proposta.  Partendo  da  questo  criterio  il  Descartes 
à ridotto  il  4.°  grado  al  3.°;  ma  questo  metodo  non  conduce  per 
i gradi  superiori. 

La  sola  ispezione  della  equazione  in  p ci  à fatto  dire  clic  essa 
si  abbassa  al  3.°  grado,  e sembra  che  sia  questo  un  risultato 
fortunato,  c casuale.  Non  per  tanto  ciò  era  facile  a prevedersi. 
In  effetti  chiamando  a,  b,  c,  il,  le  quattro  radici  della  equa- 
zione proposta , i valori  di  p dovranno  essere 

— a — b , — o — c , — a — d , — b — c , — b — d , — c — d. 

Or,  mancando  questa  equazione  del  2°  termine,  si  à a-|-i-{-c-(-</=0; 
dunque  i tre  ultimi  valori  di  p sono  uguali  e di  segno  contrario 
ai  tre  precedenti;  dunque  l’eq.*  in  p non  dee  contener  che  po- 
tenze pari  di  p. 

41*.  Termineremo,  dando  un  ultimo  esempio  della  faciltà 
con  cui  la  composizione  delie  equazioni  fa  preveder  certe  parti- 
colarità del  calcolo. 

Prendiamo  l’equazione  completa  del  4.°  grado, 
x*-)-Px3-(-Qxa  -J-Rx+S=0  ; 

e rappresentiamo  sempre  per  xM -px-+-q  uno  qualunque  de’ suoi 
divisori  del  2.'  grado.  In  questa  equazione  la  somma  delle  ra- 
dici a-\-b-\-c+d= — P , cd  i sei  valori  di  p non  saranno  più 
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ugnali  a due  a due  c di  segno  contano  ; ma  quel  che  v’ 
notevole  si  è che,  cercando  l’eq.*  in  p,  e facendo  in  essa  scom- 
parire il  2.°  termine  per  la  regola  conosciuta  (403) , le  altre 
potenze  impari  dell’incognita  dovranno  ancora  sparire. 

Per  dimostrarlo , osserviamo  ancora  che  chiainanjlo  a,  b,  c,  d, 
le  quattro  radici  dell'equazione  in  x,  i sei  valori  di  p sono 
— a — b , — d' — c , — fi — d , — b — c , — b — d , — c — d ; 
dunque  rappresentando  l’ equazione  in  p per  j)*4-P'p5-H>cc.=0, 
il  coefficiente  P'  sarà  la  somma  di  queste  sei  quantità  prese' con 
segno  contrario,  e si  avrà 

p'=3(o+H'-m).  f : 

Per  far  scomparire  il  2.“  termine  dell’eq.'  in  p,  bisogna  pren- 
dere una  nuova  incognita  p'  e porre  p=p' — |P',  da  cui  ricavasi 
p'=^iP';  - * 

dunque,  sostituendo  in  questa  espressione  3(a-t-6— J— e— (— z/)  a P'  ed 
api  suoi  sei  valori , si  avranno  i sei  valori  di  p'  : 

■ a p'=^— o— M-c+d), 

J )— — « — — a— 
p'— — a — d-^-'Ja -c-f-d )= £ ( — a — d | b | c), 

P*— — b — c-f-  ;(a-HH-e-(-dj=i  [ — b — c— {— «— f— rf  ) , 

J'— — b— d-t-i(o+à-H;+d)==:;(— b — d+o-K), 
p'— — c — d-t-j  (a  \ b | c-i~d)=ì( — c — d— |— a— f— 6)  - 
Allora  si  vede  chiaramente  che  i tre  ultimi  sono  uguali  e di  se- 
gno contrario  ai  tre  primi;  dunque  l’ equazione  in  p'  non  dovrà 
contenere  che  potenze  pari  di  p'.  » » *,  ' 

•■•l  •:  i r.y,  i - t j , .*•,  •!  ijy 

Teoria  delle  radici  uguali,  . » 

<•  • i ,,  • 


«*f 


w I 
*1 


, -4 
4 

i» 


413.  Quando  un’equazione  è divisibile  per  una  potenza  di 
x—ay  dessa  à tante  radici  uguali  ad  n,  quante  unità  spn  nel- 
l’ esponente  della  potenza , e questa  radice  è detta  doppia , tripla 
quadrupla  ecc. , secondoche  l’esponente  della  potenza  è 2,  3, 
4 , ecc.  La  ricerca  delle  radici  uguali  adunque  si  riduce  a quella 
dei  divisori  come  (x — a)*,  (x — o)s,  ecc.;  e sotto  questo  rap- 
porto potrebbe  comprendersi  in  quella  de’  divisori  in  generale. 
Ma  siccome  questa  costituisce  da  se  sola  una  parte  cssenzialè 
della  teoria  delle  equazioni,  cosi  ce  ne  occuperemo  qui  appresso 
particolarmente. 

..  Sia  l’equazione 

[A]  xm  + l’x™— 1 -f-  Qxm—' -f-  Tx  U — 0 , 
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il  cui  primo  membro  chiameremo  iiulilVereiiteiiiente  X e . 
Se  questa  à più  radici  ugnali  ad  a,  è chiaro  che,  dopo  averla 
divisa  per  x — a,  l’equazione  risultante  dee  verificarsi  ancora  ta-' 
cendo  in  essa  x—a.  Or  introducendo  questa  ipotesi  nel  quoziente 
del  n.°  390,  esso  diventa 

— l)Pa”’— 1 *— f— fm — 2ÌQa"’~J. . ,-j-T , 
e questo  risultato  è lo  stesso  che  si  otterrebbe,  sostituendo  a 
ad  x nel  polinomio 

mx”— ‘-(-(m— l)Px",-*-f-(m — 2)Qa'’n— 3. . .-f-T; 
dunque  questo  polinomio  dcbbe  annullarsi  per  tal  sostituzione  ; 
dunque  desso  è divisibile  per  x—a.  Ma  questo  non  è,  altro  che 
il  polinomio  derivato  f'(x\)  dunque  il  fattore  x — a è comune  a 

ÌW*  /*(*)•' 

Reciprocamente  se  x — a è fattore  comune  a questi  due  poli- 
nomi, saremo  certi  che  l’eq.*  f[x]=dO  à più  radici  uguali  ad  a; 
póichè  allora  è chiaro  che  la  sostituzióne  di  a ad  a:  fa  svanire 
insiememente  f[x)  e il  quoziente  di  f[x)  per  x — a. 

Ciò  che  precede  mostra  assai  bene  che  il  massimo  connino  di- 
visore tra  f[x)  e f[x)  debb’  essere  il  prodotto  dei  soli  fattori 
uguali  di  f[x) , ma  non  si  vede  però  a qual  grado  essi  in  questo 
rattrovansi.  Or  quantunque  sia  facile  ad  arrivarci  mercè  le  con- 
siderazioni di  cui  or  ora  abbiam  fatto  uso,  nondimeno  meglio 
ci  sembra  riprendere  intieramente  la  teoria  da  capo  per  un  me- 
todo più  semplice. 

414.  Consideriamo  d’una  maniera  generale  i polinomi  deri- 
vati di  f[x) , e vediamo  come  essi  son  composti  con  i fattori  di 
f[x).  Da  prima  per  la  formola  di  Tayxor  (***),  si  à 


f[x+h)=f{x)+r^h+0?lh>- 


r(^+ecc. 


1 " ' 1-2  " 1 12-3‘ 

Or  sia  f[x)=(z — a)(x — b) (x — c) . . . : cambiando  x in  x-\-U 
o A+x,  si  avrò 

a)  (A-|-x — b)  f A-}-x— -c) . .. . 

Può  dunque  riguardarsi  f[x-{-fi)  come  il  prodotto  di  m binomi, 
che  inno  A per  primo  termine  ed  x — a , x — b , x — e , . . , per 
secondi  termini.  In  seguito  le  regole  conosciute  (*  13)  determi- 
neranno la  composizione  dei  moltiplicatóri  delle  diverse  potenze 
di  A.  Cosi  la  parte  indipendente  da  A sarà  uguale  al  prodotto  de- 
gli m fattori  (x — a)  (x — b)  (x — c) . . . ; la  quantità  che  moltipli- 
ca A sarà  uguale  alla  somma  dei  prodotti  a »»  — 1 a m — 1 di 
questi  fattori,  ecc.  Ma  abbiam  veduto  che  queste  stesse  quantità 
Ltx.  di  Alg.  41 
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•ono  i polinomi  derivati  f[x),  , 

composizione  è manifesta.  . . , 

Limitandoci  al  solo  polinomio  f'(x),  potrem  dunque  dire  cito 
un  polinomio  di  grado  m essendo  dato , il  sito  polinomio  derivata 
è aguale  alla  somma  dei  prodotti  de’  suoi  fattori  semplici  com- 
binati a m — t a m — 1;  e siccome  questi  prodotti  possono  oli 
tenersi  dividendo  successivamente  f[x)  per  ciascuno  degli  m fati 


tori  x — a,  x—b,  x—o, 

fi') 


ecc.,  si  avrà  ancora 


n*)  , n*) 


-f-ecc. 


—a  x — b ' x — o 

Ciò  posto,  ammettiamo  che  Teq.*  f[x)= 0 abbia  delle  radici 
uguali,  cioè  cbe  f(x)  contenga  de’ fattori  innalzati  a potenze; 
e sia 

f[x)  = [x—a)"[x — b)"'[x — c)(x — <f). . . 

Abbiam  supposti  due  soli  fattori  innalzati  a potenze;  se  ve  ne 
fossero  altri,  il  ragionamento  sarebbe  lo  stesso, 

Abbiam  dimostrato  che  f{x)  è uguale  alla  somma  de’  quozienti 
che  si  ottengono  dividendo  successivamente  f[x)  per  ciascuno 
de’ suoi  m fattori  semplici;  dunque,  poiché  n fattori  6ono  uguali 
ad  x — a ed  «'  uguali  a x — b , si  avrà 

Ìr»(j — a)’-'[x—b)"'{x — c)(x — d) .... 

4-r»'(x — a)“[x — b)‘-'[x—c)(x — d) . . , , 
+{x—a)m[x—b)m,[x—d,.... 

b)  \x — c). . . , 

+eec,  •’ 

Mettiamo  in  evidenza  i fattori  comuni  alle  differenti  parti  de| 
secondo  membro;  e per  brevità  facciamo 

„ ( rt{x — b)[x — c)(« — d) . . .4-n'(xq-u)(a;— e)(x — d). , . 

o)(x — b)[X — d). . .+(x — «)(x — b)(x — c)-K‘oc,  . 

avremo 

fl{x)xx{x— a)*-'[x— à)*—,H. 

È chiaro  così  che  il  prodotto  [x — o)*— 1 [x — by~‘  divide  insio> 
memento  i due  polinomi  f[x)  e f’(x)  ; dico  inoltre  che  è il  loro 
massimo  comun  divisore.  Infatti  se  no  ’I  fosse,  bisognerebbe  al- 
meno che  uno  dei  fattori  x—a,  x — 6,  x — c,  eco.  che  sono  in 
f[x)  potesse  dividere  B : or  x — a manca  nella  prima  parte  di  H 
c si  trova  ìq  tutte  le  altre , x—b  manca  nella  seconda  e si  trova 
in  tutte  le  altre,  e cosi  di  seguito;  dunque  nessun  dei  fattori 
di  f[x)  è comune  ad  H. 
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Se  gli  esponenti  n ed  nf  fossero  ugnali  ad  i,  Veq.*  /\'x)= 0 
non  avrebbe  radici  uguali.  Allora  f'(x)  si  ridurrebbe  ad  H,  ed 
il  ragionamento  precedente  proverebbe  che  non  v’  à alcun  fattore 
comune  tra  (\x)  e /*(«). 

Dunque  : Perchè  un’  equazione  f(x)=0  abbia  delle  radici  uguali 
è necessario  e sufficiente  che  il  primo  membro  ed  il  suo  polinomio 
derivato  abbiano  un  divisore  comune  i e cercando  il  loro  massimo 
comun  divisore , si  avrà  il  prodotto  de ‘ fattori  eguali  di  t[x) , ùv 
naleati  ciascuno  od  una  potenza  minore  d' un’ unità. 

41  A.  Questa  è la  proposizione  fondamentale  su  cui  poggia  la 
ricerca  delle  radici  uguali:  noi  andremo  a dimostrarla  anche  in 
un’  altra  maniera.  Nella  formola  di  Tatto*  , qual  si  è scritta  al 
n.*  »•#,  sostituiamo  a ad  x , ed  x — a ad  h : per  tal  modo  x-H* 
diventerà  x , c quindi  /|x*+-A)  diventerà  f[x) , e si  avrà 

fi*)  =/(«)  +^(x— a)+^ j (x— a)*. . . 


1 -!■  • »» 


(x — a)*  + ecc. 


Per  tal  modo  il  polinomio  f[x)  b trasformato  in  una  serie  or- 
dinata secondo  le  potenze  di  x— «,  e su  questa  trasformazione 
appunto  si  fonda  la  nuova  dimostrazione. 

8e  a è radice  dell’eq.*  /(x)=0,  si  à f[a)=0;  dunque  f[x) 
contiene  il  fattore  x — a in  tutte  le  sue  parti}  dunque  f[x)  b 
divisibile  per  x — a;  e ciò  di  già  conoscevamo.  Se  a è una  ra- 
dice semplice,  è certo  che  f'(a)  non  sarà  zero,  o,  dò  che  è lo 
stesso , che  x— -a  non  sarà  fattore  in  f[x)  ; poiché  se  ciò  fosse, 
f(x)  conterrebbe  il  divisore  (x — a)» , ed  allora  a sarebbe  almeno 
radice  doppia. 

Supponiamo  ora  che  l’eq.‘  f (x)— 0 abbia  n radici  uguali  ad  a, 
o,  in  altri  termini,  che  (x — a)m  sia  la  piò  alta  potenza  di  x — a 
che  sia  fattore  in  f (x).  Perchè  ciò  sia,  bisogna  che,  nello  svi- 
luppo precedente,  tutte  le  parti  in  cui  si  trova  x — a ad  un 
esponente  minore  sien  di  per  se  stesse  nulle;  dunque  debbe 

aversi  f[d)= 0,  f(a)=dO,  f"[a]=d), e si  osservi 

che  non  debb’ essere  zero,  altrimenti  f[x)  sarebbe  divisi- 
bile per  (x — a)*+*,  il  che  è contro  l’ipotesi. 

Da  ciò  segue  che  ponendo  l’ uguaglianze  f[x)  — 0,  /'(x)=sO, 
/''(xjrxO. . . . fW(x)=0,  esse  avranno  tutte  la  radice  a;  e 
quindi  i loro  primi  membri  saran  tutti  divisibili  per  x — a. 

Per  ipotesi  f[x)  contiene  il  fattore  x— a alla  potenza  n : nof 
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andremo  a far  vedere,  chq  f'(x)  lo  contiene  olla  potenza  *~-l. 
Facciamo  per  /'(x)  la  trasformazione  fatta  precedentemente  per 
f[x)  : avremo  . ri  li 


• '*  AM = A H (a;-a)+&)(a-o).. 

i -.V  .1  . ,;»’*!  . : «lll'i  .1  ' 


Ma  abbiamo  dimostrato  precedentemente  che  f (o)=0,  f\a)x=0,„. 
/'(•-’) (a)=0,  e che /<")(«)  non  è zero;  dunque,  nel  2.°  membro 
di  questa  uguaglianza  le  parti  precedenti  ad  (x — a)"-*  son  zero; 
dunque  la  prima  parte  f[x)  ò divisibile  per  (x — o)-1  e non  lo 
è per  una  potenza  maggiore. 

Potrebbe  dimostrarsi  similmente  che  f"  (x)  è divisibile  per 
(x — «)"■’,  f".1  M P®1"  (x—o)"4., ... . o finalmente  /'<•-»> (x)  per 


. \ ■ i 

Ciò  che  abbiamo  detto  per  (x — a)"  s’applica  ad  ogni  altro 
fattore  che  trovasi  innalzato  ad  una  potenza  in  f[x).  Cosi,  suppo- 
nendo che  f(x)  contenga  anche  il  fattore  (x— 6)"',  il  polinomio 
derivato  f'.\x)  conterrà  anche  (x — ♦)*'-*.  £ siccome  abbiam  fatto 
vedere  che  i fattori,  semplici  di  fife)  non  posson  trovarsi,  in  f\te), 
conchiuderemo  come  precedentemente  die  i fattori  uguali  di-fi’x) 
non  anche  fattori  di  f'(x),  e die  il  massimo  comune  divisore  tra 
ì (i)  e f'(x)  è il  prodotto  de’  fattori  eguali  di  f (x)  innalzati  ciatcum» 
ad  una  potenza  minore  d'un  unità.  , j . 

41  e.  Passiamo  ora  a sviluppare  le  conseguenze  che  da  questa  • 
proposizione  derivano.  Qualunque  sia  l’eq.'  X=Q,  chiamiamo  X' 
il  polinomio  derivato  di  X,  e D il  massimo  comun  divisore  tra 
X ed  X'.  Sappiamo  che  D ò il  prodotto  de’  fattori  eguali  di  X 
innalzata  ad  una  potenza  minore  di  un’unità;  cioè  che  i fattori 
doppi  in  X sono  in  D alla  1."  potenza,  quelli  tripli  alla  2.“ecc. 

Se  D fosse  nptpericq,,  1‘ equazione  non  avrebbe „ radici  uguali.  * 

Cerchiamo  aqdie  il  massimo  comun  divisore  £ fra  il  polinomi*  D 
ed  il  suo  derivato.  §arà  desso  il  prodotto  de’ fattori  multipli, di 
D ad  uua  potenza  minore  d im’ imitò;  di  maniera  che  conterrà  -, 
i fattori  tripli  di  X alla  l.a  potenza,  i quadrupli  dia  2.‘,  ecc. 

Se  E fosse  uu  numero,  non  vi  sarebbero  in  X=:0  fattori, di 
grado  superiore  al  2.“  t,i. 

Cerchiamo  ancora  il  massimo  comun  divisore  JF  , tra  il  polino- 
mio li  ed.  il  suo  derivato.  Supponiamo  che  ^ contenga  anche 
l'incògnita  x,  ma  che  non  vi  sia  altro  , comun  divisore  tra  F ed 
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il  tm  'derivato.  Allora  saremo  certi  che  X non  conterrà  fattori 
di  «nido  superiore  al'4.«;  e che  F è il  prodotto  di  questi  fattori 

abbassati  al  1.°  grado. 

Chiamiamo  separatamente  X„  X„  X„  X4,  i prodotti  dei  fattori 
di  ciascun  grado  di  multiplicità  , ma  ciascuno  preso  una  sola 
volta  ; cioè  X,  il  prodotto  de’  fattori  semplici , Xa  quello  dei 
fattori  doppi,  X,  ccc. : avremo 

XsrX.X.’X/X/,  D=X,X,*X’„  E=X,X4«,  F=X,; 
da  cui,  dividendo  ciascuna  uguaglianza  per  la  seguente,  si  à 

^X.XgX.X*,  £=x.x,x4,  5=X3X,,  f = x4 

e quindi,  dividendo  ciascuna  di  queste  per  la  seguente, 

TE  ..  DF 


_ — y _ — \ 

[)»  "A»»  F«- 


:X,j  F — Xj. 


Così  che  è chiaro  che  potranno  sempre  trovarsi  X, , X, , \t,  X4 , 

»v  quindi  ridurre  la  risoluzione  dell’cq.*  X = 0 a quella  delle 
equazioni  parziali 

X,  = 0,  Xa  = 0,  X,  = 0,  X4  = 0, 
che  contengono  isolatamente  le  radici  di  ciascun  ordine  di  mul- 
tipticità,  ma  ciascuna  presa  una  sola  volta.  Se  urta  delle  quan- 
tità X, , X, .".  J fosse  numerica,  è chiaro  che  l’equazione  non  5 
le  radici  il  cui  ordine  di  multiplicità  è indicato  da  tal  numero.  [ 

■41».  Applichiamo  ciò  che  precede  all’equazione  ' 

x' — x* — 4x5-|-4x*-f-5a:*— 3ir* — 2.r-f-2=0.’  1 ’ 

% A 

Per  questa  abbiamo 

X— .r’— .r»—4a-»4-VT<-f3.r»— 5.r*— 2.r+2 , ’ " 
X'=7x«— 6x»— 20jJ-+-16x*+15.r«— 10.r— 2; 
e,  cercando  il  massimo  comun  divisore  tra  X ed  X',  troviamo 
D=je* — x» — .r-M  ; percni  é già  certo  che  l'equazione  à radici 
uguali. 

Cerchiamo  anche  il  massimo  comun  divisore  E tra  il  polino- 
mio 1)  ed  il  suo  derivato  \y=2xt—'ìx — t.  Troviamo  E=x — 1 ; 
per  cui  è certo  ancora  che  l’equazione  à delle  radici  triple  ^ e ( 
poiché  K è del  l.°  grado,  essa  non  ne  ammette  di  grado  di 
multiplicità  snperiorc  al  3.°. 

Conservando  ad  X, , X, , X, , il  significato  precedente , avré- 
ino  dunque 

XjX.^X/^X^x’ — x* — 4x*-|-occ. 

X ,X  ,»=l)=x*— A*— a +1 
X,=E=x-l. 
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Dividendo  la  1.*  Eguaglianza  per  la  2.“,  e la  2.*  per  là  3."  , 
avremo 

X,X,X3=x‘— 3x*+2 
X,\^=x*—  1 
X,—x  —1. 

E,  dividendo  di  nuovo  come  precedentemente,  avremo 

XI=.r*— 2,  X„— jr+1 , X3=x — 1. 

Dunque  l’equazione  può  scriverai  cosi  (x* — 2](x-f-i)*(x— 1)»=0, 
la  quale  può  decomporsi  nelle  tre 

x* — 2=0 , x-f-i=0 , x — 1=0  ; 

le  quali  danno  x — ±1/2,  x= — 1,  x=i;  dunque  infine  l’equa- 
zione proposta  è perfettamente  risoluta,  -f-l/2  e — son  due 
radici  semplici,  — 1 è una  radice  doppia,  e -+-1  è una  radice 
tripla. 

418.  Talvolta  vuol  decomporsi  un’  equazione  X=0,  che  à 
radici  uguali,  in  due  equazioni,  di  cui  l’una  contenga  le  radici 
ineguali,  e l'altra  le  radici  uguali  ma  ciascuna  presa  una  sola 
volta.  Ecco  una  maniera  di  farlo.  Dopo  aver  trovato  il  massimo 
comun  divisore  Y tra  X ed  X',  si  cercherà  il  quoziente  di  X 
per  X ; e questo  quoziente  che  chiameremo  Z sarà  il  prodotto 
di  tutti  1 fattori  eguali  o ineguali  di  X,  ma  presi  ciascuno  una 
sola  volta.  Si  cercherà  dunque  il  massimo  comun  divisore  V tra 
Z ed  Y ; e V sarà  il  prodotto  de* fattori  eguali  di  X tutti  ab- 
bassati al  l.°  grado.  Poi  si  dividerà  Z per  V,  ed  il  quoziente  Vf 
sarà  il  prodotto  de’ fattori  semplici,  lu  conseguenza  le  due  equa- 
zioni richieste  sarebbero  V,t=0,  V=0. 

CAPITOLO  XVIL 

Dell'  RUMINAZIONE  E DI  TALLITE  APPLICAZIONI  DI  ESSA. 


Poema  generale  di  Un’ equazione  a due  tnrojm'fe.—  Criterio  per  conoscere 
se  il  valore  <T  una  incognita  convenga  a due  equation i. 

41®.  Allorché  un’equazione  algebrica  non  contiene  che  ter- 
mini razionali  ed  intieri  per  rapporto  alle  incognite,  abbiam  già 
detto  (••)  che  il  suo  grado  è la  somma  degli  esponenti  delle 
incognite,  in  quel  termine  dove  questa  somma  è la  maggiore. 
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L'equazione  generale  del  grado  m Ira  due  iucognite  x ed  y, 
dee  dunque  contenere  tutti  i termini  in  cui  la  somma  degli  espo- 
nenti non  superi  m.  Or,  potendo  riunirsi  nel  primo  membro 
sptto  un  sol  moltiplicatore  tutti  i termini  in  cui  una  delle  inco- 
gnite , ad  esempio  x , è affetta  dallo  stesso  esponente , ed  ordi- 
narsi i termini  rapporto  ad  x,  l’equazione  generale  del  grado  m 
può  mettersi  sotto  la  forma 
[4]  Ax"-hBx"-‘+Cx"-» |-Gx4-H=0. 

In  questa,  A ò una  quantità  non  contenente  y,  altrimenti  il 
grado  dell'equazione  sarebbe  maggiore  di  m;  B ò un  polinomio 
del  1.”  grado  in  y della  forma  b-^b^,  in  cui  b e bt  son  quan- 
tità cognite;  C è un  polinomio  della  forma  > c 

cosi  di  seguito  fino  ad  H , che  rappresenta  generalmente  un  po- 
linomio del  grado  m,  della  forma  h-]-h Iy-\-h ^ . 

Allorché  un’equazione  è incompleta , cioè  quando  essa  non  con- 
tiene tutti  i termini  che  il  suo  grado  comporta,  bisogna  suppor- 
re, nell’equazione  generale,  che  i coefficienti  de’ termini  man- 
canti sieno  uguali  a zero. 

Potendo  dividersi  un'equazione  per  un  de’ suoi  coefficienti,  par- 
rebbe che  si  potesse  supporre  A=l,  senza  togliere  aU’equ.*  [AJ 
(a  sua  generalità:  ma  allora  dessa  non  comprenderebbe  più  le 
equazioni  mancanti  del  primo  termine.  Così  l’equazione  del  2." 
grado 

non  potrebbe  dar  l’equazione  particolare 

(5-f-2y)x+3H-2y— %*=0. 

4*0.  Dopo  aver  divisa  l’cq.*  [A]  per  uno  de’ suoi  coefficienti, 
restano  tante  indeterminate , quanti  sono  i termini  dell’  equazione 
meno  uno.  Questo  numeroèdunque  uguale  a 2+3-f4 • • 
cioè  ad 

im[2-f-(m-f-l)],  ovvero  im(n»-f-3). 

Questa  formola  indica  a quante  condizioni  date  una  equazione 
di  grado  m può  soddisfare,  mercè  una  determinazione  conve- 
niente de’ coefficienti.  Cosi,  potrà  generalmente  farsi  in  modo 
che  dessa  ammetta  delle  soluzioni  date  in  numero  eguale  a’coef- 
licienti. 

4*1.  Cade  qui  acconcio  assegnar  un  criterio  per  conoscere  se 
un  valore  dato  ad  una  delle  incognite  convenga  a due  equazioni. 

Siene  due  equazioni 

r - M=0,  N=0, 
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tra  due  incognito  .r  ed  y,  e sia  P im  valore  dato  di  y.  Sosti- 
tuendo (3  ad  y in  M ed  N,  i risultati  , che  chiameremo  M'  ed  N', 
saranno  generalmente  funzioni  di  x.  Or  è evidente  che  il  valore  p 
di  y non  conviene  alle  equazioni  date  che  quando  esiste  almeno 
un  valore  di  x proprio  a render  nulle  nello  stesso  tempo  le  due 
quantità  M'  ed  V;  dunque  queste  quantità  debbono  avere  un 
commi  divisore  funzione  di  x. 

Egli  è chiaro  d’altronde  che  tal  condizione  basta;  poiché  so  D 
è il  comun  divisore,  e si  mette  D=0,  ogni  valore  x=*  dedotto 
da  questa  equazione,  essendo  sostituito  in  M'  ed  N' , renderà 
questi  polinomi  uguali  a zero  ; e quindi , facendo  insicmemcnto 
x= » ed  y=3,  in  M ed  N,  queste  quantità  spariranno,  cioè  le 
equazione  proposte  saran  soddisfatte. 

Dunque  in  generale,  emendo  date  due  equazioni  a due  inco- 
gnite , perchè  un  valore  dato  ad  una  delle  incognite  convenga  a 
queste  equazioni,  è necessario  e sufficiente,  che  sostituendolo  il* 
queste  equazioni  le  faccia  acquistar  un  comun  divisore  funziona 
dell’altra  incognita;  ed  uguagliando  a zero  questo  comun  diviso- 
re, si  à un'equazione  le  cui  radici  sono  i valori  corrispondenti 
dell’altra  incognita. 

4**.  Questo  principio  mostra  ancora  come  si  compia  la  ri- 
soluzione di  due  equazioni  a due  incognite,  arrivato  che  siasi, 
per  un  procedimento  qualunque,  ad  un’equazione  Y=0,  le  cui 
radici  sieno  i valori  di  y,  e determinate  che  sieusi  tutte  questo 
radici. 

Se  l’equazione  Y=0  contenga,  oltre  i veri  valori  di  y,  de’ va- 
lori estranei  alle  equazioni  proposte,  questi  si  riconosceranno 
dal  perchè  non  faranno  acquistar  comun  divisore  funzione  di  x 
a queste  due  equazioni , e dovranno  essi  rigettarsi.  Per  lo  con- 
trario , se  un  valore  di  y verifica  le  proposte,  indipendentemente 
da  ogni  valore  di  x,  è chiaro  che  dando  uu  valore  qualunque 
ad  £ le  equazioni  saran  sempre  soddisfatte. 

4M.  In  generale , la  risoluzione  di  due  equazioni  a due  in- 
cognite consiste  a trovare  tutti  i sistemi  di  valori  che  sostituiti 
alle  incognite  possano  soddisfare  alle  due  equazioni,  ed  una  tal 
determinazione  conduce  sempre  alla  risoluzione  delle  equazioni 
ad  una  sola  incognita.  Per  ridurre  così  la  qnistione,  bisogna 
dunque  dedurre  dalle  equazioni  date  un’equazione  in  cui  non  vi 
sia  che  una  incognita;  ed  è questo  l'oggetto  de’ metodi’d’elimi- 
nazione.  Si  ritengono  intanto  come  perfetti  quelli  che  conducono 
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ad  xuì  equazione  finale , avente  per  radici  tatti  l valori  di  questa 
incognita  senza  affatto  valori  estranei.  ✓ ■>, 

: „.  .1.  , . ( • -,  . » •.  • ” •J  «f  • 

Eliminazione  in  taluni  cari  ifmplicùripii,  


4*4.  Allorché  di  due  equazioni  nc  sappiamo  risolvere  una  per 
rapporto  ad  una  delle  incognite,  si  potrà  eliminar  questa  in- 
cognita col  metodo  già  spiegato  al  n.°  HS,  il  quale  uudremo  qui  a 
richiamare. 

Sieno  rappresentate  le  due  equazioni  per 
M=0,  N=0, 

c supponiamo  che  si  sappia  ricavare  da  N=0  il  valore  di  x in 
funzione  di  y , c che  si  abbia 

az=f[y): 

è chiaro  che  questa  funzione,  sostituita  ad  x nell’eq.*  N=0, 
renderà  N identicamente  nullo , senza  aver  bisogno  di  dar  valori 
particolari  ad  y.  Ma  questa  incognita  y debb’ esser  tale  che,  met- 
tendo f[y)  in  luogo  di  x nella  prima  equazione , 51  diventi  an- 
cora identicamente  nullo;  dunque  bisogna  prendere  pei  valori 
di  y le  radici  dell’equazione  risultante  da  tal  sostituzione. 

L’equazione  cosi  avuta  sarà  dunque  l’equazione  finale  in  y, 
e,  potendo  risolversi,  si  avranno  i corrispondenti  valori  di  x, 
col  semplice  sostituir  successivamente  ciascun  valore  di  y nella 
formola  x±=f[y).  Or  quantunque  tal  processo  sia  semplicissimo, 
non  pertanto  il  calcolo  esige  talvolta  delle  precauzioni,  che  il 
seguente  esempio  farà  conoscere. 

Sieno  le  equazioni 

[1]  21^*4-20xy-(-5y* — 81=0 , 

[2]  82x»—15y  4-28=0. 

La  seconda  dà 

tf=±|l/2(15j,— 28)  J 

e,  sostituendo  questo  valore  nella  1.*,  si  à 

6oy»±10y  l/2(15y*— 28)— 420=0. 

Non  possiamo  risolvere  questa  equazione  senza  ridurla  ad  una 
forma  razionale,  il  che  si  otterrà  isolando  il  radicale  in  un  mem- 
bro, ed  innalzando  in  seguito  i due  membri  alla  potenza  indi- 
cata dall’  indice  del  radicale.  Tal  processo  debbo  osservarsi,  per- 
chè d’un  uso  frequente. 

Isolando  adunque  il  radicale,  l’equazione  diventa 
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in  seguito,  innalzando  ciascun  membro  al  quadrato,  e riduceu- 
do,  si  à 

[J3]  y* — 10y»+144=0, 

equazione  che  si  risolve  come  quelle  del  2.®  grado,  e si  à 
y=H-2,  y=— 2,  y=-t-6,  y= — 6. 

Per  avere  i -valori  corrispondenti  di  x,  bisogna  aver  un'atten- 
zione, senza  di  che  essi  sarebbero  falsi.  A causa  del  segno  ±, 
che  era  innanzi  il  radicale,  l’eq.*  [jS]  equivale  alle  due 

l*']  — 10y  V2{  1 5y* — 28)=120 — 65y* , 

[*"]  — 10yJ/2(15y*— 28)=420— 65y*. 

Or,  se  potessero  queste  risolversi  separatamente,  i valori  di  y 
ricavati  da  [a'J  dovrebbero  esser  sostituiti  nella  formula 

a^-Kl/2(l%*-28), 

ed  i valori  di  y ricavati  da  [«"] , nella  formula 

Bisogna  dunque  distinguere  tra  i valori  di  y quelli  che  appar- 
tengono a ciascuna  delle  eq.‘  [a']  e [a"].  Il  mezzo  più  semplice 
è di  sostituirli  in  queste  equazioni  ; e si  trova  cosi  che  i valori 
y=-f-2 , y= — 6 verificano  [a'] , mentrcchè  gli  altri  due  y= — 2, 
verificano  [a"].  Quindi  le  equazioni  proposte  ammettono 
quattro  soluzioni,  cioè: 

f x=+i  ( r= — 1 j j x= — 4 

( y=4-2 , ( y=— 2 , ( y=>— 6 , ( y=-f-d. 

4*5.  Quando  le  due  equazioni  son  dello  stesso  grado  per  rap- 
porto alla  incognita  che  si  elimina,  convien  il’ abbassare  preven- 
tivamente l’ una  di  esse  al  grado  inferiore , per  mezzo  della  sot- 
trazione, come  si  è già  fatto  (n.°  104  Es.  Ili)  per  le  equazioni 
#M-PaH-Q=0,  a:»-f-P'x-|-Q'=0. 

Le  cq.’  [I]  e [2]  saran  dunque  meglio  trattate , avvalendoci 
di  questa  osservazione;  poiché  l’una  di  esse  verrà  sostituita  da 
un’equazione  del  1°  grado  in  x.  Tuttavolta  bisogna  preventiva- 
mente rendere  il  coefficiente  di  x%  eguale  nelle  due  equazioni, 
il  che  si  farà  moltiplicando  Peq.®  [1]  per  4,  e Peq.®  [2]  per  3. 
Allora,  sottràendole  l’un  dall’altra,  si  avrà 

SO.ry -f- G5i/a — 120—0 , da  cui  x——-~^9-  • 

Portando  questo  valore  nell’  eq.r  {2] , e riduccndo , si  avrà  l’ equa- 
zione finale  già  trovata  y* — 10y* -f-  111  =0.  I valori  di  y che 
essa  dà  sono  y=-ty2,— 2,  +6 , — 0;  ed  in  seguito  la  for- 
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mola  che  esprime  x in  y darà  per  i valori  corrispondenti  x=-f-l, 

-1,-4, +4. 

4 90.  La  risoluzione  delle  equazioni  si  à spesso  immediata- 
mente, osservando  che  esso  son  decomponibili  in  fattori.  Sup- 
poniamo , ad  esempio , elio  due  equazioni  siensi  ridotte  a questo 
(#  — »)(»*  — **  — *)=0, 

(a:»  -H  y»)  (y*  a:» — y ) = 0. 

Per  risolvere  bisogna  cercar  tutti  i valori  di  x ed  y che  possono 
render  nulli  insiemementc  un  fattore  della  1"  ed  un  fattore  del- 
ia 2“.  Si  ànno  dunque  a risolvere  separatamente  questi  quattro 
sistemi  di  equazioni 

lx  • — y =0  ( x — y =0  (y* — x*— 1=0  [y3 — <r® — 1=0 

(x*4-y3=0,  (y14-x* — y=0,  (x*-t-y,;=0,  (y3-f-x*— y=0. 

Lasceremo  al  lettore  la  cura  di  effettuar  i calcoli,  passaudo  in 
vece  a considerazioni  più  generali. 

Eliminazione  pel  metodo  del  manimo  comun  dicitori. 

49 V.  Ogni  equazione  dovrà  semplificarsi  da  principio  come 
segue.  Sieno  le  equazioni  a risolversi 

M = 0 , N=0. 

Ordiniamo  il  polinomio  M per  rapporto  ad  y,  cerchiamo  il 
massimo  commi  divisore  de’  moltiplicatori  delle  diverse  potenze 
di  y,  e dividiamo  M per  questo  divisore.  In  seguito  ordiniamo 
il  quoziente  per  rapporto  ad  x , cerchiamo  il  massimo  comun  di- 
visore de’  coctlìciciiti  delle  diverse  potenze  di  x,  c dividiamo  an- 
cora il  quoziente  per  questo  divisore.  Allora  potrà  decomporsi  M 
in  tre  fattori , l' uno  funzione  di  x , il  secondo  fuuziouo  di  y , 
od  il  torzo  funzione  di  x ed  y.  Chiamiamoli  U,  UV,  U":  avremo 
M=UO'U". 

Potrà  decomporsi  similmente  il  polinomio  N,  e,  chiamando 
V,V',V",  i tre  fattori,  sarà  N = VV'V". 

Or  può  darsi  che  i fattori  U e V funzioni  di  x abbiano  un  di- 
visore comune;  che  sia  lo  stesso  per  i fattori  U'  e V'  funzioni 
di  y;  e lo  stesso  pei  fattori  U”  e V"  funzioni  di  x e y.  Chia- 
miamo d,  d',  d" , questi  tre  divisori  comuni:  si  decomporrà  M 
ed  N come  segue: 

^ M=dd'd"xt«u'u",  N = d d'  d"x.vv'v". 

Esaminiamo  ora  i diversi  modi  con  cui  si  può  soddisfare  alle 
equazioni  proposte  M=0  ed  N=0.  Da  prima  è evidente  che  dessu 
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son  soddisfatte,  uguagliando  a zero  l’un  dei  fattori  comuni  d,  d',  d". 
Or  facendo  <f=0,  questa  equazione  non  conterrà  che  una  sola 
incognita  x,  e,  risoluta  che  sarà,  si  avrà  un  numero  limitato 
di  valori  per  x,  ma  potrà  accoppiarsi  a ciascun  di  essi  qualun- 
que valore  di  y.  Facendo  d'=0  si  avrà  un  numero  limitato  di 
valori  per  y,  ma  potrà  accoppiarsi  a ciascuno  di  essi  un  qua- 
lunque valore  di  x.  Finalmente,  facendo  d"= 0,  siccome  d" 
contiene  x ed  y , potrà  darsi  un  valore  arbitrario  ad  una  di  queste 
incognite,  ad  x,  ad  esempio,  ed  allora  questa  equazione  d"= 0 
farà  conoscere  i valori  corrispondenti  di  y.  Cosi  ciascuno  de’  fat- 
tori comuni  d,  d' , d" , determina  un’  infinità  di  soluzioni. 

Gli  altri  modi  di  soddisfare  alle  equazioni  proposte  consistono 
nell’ uguagliare  a zero,  nello  stesso  tempo,  l’un  dei  fattori  u,u',u", 
della  1*,  e l’un  dei  fattori  v,v',v",  della  2*.  Non  può  aversi 
però  nello  stesso  tempo  t*=0  e t>=0,  poiché  questi  fattori  non 
contengono  x e non  ànno  più  fattori  comuni,  di  maniera  che 
nessun  valore  di  x li  può  render  nulli  nello  stesso  tempo. 
Per  una  simil  ragione  non  può  aversi  nello  stesso  tempo  u'=0 
e »'=0.  Di  più,  egli  è chiaro  che  uguagliando  a zero  due  fat- 
tori , di  cui  l’ uno  non  sia  funzione  che  di  una  incognita , non 
si  avranno,  per  risolvere  queste  due  equazioni,  altre  difficoltà, 
che  quelle  della  risoluzione  delle  equazioni  ad  mia  sola  incognita. 

Ma  non  sarà  più  così,  mettendo 

n"=0,  t>"=0: 

poiché  ciascuna  di  queste  equazioni  contiene  x ed  y.  V’abbiso- 
gna allora  un  nuovo  metodo  per  ridurle  alla  risoluzione  dello 
equazioni  ad  una  sola  incognita,  e questo  metodo  andremo  ora 
ad  esporre.  Deve  osservarsi  intanto  che  esse  non  contengono  più 
fattori  dipendenti  da  x solo  o da  y solo,  e di  più  che  non  v’à 
tra  loro  alcun  fattore  comune  funzione  di  x ed  y;  ed  in  ciò  ap- 
punto consistono  le  semplificazioni  che  avevamo  di  mira. 

498.  Per  evitare  gli  accenti  supponiamo  che  le  ultimo  equa- 
zioni di  cui  abbiam  or  ora  parlato,  e che  si  tratta  di  risolvere, 
sieno  rappresentate  per 
[1]  À=0,  B=0. 

Ordinate  queste  equazioni  per  rapporto  ad  x,  supponiamo  che 
questa  incognita  sia  ad  un  grado  maggiore  in  A che  in  B , o ad 
un  grado  uguale  ; dividiamo  A per  B , ed  arrestiamo  l’ operazione 
arrivati  che  saremo  ad  un  resto , che  non  potrà  più  dividersi , 
senza  mettere  nel  quoziente  de’  denominatori  funzione  di  y.  Chia- 
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oliamo  R questo  resto,  e Q II  quoziente  trovato:  avremo 
A=BQ-+-R: 

Da  questa  eguaglianza  conchiudesi  che  'so  certi  valori  di  x ed  y 
rendono  nnlli  A e fi,  essi  debbono  rendere  nullo  anche  R,  dun- 
que essi  debben  trovarsi  tra  le  soluzioni  delle  equazioni 

[2]  B=0,  R=0. 

Reciprocamente,  i valori  di  x ed  y che  verificano  queste  equa- 
zioni debbon  dare  A=0;  e soddisfano  perciò  alle  proposte;  dun- 
que il  sistema  delie  equazioni  [2]  può  sostituirsi  a quello  delle 
equazioni  [1]. 

Per  maggior  semplicità , supponiamo,  il  che  non  succede  che 
per  i casi  particolari , che  la  divisione  abbia  condotto , senza  met- 
ter y in  alcun  denominatore,  ad  un  resto  di  grado  minore,  per 
rapporto  ad  x,  che  ii  divisore  B.  Dividiamo  B per  R,  e sup- 
poniamo ancora  che,  senza  mettere  y in  denominatore,  si  sia 
trovato  il  resto  R\  L’eq.'  [2]  potranno  rimpiazzarsi  da  queste 
due  anche  plìk  semplici,  cioè 

[3]  R=0,  R'=0. 

Se  R'  fosse  di  grado  minore  di  R,  si  dividerà  ancora  R per  R', 
e si  continuerà  a dividere  cosi  ciascun  resto  pel  seguente. 

Supponendo  che  ogni  divisione  successiva  conduca  di  per  se 
stessa  ad  un  resto  di  grado  minore  in  x che  il  divisore,  senza 
che  si  debbano  mettere  però  al  quoziente  denominatori  funzioni 
di  y , si  arriverà  necessariamente  ad  un  resto  indipendente  da  x. 
Sia  R'  questo  resto  : allora  le  eq.’  [3]  faran  le  veci  delle  pro- 
poste; e siccome  la  seconda,  R'=0,  non  contiene  che  una  sola 
incognita  y , così  dessa  darà  i valori  di  questa  incognita  ; ed  in 
seguito  la  prima , R=0 , farà  conoscere  i corrispondenti  valori 
dell’ altra  x. 

499.  Non  vi  sarebbe  altro  a dire  circa  la  risoluzione  delle 
eq.‘  [1] , se  le  divisioni  potessero  sempre  farsi  con  le  condizioni 
enunciate;  ma  ciò  non  succede  che  in  pochi  casi  particolari.  Non- 
pertanto, perchè  le  conseguenze  trovate  precedentemente  sien 
vere,  bisogna  che  i quozienti  non  contengano  adatto  y nei  deno- 
minatori. 

In  effetti , riprendiamo  le  eq.5  A=0,  B=0,  e supponiamo  che 
la  divisione  di  A per  B non  possa  condurre  ad  un  resto  di  grado 
inferiore  a B senza  mettere  y in  denominatore  al  quoziente. 

u 

Chiamando  — questo  quoziente , K essendo  funzione  di  y , si 
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sèguito  sostituir  alle  equazioni  precedenti  i tre  sistemi 

[B=0,  /=01 , 111=0,  r=A],  r=01. 

I due  primi  non  offrono  alcuna  difiicoltà , mentre  f |non  contiene 
che  y , ed  f non  coiftiene  che  x , occupiamoci  dunque  del  terzo. 

È chiaro  che  B ed  r non  ànno  alcun  fattore  comune  ; poiché 
se  ne  avessero  uno,  dovrebbe  questo  trovarsi  in  A ed  in  B,  il 
che  è contro  l’ipotesi.  Di  più  nè  B nè  r contengono  alcun  fat- 
tore funzione  di  y solo  o di  x solo  ; dunque  le  equazioni 
B=0 , r=0 

posson  trattarsi  come  le  proposte  A=0,  B=0.  Cosi  sostituire- 
mo ad  esse  le  altre  due 

r=0,  r'=0 

che  saran  nello  stesso  caso  delle  precedenti,  ma  la  seconda  di 
esse , r'=0 , sarà  di  grado  minore  in  x'  che  la  prima , r=0. 
A queste  potranno  ancora  sostituirsene  due  altre,  di  cui  la  se- 
conda sarà  di  grado  minore  di  r'=0. 

Continuando  queste  operazioni  del  tutto  simili  a quelle  che  si 
farebbero  su  di  A e di  B , se  si  cercasse  il  loro  massimo  comun 
divisore,  si  arriverà  sempre  ad  un  ultimo  resto  pori  contenente 
più  affatto  l’incognita  x.  Supponiamo  che  questo  resto  sia  r’: 
allora  le  equazioni  proposte  dipendono  dall’  eq.*  r=0 , r'=0 , le 
quali  non  olirono  alcuna  difficoltà , poiché  la  seconda  non  con- 
tiene che  la  sola  y. 

Non  bisogna  dimenticarsi  che,  ritornando  dall’eq.1  r=0,  r'=0, 
alle  precedenti,  può  darsi  che  vi  sieno  alcune  soluzioni  ad  ag- 
giungersi ed  altre  a sopprimersi;  il  che  può  succedere  anche 
ritornando  dalle  eq.*  B=0,  r=0 , alle  cq.*  A=0,  B=0;  e cosi 
di  seguito  se  vi  fossero  più  altre  divisioni  successive. 

430.  Questo  metodo  che  abbiamo  esposto  conduce  general- 
mente a più  equazioni  in  y,  di  cui  talune  possono  dare  per  y 
de’ valori  falsi.  Conosciuti  che  si  saranno  tutti  quelli  clic  appar- 
tengono realmente  alle  due  equazioni,  sarà  facile,  se  ò necessa- 
rio, riunirli  in  una  sola  equazione , che  si  prenderà  allora  per 
equazione  Gnale;  ma  ciò  di  rado  torna  utile. 

Quando  si  son  fatte  tutte  le  semplificazioni  preliminari  (A**), 
i polinomi  che  si.  sottomettono  alle  divisioni  successive  non  pos- 
sono più  aver  fattori  comuni;  e,  siccome  queste  divisioni  sono 
assolutamente  le  stesse  che  si  farebbero  se  si  dovesse  determinare 
il  massimo  comun  divisare  di  due  polinomi,  non  potrà  certamente 
arrivarsi  ad  un  resto  nullo. 
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Ma  può  sucoederc  che  i termini  in  y si  distruggano  nell'  ulti- 
mo resto,  e che  questo  resto  si  riduca  ad  un  numero;  allora 
esso  non  può  uguagliarsi  a zero;  e da  ciò  dee  conchiudersi  che 
le  equazioni  proposte  sono  imponibili  o incompatibili,  a meno 
che,  nel  corso  del  calcolo,  non  si  sien  soppresse  delle  soluzioni, 
delle  quali  il  metodo  avverte  doversi  tener  conto. 

4SI.  Esempio  I.  Sieno  le  equazioni 
( — 2xa+2)y!+(x4 — 2xs — 2x* — ir-4-l)y*4-(x1' — 2xI+tf)y=0  f 
( — x +l)y*+( — ar»-4-x)y*+(xs— -a^Jy’+'x4 — x*)y*=0. 

Si  avran  numerose  semplificazioni,  poiché  desse  decompongonsi 
in  fattori  così 

y[x — l)(x+y)x(z+l)(x* — 2y — i)=0 
y(x— l)(x+y)X^f(xa — y*)=0. 

Uguagliando  a zero  da  prima  i fattori  comuni,  si  à 
l y=0 , ( y indei.  ( y indet. 

( x indet.  ( x=l , ( x= — y; 

cd  uguagliando  in  seguito  gli  altri  fattori  a zero,  si  àn  quattro 
sistemi  di  equazioni , cioè  : 

V sistema [j 

2osÌ8tema|y.Z^_1=30j  da  cui  > . 

3--— .(ras  i^te1 

4osistema'x*~y,=:0  \ da  cui  [v^+Vì  (y==l— V% 

(x*— 2y — 1=0)  ,x=±(l+l/5)Jx=±(l—  l/ì) 

Nei  primi  tre  sistemi,  tutte  le  soluzioni,  tranne  x=~  1 ed  y= — 1, 
son  già  conosciute;  e nel  4.°,  quelle  in  cui  si  à x= — y Io  sono 
ancora  ; di  maniera  che  non  si  ànno  effettivamente  che  tre  nuove 
soluzioni,  cioè: 


y~l — 
oc=i-— 


-Vi 
l/I. 


j y=— 1 f y =1+1/2 

(®=3— 1,  ( £=1+1/2, 

Esempio  II.  Sieno  a risolversi  le  due  equazioni 

£*— 3yxa+(3ya— y+1  )x— y’+y»— 2y=0 , 
x* — 2yx+y* — y=0.  1 

Queste  equazioni  non  decompongonsi  in  fattori , quindi  passeremo 
immediatamente  alle  divisioni  successive.  Lo  stesso  sarà  per  gli 
esempi  III  e IV. 
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Prima  elivisione. 

ar*— 3yx»4-(3y»— y+l)x— 2y  I .r»— Sy.r+y»—  y 
— j*-f-2y;r»+{— y2-+-y)x j x— y 

— !/xa+l2y*-f-i  ) x— 2y 
+**•— 2y*.r-|-ys— y2 

x— 

Seconda  elivisione. 


x2— 2yr-f-i/2 — y | x—2y 
— x2-\-ìyx  | x 


y*—y 

Dunque  le  equazioni  finali  sono  x — 2y;=0 , y * — y=0  , da  cui 
ricavasi 


$!/=*>  ) y=i 

i x=0  ( x=2; 

« siccome  non  si  son  nò  introdotti  nò  soppressi  fattori,  cosi  queste 
-soluzioni  sono  appunto  quelle  delle  proposte.  # 

Esempio  III.  Sieno  a risolversi  le  due  equazioni 
(y— i).r*4-2.r— 5y-f-3- 0 , 
yx2-è-dx — 10y=0. 


Prima  divisione. 


{y — 1)  .r*-f-2  x — oy  + 3 y.r2-\-9x — lOy 

(y— %**+%*— %•+  3y  ; y— 1 

— (y— %+•>). r 4-t  fly?—io^ 

( — Ty-)-9,x-f-  oy* — 7y 

Avendo  moltiplicato  per  y,  bisogna  risolvere  le  equazioni  y==0, 
yx'-j-Ox — 10y=(),  che  danno  x=0,  y= 0,  ed  esaminar  se  questi 
valori  rendono  il  dividendo  uguale  a zero.  Ciò  non  essendo,  ne 
segue  che  essi  formano  una  soluzione  estranea  che  bisogna  ‘•op- 
primere. 


l.tz,  eli  Ahj. 


>3 
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Seconda  divisione. 


yx*-t-9y—  lOy 

( — 7y-f-9).r+5y* — 7y 

( — 7 y+9)yx*-t-( — 63y-f-81  )x 
+70y3— 90y 
— -H—  5y3-|-7y*)x 

yx+(— 5y*-t-7y» — 63y-|-81<] 

(— 5y*+7y* — 63y-f-81)aH-  70y— 9% 

( — .)( — 7 y-\-  9}x — Ì90y3-j-12G0y’ — 810y 
- -f-2oy5 — 70y44-3Gly"—  8l6y*-|-aG7y 


25ys — 7 Oy* — 1 26y 3 +4 1 ly  ® — 21 3y 
Le  equazioni  a risolversi  son  dunque 

{ — 7y-f-9)x-f-5y* — 7y=0 
2oy3 — 70y* — 126y3+114y* — 213y.— 0. 
La  2.*  dà,  come  è facile  verificarsi 


y=Q , '/=* , jr=3  » y 


— 3±3l/lO 
— 3 — •’ 


t,  sostituendo  nella  1.*  questi  valori,  si  àuno  per  x i valori 
corrispondenti 

x=0,  a~=1 , x=2,  x — — 5;p 
Nella  seconda  divisione  abbiamo  dovuto  moltiplicare  il  dividendo 
per  — 7y-f-9,  ina  nessuna  soluzione  estranea  si  è introdotta. 
Si  à dunque  solamente  a sopprimere  delle  cinque  soluzioni  pre- 
cedenti quella  introdotta  per  la  prima  divisione.  Restano  cosi , 
per  le  equazioni  proposte  le  quattro  soluzioni  seguenti 

/ ( — 3+3  VTò  ( —3—3  l/io 

) y=l  \ y=3  ) y= | y= 

(x=i,  ,x=2,  (x=— 5-4/ÌÒ,  I x— — 5-f-l/TO. 
Esempio  IV.  Sieno  ancora  le  equazioni 

**-+-(%— 13)  x -|-y*— 7y+ 12=0, 

■r*—  (4y+  l)jc-f-y*~M!/  = 9- 


Prima  divisione. 


x*+(8y-13)x+y-7y-|-12 
— xM-(4y-+-  l)x— y*— 5y 

(12y — 12)x — 1 2y-t-12 


x»— (4y+l  )x-J-y*+5y 


1 
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Questo  resto  decomponendosi  in  fattori,  12(y — 1) (x — 1),  i cal- 
coli si  semplificano,  ed  abbiamo  i due  sistemi  di  equazioni. 

( y — 1=0  t x — 1=0 

(ar*— (4y+-l).r+ya+5y=0,  (x*—  (%+l)aH-yM-5y=*f 
Ciascun  de’ quali  si  risolve  immediatamente,  e -si  trova 
fy=i  (y=i  (y=o  fy=— 1 
ìx=3,  ( x=2,  (x  = l,  (x=l. 

Perfezionamenti  del  metodo  precedente. 

4»©.  Per  più  tempo  si  è ritenuto  che , effettuando  su  due 
■equazioni  le  operazioni  del  massimo  commi  divisore,  l'ultimo 
resto  dasse  immediatamente  l’ equazione  finale  senza  alcuna  com- 
plicazione di  radici  estranee.  Nella  Corrispondenza  della  Scuola 
Politecnica,  tomo  li,  abbiam  corretto  quest’errore,  e le  modi- 
ficazioni da  noi  proposte  sono  state  adottate  nell’ insegnamento. 
Da  quelle  risultava  il  metodo  spiegato  nel  paragrafo  precedente, 
«.*4*9 — 43©;  ma  tal  metodo  à ricevuto  ancora,  nel  1832,  dal 
Sig.  Labatie  dei  notevoli  perfezionamenti,  riprodotti  •sotto  una 
forma  elegantissima,  nel  1834,  dal  Sig.  Sarbus,  e questi  andremo 
qui  a sviluppare , attenendoci  a questi  autori.  Noi  divideremo  la 
nostra  esposizione  in  tre  parti. 

Prima  parte.  Dovendosi  risolvere  due  equazioni  tra  due  in- 
cognite, il  meglio  si  è d’effettuare  le  semplificazioni  indicate  al 
•n.®  4**;  ma,  per  ciò  che  andremo  a dire,  basterà  che  le  due 
equazioni  non  contengano  più  alcun  fattore  algebrico  indipendente 
dall'incognita  x rapporto  a cui  si  ordina.  Consideriamo  dunque 
due  equazioni  che  soddisfano  a questa  condizione,  c chiamiamole 
A=0,  B=0, 

B essendo  rispetto  ad  x di  grado  inferiore  o eguale  ad  A.  Dividiamo 
A per  B , avvertendo  di  moltiplicar  A per  i fattori  necessari  per 
arrivare  ad  un  resto  di  grado  minore  che  B , senza  prendere  dei 
quozienti  frazionari  ; chiamiamo  c l’ insieme  di  questi  fattori , q il 
quoziente  ed  Rr  il  resto , r essendo  il  prodotto  de’  fattori  di  questo 
resto  non  contenenti  affatto  x.  Dopo  tal  divisione,  facciamo  si- 
milmente quella  di  B per  R ; e poi  dopo  questa  2*  divisione  fac- 
ciamone una  3a,  e così  di  seguito,  finché  si  ottenga  un  resto 
indipendente  da  x. 

Supporremo,  per  fissare  le  idee,  che  questo  resto  venga  dopo 
la  3“  divisione,  e che  queste  divisioni  diano 
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f A = % -p-Rr  , 

[21 

c,B=RjI-Mt,rI, 

13] 

c,R  = RI?,-+-r,. 

Potran  riguardarsi  ree  come  primi  tra  loro.  In  effetti,  se 
non  è così,  sia  d il  loro  massimo  comun  divisore,  l’eq.'  [I] 

dà  ^ A = -t-  Il  Da  ciò  conchiudcsi  che  d dee  dividere  Bq\ 

e , siccome  B non  contiene  più  fattori  indipendenti  da  x , segue 
che  d dee  dividere  q. 

Or  nulla  osta  supporre  queste  semplificazioni  già  fatte  nel- 
l’eq.'  [1]  pria  di  passare  alla  2“  divisione.  Può  anche  aggiun- 
gersi che  allora  q non  dovrà  aver  alcun  fattore  comune  con  c 
nè  con  r,  poiché  un  fattore  che  fosse  comune  a q ed  a c,  ad 
esempio  , dovrebbe  dividere  Rr,  c,  siccome  R non  contiene  alcun 
fattore  indipendente  da  x,  dovrebbe  trovarsi  in  r;  quindi  c ed  r 
avrebbero  ancora  un  fattore  comune,  il  che  è contro  l’ ipotesi. 
L’ uguaglianze  [2]  c [3]  danno  luogo  ad  osservazioni  affatto  simili. 

Tornerà  vantaggioso,  nella  pratica,  per  evitare  i calcoli  com- 
plicati , far  in  modo  clic  c ed  r non  abbiano  effettivamente  alcun 
fattore  comune , e che  lo  stesso  sia  di  cr  ed  r„  e di  c,  ed  rm: 
ma  ciò  che  andremo  ad  esporre  noi  richiede. 

Ritorniamo  alle  eguaglianze  [1],  [2],  [3].  Dalla  prima  cou- 
chiudesi  che  se  dei  valori  di  x ed  y danno  A=0,  B=0,  essi 
debbon  dare  anche  Rr=0:  di  maniera  che  tutte  le  soluzioni 
delle  equazioni  proposte  son  comprese  ne’  due  sistemi  [B=0,  r=OJ 
e [B=0,  R=0]. 

Similmente  1’  eguaglianza  [2]  dimostra  che  le  soluzioni  del 
sistema  [B=^0,  R=0 ] debbono  essere  comprese  tra  quelle  dei 
due  sistemi  [K=0,  r,=G]  ed  [R=0,  R,=0]. 

Dall’ eguaglianza  [3]  risulta  che  le  soluzioni  dell’ ultimo  sistem.r 
[R  = 0,  R,  = 0]  sono  aneli’ esse  comprese  nel  sistema  unico 

{r,=0,  r „=<)]. 

Dunque  tutte  le  soluzioni  delle  proposte  A=0,  ft=0,  si  trovan 
tra  quelle  de’  tre  sistemi 

[i]  [B=0,  r=0], , [R=0,  r,=0],  [R,=0,  r^=0J. 

Ma  non  potrebbe  dirsi  che  reciprocamente  tutte  le  soluzioni  di 
questi  diversi  sistemi  cunvengon  sempre  alle  proposte,  lu  effetti, 
1’  eguaglianza  [2]  , ad  esempio  , mostra  che  una  soluzione  dello 
due  eq.'  R=0,  r,=0,  dee  dar  B=0  se  r,  non  à alcun  fattore 
comune  con  r„,  il,  che  può  supporsi*  ma  l'eguaglianza  [1]  pruova 
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thè  questi  valori  dcbbon  rendere  c A=0,  il  che  può  aver  luogo 

senza  che  A sia  zero. 

Da  ciò  segue,  che  arrestando  qui  il  ragionamento,  resterebbe 
ad  esaminar,  in  ogni  caso  particolare,  quali  sieno  le  soluzioni  a 
rigettarsi  tra  quelle  de’  sistemi  [1]  ; di  maniera  che  il  metodo 
già  esposto  non  avrebbe  fatto  alcun  progresso.  Ma  il  Sig.  La- 
batie  ha  saggiamente  formato  le  uguaglianze  successive  per  le 
quali  ciascuna  delle  quantità  A c B è ligata  con  due  resti  con- 
secutivi qualunque,  atlìne  di  riconoscere  se  queste  eguaglianze 
offrissero  di  per  se  delle  esclusioni  non  vellute  nello  eguaglian- 
ze [1],  [2],  [3].  Or  ecco  come  si  fanno  questi  calcoli. 

Seconda  parte.  Chiamiamo  d il  massimo  comun  divisore  di  c 
c di  r,  dividiamo  l’  eguaglianza  [1]  per  d , osserviamo  che  q deve 

esser  divisibile  per  d,  c poniamo  ^=G:  avremo: 


ÌA  = GB-+-R^. 

a a 

Moltiplichiamo  quest’  uguaglianza  per  e, , e sostituiamo,  nel  2* 
membro,  a c,B  il  suo  valore  [2]  : avremo 

^A=G(R?I+R1rI)+e1Rj=(Gyi+^)R+GRIrt. 

Chiamiamo  d,  il  massimo  comun  divisore  tra  ~ ed  r,,  e divi- 
diamo l’eguaglianza  per  d,:  il  moltiplicatore  di  R dovrà  esser 
divisibile  per  d, , c facendo  — =G. , si  avrà 

M|  UU| 

^A  = GIR  + GR1J, 

eguaglianza  in  cui  j,  e G,  son  quantità  intiere. 

Moltiplichiamo  quest’uguaglianza  per  cs>  sostituiamo  a c.R  il 
suo  valore  [3] , ed  avremo 

^A=G,(Rl7,+r.)+Gc.R,J=(GI?.+^p)R.+G1r,. 
Sia  d,  il  massimo  comun  divisore  di  ed  r.  : dividendo  tutto 

dal 

per  d„ , si  scorge  che  il  moltiplicatore  di  R , è divisibile  per  d,r 

e facendo  si  à 

«■ 

SJA^G.R.+G.g. 

Formiamo  ora  le  equazioni  analoghe  in  cui  entra  B in  luogo  di 
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A.  A tal  uopo  moltiplichiamo  l’eguaglianza  [2]  per  e , dividiamo 

. C __  fflj  Ho.  yt  , 

imt  dd.y  mettiamo  -=H,-— ovvero  — — H.:  ed  avremo 
a cui.  </_ 


E qui  tanto  H quanto  H,  sono  intieri.  Moltiplicando  questa 
uguaglianza  per  ct , dividendo  per  du , sostituendo  a c.  Il  il  suo 

valore  [3],  e facendo  — - -t-  1 = Ha , si  à 

“*  «1“* 


Cosi  riunendo  sotto  un  sol  colpo  d’ occhio  tutte  le  uguaglianze 
precedenti , e le  abbreviazioni  che  si  son  fatte , abbiamo  : 


p 9 r _G?.  , f.c  r _ 

G = -,  G,— -7-+XT-  b»— 


G,?g  . Gr2r , 
<tó,’  <lt 

U,<7»  , Hf»rI 


H,: 


[»]  S;B=H-R+HRiS’ 


d, 

H~d’  Hl_  d,  » 

[5]  ÌA=GB+r£, 

[6]  gA^R+GR.g, 

Per  tali  eguaglianze  immediatamente  conchiudiamo  che  le  equa- 
zioni A = 0,  B=0,son  soddisfatte  per  le  soluzioni  di  ciascuno 
de’  tre  sistemi  seguenti  : 

(101  [B=o,:=o],  0=o,i=o],  [R.=o,?=o] 

Cosi , le  soluzioni  del  primo  sistema  debbono  evidentemente  ri- 
durre a zero;  e,  siccome  -,  ed  ^ son  funzioni  della  sola  y 
dda 

che  non  anno  più  alcun  fattore  comune,  i valori  di  y che  en- 
trano in  queste  soluzioni  non  debbon  dare  ^ = 0 ; dunque  è A 


che  diventa  zero  per  le  soluzioni  di  cui  si  tratta.  Applicando  alle 
uguaglianze  [C]  cd  [8] , o alle  uguaglianze  [7]  e [9] , un  ragio- 
namento del  tutto  simile,  si  vedrà  che  A e B debbono  ridursi 
a zero  per  tutte  le  soluzioni  degli  altri  due  sistemi. 

Paragonando  i sistemi  [4]  della  pagina  340  con  questi  tre  pre- 
cedenti, è chiaro  che  le  quantità  r,  r4,  r,,  possono  contener 

de’ fattori  che  non  son  più  in  v-;  di  maniera  che  i si- 

v d dt  d, 

stemi  [10]  possono  realmente  esser  più  semplici. 
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Terza  parte.  Andiamo  ora  a dimostrare  * che  non  v’  à solu- 
tione  delle  equazioni  proposte  che  non  sia  data  da  questi  tre 
sistemi:  il  che  faremo,  formando  successivamente  le  diverse  re- 
lazioni in  ciascuna  delle  quali  si  trova  A e B con  una  delle  quan- 
tità r,  r,,  r%.  Potrebbero  queste  ricavarsi  immediatamente  dalle 
eq.‘  [1],  [2],  [3],  della  pag.*340,  ma  sarà  meglio  profittar  dei 
calcoli  già  fatti  per  istabilir  quelle  della  pag.*  312'. 

L’uguaglianza  [3]  è la  prima  di  quelle  che  bisogna  trovare. 
Per  aver  le  altre,  si  eliminerà  R tra  [6]  ed  [8],  e poi  R,  tra 
[7]  e [9].  Per  tal  modo,  mettendo  A e B in  un  sol  membro, 

ed  osservando  che  ^=H,  si  à da  prima 
« 

HA— GB=R  Td, 


-g(HIA-GlB)=(GHI_HGI)RI^, 


Ma,  ricordandoci  del  significato  di  G,  G„  Gt,  H,  H„  H„  avremo 
ne’ secondi  membri  delle  riduzioni  notevolissime.  In  effetti,  è 
chiaro  che  si  à 


CH.-H 

dt  \ dx  dul / ddt  ddt  « 

g,h.-h,g.=g;(^+^)-h,  0* +^) 


dd,dt  d dt 


quindi  le  tre  relazioni  di  cui  si  tratta,  sopprimendo  in  esse  r 
fattori  comuni ,■  si  ridurranno  ad< 


[11] 

HA — GB=4-R^, 

W 

[12] 

HlA— Gib=-r/-1; 

[13] 

H.A-G.B=+:^ 

La  relazione  [13]  mostra  che  se  una  soluzione  [x=i , y=,'5] 
convenga  alle  eq.‘  A=0 , B=0,  il  valore  y=p  dee  render  nullo 

l’un  de’ fattori  r~~,  or,  sé  essa  da  ^=0 , è chiaro  che 

d'  d,’  d%  ’ d 

la  soluzione  [x=x , y=£]  si  trova  fra  le  soluzioni  del  sistema 
[Be=B,  ^=0],  Se,  pel  valore  y=? , si  à ^-'=0  senza  aver^=0, 
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la  relazione  [11]  mostra  che  la  soluzione  [.t=*  , dee  dar 

R=0  ; dunque  essa  si  trova  fra  quelle  del  sistema  [R=0,^-=0J. 

Se  poi  il  valore  P dà  ^ = 0 , senza  dar  ^=0  uè  -r=0,  la 
d2  d dt 

relazione  [12]  mostra  che  la  soluzione  [ar=«,  y=£]  soddisfa 
all’eq/  R , = 0 ; dunque  essa  è compresa  tra  quelle  del  sistema 

[«,=0,  2=0]. 

Ciò  che  abbiam  or  ora  detto  dimostra  clic  le  cq.1  A=0,  B=0, 
non  anno  alcuna  soluzione  che  non  sia  compresa  tra  quelle  dei 
sistemi  [10];  ma  abbiam  precedentemente  dimostrato  che  tutte 
le  soluzioni  di  questi  sistemi  debbon  convenire  alle  eq.‘  A = 0, 
B=0;  dunque  inline  può  sostituirsi  l’insieme  di  questi  sistemi 
alle  due  equazioni  A=0,  B=0,  senza  temer  di  disprezzare  qualche 
loro  soluzione,  nè  di  ammetterne  delle  estranee. 

433.  Considerando  l’eliminazione  come  avente  per  iscopo,  il 
dar  un'  equazione  finale  in  y , le  cui  radici  sicno  i valori  di  questa 
incognita  che  fan  parte  delle  soluzioni  comuni  alle  due  eq.’  A=0, 
B— 9,  egli  è chiaro  che  potrà  prendersi  per  questa  equazione 
finale  , 

- li  -i=0. 

d dt  <l%  * 

1 valori  di  x corrispondenti  alle  radici  della  eq.*  *j  = 0 son 

dati  dall’eq/  B=9;  di  maniera  che  se  B è del  grado  n rispetto 
ad  x lo  stesso  valore  di  x potrà  trovarsi  in  n soluzioni  : per 
questa  ragione  il  signor  Labatie  considera  1’  equazione  finale 

come  dovendo  contener  ^ alla  potenza  ».  Per  una  simil  ragione, 

chiamando  n'  ed  n"  i gradi  di  R=0  ed  R,=0  rispetto  ad  x, 

questa  equazione  dovrà  contener  i fattori  : quindi, 

egli  prende  per  equazione  finale 

©■  oy  (£)■=»■ 

Queste  considerazioni  sono  assai  conformi  allo  spirito  dell’  analisi; 
ma  nelle  applicazioni  son  poco  utili. 

Noi  non  abbiamo  esposto  che  una  parte  sola  del  lavoro  del 
signor  Lahatie,  ma  egli  va  più  oltre  nelle  sue  ricerche.  Rispetto 
ai  fattori  introdotti  in  ciascuna  divisione  egli  mostra  come  questi 
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fattori  possano  ricomparir  nelle  divisioni  seguenti  ; e riguardo 
all’ equazione  finale,  egli,  dopo  aver  osservata  quella  che  pre- 
cede , la  lascia  per  istabilirne  un’  altra  che  egli  riguarda  come 
più  completa.  Ma  tutti  questi  punti  potran  riscontrarsi  nell’opera 
stessa  dell’autore. 

434.  Allorché  due  equazioni  an  fattori  comuni , questi  fattori 
dan  luogo  ad  infinite  soluzioni,  o,  in  altri  termini,  a delle  solu- 
zioni indeterminate  ; ciò  avevamo  già  osservato  parlando  delle 
semplificazioni  preliminari  che  possonsi  effettuar  su  due  equazioni 
che  s’ànno  a risolvere.  Ma,  allorché  non  vi  son  più  fattori  comuni, 
i differenti  sistemi  che  si  sostituiscono  alle  due  equazioni  non 
possono  presentare  alenila  indeterminazione;  quindi  non  aggiun- 
geremo, su  tal  soggetto,  altro  al  già  detto. 

Riguardo  alle  soluzioni  infinite , di  cui  non  abbiam  finora 
parlato  si  vede  chiaramente  che  i ragionamenti  finora  fatti  non 
sono  applicabili  ad  esse;  che  perciò  esse  esigono  una  determina- 
zione speciale.  Tal  determinazione  è importante  in  più  qnistioni 
di  geometria  analitica , ma  allora  é raro  che  si  presentino  penose 
difficoltà , mentre  che  parlandone  ora  in  astratto , potrebbero  es- 
sere mal  comprese.  Che  perciò  ci  limiteremo  a dir  solamente  che 
posson  trovarsi  i valori  di  un’incognita  y,  a cui  corrispondono 

de’ valori  infiniti  dell’altra  incognita  x , facendo  da  prima  x=i- 

ed  in  seguito  x'=0. 

DelC  eliminazione  Ira  un  numero  qualunque  di  equazioni. 

435.  Finora  le  equazioni  a risolversi  non  eran  che  due.  Sup- 
poniamo ora  che  ve  ne  sien  tre  fra  le  incognite  x,  y,  z : per 
arrivare  ad  una  equazione  finale  in  z,  potrà  eliminarsi  da  pri- 
ma x tra  la  prima  e ciascuna  delle  altre , poi , y tra  le  due  ri- 
sultanti. Ma  allora  dee  aversi  gran  cura  per  togliere  le  soluzioni 
estranee , e ciò  che  dicesi  per  tre  equazioni , s’ applica  ugualmente 
pel  caso  di  molte. 

Bezout  , nella  sua  Teoria  generale  delle  equazioni , si  è molto 
occupato  di  questa  parte  difficile  dell’analisi;  ma  il  suo  metodo, 
oltre  le  difficoltà  teoriche  di  che  non  va  esente,  esige  ancora 
calcoli  tanto  complicati  che  debbon  riguardarsi  come  impraticabili. 
Noi  ci  limiteremo  a enunciar  solamente  il  suo  teorema:  Se  tra 
più  equazioni  in  numero  eguale  alle  incognite,  ti  eliminino  tutte 
Lez.  di  Alg.  44 


Digitized  by  Google 


3-ÌG  LEZIONI  DI  ALGEBRA. 

le  incognite , tranne  una , il  grado  dell’ equazione  finale  dovrà  estere 
tutto  al  più  uguale  al  prodotto  de’  gradi  di  queste  equazioni. 

4>8.  Tutta  volta  senza  entrare  allatto  ne'  dettagli  circa  la  riso- 
luzione delle  equazioni,  è facile  conoscere  che  se  esse  sono  di 
numero  eguale  a quello  delle  incognite,  ammetteranno  general- 
mente un  numero  limitato  di  soluzioni. 

Supponiamo  che  s’abbiano  n equazioni  tra  n incognite  x,y, s... 
Considerando  ima  qualunque  di  esse , deve  convenirsi , anche 
quando  non  si  sapesse  risolvere  rispetto  ad  x , che  essa  determina 
per  questa  incognita  un  certo  numero  di  valori  *,  a'",.... 

che  generalmente  son  funzioni  delle  altre  incognite  y,  z , . . . . 
Sostituendo  * nelle  equazioni  risultanti , si  avrebbero  n — 1 equa- 
zioni non  contenenti  più  che  n — 1 incognite;  similmente  sostituendo 
*'  si  avrebbe  un'altro  sistema  di  » — 1 equazioni  con  n — 1 inco- 
gnite, e così  di  seguito,  per  ciascuno  degli  altri  valori  a",  a"',... 

Prendendo  ciascun  sistema  separatamente,  si  vede  che,  rica- 
vando da  una  delle  « — i equazioni  i valori  d’ un’  incognita  per 
sostituirli  nelle  n — 2 equazioni  restanti,  potranno  anche  sostituirsi 
a questo  sistema  altri  sistemi  composti  ciascuno  di  o — 2 equa- 
zioni tra  n — 2 incognite.  Continuando  similmente , si  arriverebbe 
ad  una  sola  equazione  non  contenente  più  che  una  incognita,  e 
che  determinerebbe  per  questa  incognita  un  certo  numero  di 
valori.  Finalmente  se  questi  valori  fossero  trovati,  si  potrebbero, 
ritornando  successivamente  fino  alla  prima  incognita,  ottener  i 
valori  corrispondenti  di  tutte  le  altre  incognite.  Da  questa  discus- 
sione risulta  che  le  n equazioni  date  non  possono  ammettere  che 
un  numero  limitato  di  valori. 

4S ».  Supponiamo  ora  che  si  avessero  più  equazioni  che  incogni- 
te. Sia  adunque  n il  numero  delle  incognite , ed  »+*  quello  delle 
equazioni;  c tra  queste  equazioni  prendiamone  a piacere  un  numero 
eguale  ad  n.  Per  ciò  che  abbiam  detto  queste  n equazioni  determi- 
neranno generalmente  un  numero  limitato  di  soluzioni  ; e siccome 
queste  soluzioni  debbono  soddisfare  anche  alle  k equazioni  restanti, 
la  loro  sostituzione  darebbe  k equazioni  di  condizione.  Diconsi 
esse  così,  poiché'  non  conterrebbero  che  quantità  conosciute,  e 
dovrebbero  verificarsi  di  per  se  stesse  perchè  le  equazioni  pro- 
poste non  fossero  incompatibili. 

Se  si  avessero  al.  contrario  più  incognite  che  equazioni , vi 
sarebbe  indeterminazione.  In  effetti  se  n-\-k  è il  numero  delle 
incognite  , ed  n quello  delle  equazioni , è chiaro  che  potran  darsi 
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a ik  incognite  de’ valori  arbitrari,  e determinar  in  seguito  le  altre 
» incognite  per  le  n equazioni  date. 

Tuttavolta  quel  che  ahbiam  detto  in  questo  numero  e nel  pre- 
cedente, và  soggetto  ad  eccezioni.  Cosi,  può  darsi  che  le  equa- 
zioni sieno  di  numero  eguale  a quello  delle  incognite , e non 
pertanto  esse  sieno  incompatibili  o che  vi  sia  indeterminazione. 
Le  equazioni  del  1.*  grado  ne  offrono  una  pruova  [©]. 

Vio  dell'  eliminazione  nella  trasformazione  delle  equazioni.  — 
Equazione  ai  quadrati  delle  differenze. 

438.  Noi  abbiam  detto  (409)  che  l’ eliminazione  polca  esser 
necessaria  nella  trasformazione  delle  equazioni.  È dessa  infatti 
quasi  indispensabile  nel  caso  in  cui  ciascuna  radice  della  nuova 
equazione  dee  esser  composta  con  più  radici  dell’equazione  data. 
Un’  esempio  basterà , e sceglieremo  la  quistione  seguente , che 
si  presenterà  più  innanzi  in  una  importante  ricerca. 

Essendo  data  un’  equazione  qualunque  ad  una  sola  incognita  , 
trovarne  un’  altra  le  cui  radici  sieno  le  differenze  tra  quelle  della 
proposta  combinale  a due  a due. 

Sia  l’equazione  proposta 

[A]  xm  -f-  l\r™  - '+  Qcr"  - ecc . = 0 . 

Chiamiamo  x ed  x'  due  qualunque  delle  sue  radici , ed  y la  loro 
differenza,  di  maniera  che  s’abbia  x'=x+y:  l’eq.*  [A]  dovrà 
esser  soddisfatta  sostituendo  questo  valore  ad  quindi  si  à 

(*+*)"■+■  P (*+»)—•  +0  (*+»)— * + «*.  =0 

Sviluppiamo  le  potenze,  e chiamiamo  X,  X',  X",  ecc.  il  poli- 
nomio aj“-l-Pic"-l-f-ecc.,  e le  sue  derivate:  avremo 

X+XV+JX'y +s?i  X"V Mf=0- 

Ma  a è una  radice  di  [A];  dunque  si  à X = 0,  ed  in  seguito 
l’equazione  precedente  divisa  anche  per  y diventa 

[B]  x'-t-iX"t,4-^x'V Hr-‘=o- 

Prima  della  soppressione  del  fattore  comune  y,  x ed  x'  eran 
due  radici  qualunque  dell’eq.*  [A],  e niente  impediva  supporre 
x’z=x.  Or,  la  differenza  x — x'  essendo  zero , bisogna  che  l’eq.* 
in  y,  pria  della  soppressione  del  fattore  y , abbia  per  radice 
y=0:  e ciò  in  effetti  succede , poiché  è dessa  divisibile  per  y ; 
ed  effettuando  la  divisione  questa  radice  si  trova  soppressa  ; di 
maniera  che  gli  m — 1 valori  di  y nell’cq.'  [B]  son  i soli  \ alori 
che  s’otterrebbero  sottraendo  la  radice  indicata  per  x da  tutte 
le  altre  radici  deU’eq.'  [A]. 
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Alila  di  distinguere  tra  loro  le  m radici  dell'eq.*  [A],  rap- 
presentiamole per  a,b,c,d,...,  poi  immaginiamo  che  si  so- 
stituisca successivamente , in  [B] , ciascuna  di  queste  radici  ad  x. 
Per  tali  sostituzioni  si  avrebbero  m equazioni,  di  cui  la  prima 
avrebbe  per  radici  le  dilTerenze  tra  a e tutte  le  altre  radici  b, 
e,  d,. ..  ; la  seconda,  le  dilTerenze  tra  b o le  altre  radici  a,e,d,. . 
c cosi  di  seguito.  Quindi,  eliminando  x tra  [A]  c [B],  l’equa- 
zione finale  in  y avrà  per  radici  le  differenze  tra  ciascuna  delle 
radici  dell’eq.*  [A]  e tutte  le  altre:  essa  dunque  sarà  l’ equa- 
zione cercata,  che  dicesi  ancora  equazione  alle  differenze. 

489.  Osservazioni.  Perchè  s’abbia  in  efTetti  l’equazione  alle 
differenze,  è necessario  che  l’eliminazione  non  sopprima  radici 
vere,  ne  introduca  radici  false.  In  questa  supposizione  perciò 
continueremo  a ragionare;  poiché  se  fosse  altrimenti  sappiam 
come  debba  tenersi  conto  delle  une  e delle  altre. 

Senza  effettuare  l’eliminazione  è d'altronde  facile  riconoscere 
il  grado  di  questa  equazione.  In  effetti , le  sue  radici  son  le  dif- 
ferenze 

a—b,  a—c,  a — d,...., 
b—a,  b — c,  b—d,...., 

c—a,  c—b,  e — d 

ecc.  ; 

ed  egli  è chiaro  che  queste  differenze  son  dello  stesso  numero 
delle  combinazioni  a due  a due  di  m lettere  a,  b,  c,  ecc.;  dun- 
que l’equazione  alle  differenze  è del  grado  « T(m — 1). 

Di  più  è chiaro  che  se  esiste  in  questa  equazione  una  radi- 
ce * eguale  ad  o — b,  ve  ne  debb’ essere  un  altra  — « uguale 
a b — a ; dunque  il  primo  membro  è composto  di  fattori  che  pos- 
sono riunirsi  a due  a due  in  prodotti  come  (y — «)(y-(-a)=y* — »■, 
e quindi  l’equazione  non  conterrà  che  potenze  pari  di  y.  Dunque, 
facendo  m(m — l)=2n,  essa  sarà  della  forma 

[C]  y”t+py'n—+qy'"-k H*!f1-I-«==0- 

Finalmentc,  facendo  ym  = z,  essa  diventa 

|D]  za-\^pz"~,-}-qzx~,‘ • ’-\-tz-+v==0. 

Questa  equazione  dicesi  equazione  a’  quadrati  delle  differenze , 
poiché  in  effetti , essendo  z il  quadrato  di  y , à dessa  per  radici 
i quadrati  delle  differenze  delle  radici  dell'equazione  data  [A]. 

440.  Come  applicazione , proponiamoci  di  trovare  l' equazione 
a quadrati  delle  differenze  dell'equazione  del  3°  grado. 

Anzi  ogni  altro,  osserveremo  generalmente  clic  le  eq.’  [C] 
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e [D]  non  debbon  punto  cangiarsi,  aumentando  o diminuendo 
d’una  stessa  quantità  tutte  le  radici  dell’eq.'  [A].  Quindi,  so 
un’  equazione  data  à il  secondo  termine , si  farà  questo  scompa- 
rire (409)  e si  cercherà  inseguito  l’ equazione  alle  differenze  delia 
trasformata:  si  troverà  così  la  stessa  equazione  che  se  non  si 
fosse  fatto  scomparire  il  secondo  termine,  però  i calcoli  saran 
piò  facili.  Mercè  questa  osservazione,  supporremo  che  l’equa- 
zione del  3°  grado  manchi  del  secondo  termine,  e che  sia 

[1]  a»+Qa:+R=0. 

Indicando  con  X=0  l’eq.*  [i] , e con  X',  X",  X"',. ..  i po- 
linomi derivati  di  X,  la  regola  per  trovar  l’equazione  alle  dif- 
ferenze si  è di  eliminar  x tra  le  due  equazioni 

X=0,  ed  X'+ÌX"y+^sXmy+ecc.s=0. 

Or,  nel  caso  attuale,  si  à 

X=x’-f-Q«4-R , X'=3**+Q,  X"=6x , X"'=6  ; 

dunque  l’eliminazione  di  x dee  farsi  tra  l’eq.'  [1]  e la  seguente 

[2]  3«*4-Q-t-3xy+y*=0. 

Quindi,  si  ordinerà  quest’equazione  rispetto  ad  x,  poi  si  ope- 
rerà come  se  si  trattasse  di  trovar  il  massimo  comun  divisore 
dei  primi  membri  di  [1]  e [2], 

Prima  divitione. 


*’+  Q*  4-R  Sx'-l-Syx-f-y^-l-Q 

3xs  -f-  3Qx  — 3R 

— 3x* — 3yx * — (y‘H-Q)x  X~V 

— 3yx*  — (y*  — 2Q)x-f-  3R 
+ 3y  -f-  3yax + y » + Qy 

2(y*+Q)«4-y*-hQy4-3R. 

Seconda  divitione. 


3x*+3Vx+y+Q  I 2(y+Q)*+ys+0y+3R 

6{y1+Q)x*-4-6(y*+Q)yx  ~ . ^—^7 

_)_2(y*-|-Q)»  dx-H»(ys+Qy— 3R) 

— 1 6(y»-H3).T«-^ 3(y»-f-Qy-f-3R)o: 

3'V-f-Qy— 3R)x-t-2(y>-hQ)* 

6(ys+Q);y+Qy— 3H)x-f-4(y*-K>)3 
^(ya+Q)(yJ+Qy^R)x-3(y»+Qy+3R)(y3+Qy-3n) 

Q ) 5 — 3(yj-f-Qy-+-3R)(y’+Qy — 3R  ) . 


Digitized  by  Google 


350  LEZIONI  DI  ALGEBRA . 

Nell’  ultima  divisione , abbiam  moltiplicato  due  volte  per  y*+Q 
per  render  possibili  le  divisioni:  ma  facendo  y*-f-Q==0  il  divi- 
sore si  riduce  p 3R,  quantità  generalmente  diversa  da  zero. 
Cosi , uguagliando  a zero  l’ ultimo  resto , ed  effettuando  le  ope- 
razioni indicate,  l’equazione  alle  differenze  si  è 

y“+6QÌ/*H-9Qv+'WJ1+27R,=0; 

indi  mettendo  y*=z,  si  à l’equazione  a’  quadrati  delle  differenze 
z’4-6Qz*4-9Q“z4-4Q>4-27R«=0. 

Per  l’equazione  xJ — 7x-f-7=0,  si  à Q= — 7,  R=-f-7; 
perciò  l’equazione  in  s si  è s 1 — 4SU*-f— 44is — 49=0. 

L’io  dell’  eliminazione  per  fare  scomparire  i radicali. 

44 f.  I metodi  necessari  per  calcolar  le  radici  di  un’equazione 
suppongon  sempre  che  l’incognita  non  si  trovi  sotto  a radicali; 
ecco  dunque  la  necessità  di  saper  trasformare  un’  equazione  com- 
plicata di  radicali  in  un’  altra  non  affetta  da  essi.  Or  la  soppres- 
sione de’  radicali , considerata  generalmente , non  è che  una  que- 
stione d’eliminazione:  un  esempio  il  farà  chiaro.  Sia  l’equazione 

x — l/x — 1-j-l/x  4-1=0, 

in  cui  ciascun  radicale  rappresenta  indifferentemente  tutte  le  de- 
terminazioni di  cui  è suscettibile.  Facendo 

y*=x — 1,  zJ=x4-l, 

essa  diventa 

x — y4-z=0; 

ed  allora  è chiaro  che  eliminando  y e s tra  quest’ ultima  equa- 
zione e le  due  precedenti,  si  otterrà  un’equazione  in  x intiera- 
mente libera  di  radicali,  poiché  i metodi  d’ eliminazione  non  ne 
introducono  alcuno. 

Nel  nostro  esempio  i calcoli  son  facili.  L’ultima  equazione 
dando  y—z-\-x,  l’eq.*  y*=x — i diventa 
s*  4-2a:z  4-  x*  — x 4- 1=0; 

ed  in  seguito  per  eliminar  z tra  questa  e l’cq.'  c*=x4-l,  il 
processo  del  massimo  comun  divisore  sarà  bastevole.  L’ equazione 
finale,  senza  alcuna  radice  estranea,  si  è 

x 0 — 3x*4-8x*4-ir,4-7x® — 7x4- 2=0. 

44*.  I metodi  generali  d’eliminazione  son  cosi  complicati, 
che  dee  sempre  cercarsi  di  evitarli.  Il  caso  in  cui  l’equazione 
non  contiene  che  un  sol  radicale  si  è già -presentato  (4*4),  e noi 
abbiam  veduto  che  si  fa  scomparire  questo  radicale  isolandolo  in 
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vn  membro  dell'  equazione , ed  innalzando  ambo  i membri  alla  po- 
tenza segnata  dall’indice  del  radicale. 

Questa  regola  abbisogna  di  spiegazioni.  Comunemente,  quando 
s’innalzano  i due  membri  d’ un’ equazione  ad  una  potenza,  essa 
acquista  delle  nuove  radici:  ad  esempio,  se  si  à ax%-j-b=cx 
e che  s’innalza  al  quadrato,  è chiaro  che  la  nuova  equazione 
(ax*-f-<>)*  = c»x*  conterrà  non  solo  le  radici  della  proposta,  ma 
anche  quelle  deH’eq.'  ax*-\-b= — ex.  Cosi,  dee  dunque  esami- 
narsi se  la  regola  precedente  per  far  scomparire  un  radicale  non 
faccia  acquistar  troppa  generalità  all’equazione. 

Supponiamo  che  dopo  aver  trasposto  U radicale , l’ equazione  sia 

[1]  x=i?Y, 

X ed  Y essendo  funzioni  delle  incognite:  facondo  scomparire  il 
radicale,  essa  diventa 

[2]  X"=Y  ovvero  X’— Y=0. 

M 

Il  radicale  \/X  è considerato  in  tutta  la  sua  generalità , cioè  che 
desso  rappresenta  indifferentemente  ciascuna  delle  determinazioni 
di  cui  è suscettibile.  Qualunque  siesi  quella  che  si  considera, 
tutti  i valori  delle  incognite  che  soddisfano  all’  cq.*  [1]  dovrai: 
soddisfa,  j ancora  all’eq.’  [2];  e quel  che  debbe  dimostrarsi  si 
è,  che  la  reciproca  è ugualmente  vera. 

Se  si  avesse  l’equazione  xm — A=0,  e s’indicassero  con  A', 

A",  A'"...  gli  n valori  di  l/A,  sappiamo  (••!)  che  dovrebbe 
aversi 

x" — A=[x — A')(x — A")(a: — A'"). . . 

Or  possiamo  sostituire  ad  x e ad  A quantità  qualunque;  quindi 

chiameremo  Y',  Y",  Y"',  ecc. , le  n determinazioni  di  ]/Y,  e 
porremo  X,  Y,  Y',  Y", ...  al  luogo  di  x,  A,  A',  A”. . . avre- 
mo cosi 

X’— Y={X— Y')(X— Y")(X-Y'") 
dunque  non  potrà  soddisfarsi  all’eq.*  [2]  che  facendo  X = Y', 
o X=Y",  o X=Y'",  ecc.  Quest’ ultime  equazioni  non  son 
altro  che  l’eq.*  [1]  in  cui  si  è posto  successivamente  ciascuna 

delle  determinazioni  di  1/Y";  dunque  finalmente  le  soluzioni  di 
questa  equazione  son  le  sole  clic  contiene  l’eq.'  [2]. 

Ciò  che  abbiam  detto  mostra , ancora  come  succeda  che  questa 
ultima  equazione  acquista  troppo  generalità  quando  il  radicale 
rappresenta  specialmente  una  delle  n determinazioni  di  cui  è 


352  LEZIOSI  DI  ALGKBIU. 

suscettibile:  come,  ad  esempio,  succederebbe,  se  dovessero  aver 
un  valore  reale  e positivo. 

444.  Quando  un’  equazione  contiene  più  radicali  non  posson 
farsi  generalmente , scomparire  successivamente  per  la  regola 
precedente  ; poiché  nel  caso  che  ve  ne  sieno  due,  abbiam  già  fatto 
osservare  che  l’ operazione , che  fa  scomparire  un  de’  radicali 
introduce  nell’equazione  più  quantità  radicali  non  esistenti  da 
prima.  Ad  esempio,  se  si  à 

X-h|/Y=l/z, 

e che  s’innalzi  alla  4.*  potenza,  il  secondo  radicale  sparisce,  ma 
le  potenze  del  primo  fino  alla  4.“ , si  trovano  nella  equazione 
risultante 

X*  -f-4X*  ^YH-6X,(i/y)“+  4x(l/y)  V(i/y)4=Z. 
444.  Non  pertanto  quando  un  equazione  non  contiene  che 
due  radicali , e l’ un  di  essi  è del  2.»  grado , possono , per  tal 
regola , farsi  scomparire  l’ un  dopo  l' altro , purché  si  cominci  da 
quello  del  più  alto  grado.  Allora  il  successo  del  calcolo  è pog- 
giato sul  perchè  le  potenze  d’un  radicale  quadrato  non  ripro- 
ducono nuove  quantità  radicali.  Ad  esempio , se  1’  equazione  è 

x+i/y=i/z; 

si  avrà  successivamente 

(X+|/Y)*=Z 

X*4-3X*1/y+3XY4-YI/Y=Z, 

X*+3XY— Z=— ( 3X*-l- Y ) l/Y, 

(X* + 3XY — Z )• — ( 3X«  + Y )*  Y. 

444.  Se  si  à un’equazione  della  forma 

x=i/y-+-i/z7 

in  vece  d’isolare  un  de’ radicali  potrà  innalzarsi  immediatamente 
l’ equazione  al  quadrato  : per  tal  modo  si  à 

X*=Y-+-Z+2I/yT, 

X* — Y — Z=2[/yTì 
(X* — Y — Z)«=4YZ, 

444.  Parleremo  ancora  qui  d’un  caso  particolare,  in  cui  si 
an  due  radicali  cubici,  che  facilmente  potran  farsi  sparire.  Sia 

x=i/y+i/z: 
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Innalzando  al  cubo  si  à 

X*=Y4-Z  + 3(|/T)»I/Z+3l/Y  (|/Z)», 

ovvero  X*— Y— Z=3l^Y  l/Z  (^Y  + l/Z). 

» — * — 

Or  può  sostituirsi  X a 1/Y-+-I/Z,  ed  allora  innalzando  ancora 
al  cubo,  si  avrà  una  equazione  senza  radicali,  cioè: 

(X*  — Y — Z)*=27XSYZ. 

CAPITOLO  XVIH. 

RISOLUZIONE  DELLE  EQUAZIONI  NI  . SERICHE. 


Badici  commensurabili. 

449.  In  mancanza  di  metodi  per  risolvere  l'equazione  gene- 
rale di  un  grado  qualunque,  lo  scopo  verso  coi  ora  Umiliamo 
si  è di  far  conoscere  i metodi  per  cui  si  determinano , d'  una 
maniera  esatta  o approssimata,  le  radici  delle  equazioni  nume- 
riche; cosi  chiamando  quelle,  i cui  coefficienti  son  de' numeri 
dati.  Le  radici  posson  esser  reali  o immaginarie , c le  reali , 
commensurabili  o incommensurabili.  Per  trovar  le  commensura- 
bili , esistono  de’  metodi  semplicissimi  , che  andremo  da  prima 
ad  esporre. 

448.  Cominccrcmo  dal  cercar  le  radici  commensurabili  intiere. 
Sia  l’equazione 

[1]  Aa:4+Bx*+C.r*+Dx-f-E=0 , 

nella  quale  supponiamo  che  tutti  i coefficienti  sien  numeri  intieri. 
Chiamiamo  a una  radice  intiera  di  questa  equazione  : dovrà  aversi 

[2]  Aa*-|-Bas-f-Ca*-f-Da-f-E=0 , 
da  cui , trasponendo  e dividendo  per  a , 

- = — A a*  — Ba®  — Ca  — D. 

a 

11  2.°  membro  essendo  intiero,  conehiudesi  che  a è divisore 
di  E.  Così  già  si  vede  che  potrebbero  trovarsi  tutte  le  radici 
commensurabili  intiere , sostituendo  successivamente  nell'equazione 
tutti  i divisori  dell’ultimo  termine  tanto  positivi  che  negativi. 
Ma  quando  questo  termine  à molti  divisori  questo  metodo  esi- 
gerebbe molte  sostituzioni  ; quindi  allora  si  abbrevia  il  cal- 
Lcz.  di  Alg . 15 
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colo  mercè  nuove  condizioni  che  si  deducono  dall’ ultima  egua- 
glianza. 

E 

Facciamo  — =E',  (raspolliamo  I),  e dividiamo  per  a:  avremo 


E'-t-D 


-A  o*  — Ba  — G : 


dunque  la  somma  K'— (— I)  debbo  esser  divisibile  per  a. 

E'-eD 

Facciamo  = D' , trasponiamo  C,  e dividiamo  di  uuovo 


per  a ; avremo 


P'-+-C 


-Aa  — B: 


a < 

dunque  la  somma  I)'— f- C debb’ esser  divisibile  per  a. 

1V-+-C 

Facciamo  ancora — — =C',  trasponiamo  B,  e dividiamo  per 


a : avremo , 


a 

Finalmente  facciamo  - = B',  e trasponiamo  A:  avremo 
B'  + A = 0: 

dunque  la  somma  B'-f-  A deve  esser  zero. 

Se  una  sola  delle  condizioni  precedenti  mancasse,  il  numero 
a non  sarebbe  una  radice  dell’  equazione.  Ma  ne  sarebbe  una 
se  tutte  fossero  soddisfatte  ; poiché  allora , sostituendo  alle  le t! ere 
B',  Cf, . . . . le  quantità  che  esse  rappresentano , potrà  ritornarsi 
dall’eguaglianza  B'+A=0  all’eguaglianza  [2]. 

Cosi,  ricapitolando,  dopo  aver  preparata  una  equazione  in  modo 
che  tutti  i suoi  coefficienti  sieno  intieri  (ed  allora  quello  del  primo 
termine  può  esser  differente  dall’unità),  le  condizioni  a cui  dee 
soddisfare  un  numero  intiero  per  esser  radice  dell’  equazione 
saranno  : 

Che  sia  un  divisore  dell'  ultimo  termine;  che  divida  esattamente 
la  somma  che  si  ottiene  aggiungendo  il  quoziente  al  coefficiente  del 
termine  affetto  da  x ; che  divida  esattamente  la  somma  che  si 
ottiene  aggiungendo  al  nuovo  quoziente  il  coefficiente  del  termine 
affetto  da  x*  ; e cosi  di  seguito , finché  si  arrivi  ad  addizionare 
il  coefficiente  del  primo  termine  con  l’ultimo  quoziente , il  che  dovrà 
dare  una  somma  uguale  a zero. 

119  A queste  condizioni  potranno  aggiungersene  altre  indicale 
da  Newton,  che  passiamo  a far  conoscere. 
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Essendo  a una  radice  qualunque  dell’eq.*  jr”+ecc.  =0,  il 
l.°  membro  di  quest’equazione  debb’ esser  divisibile  per  x — o; 
di  maniera  che  ^chiamando  questo  primo  membro  X , ed  il  quo- 
ziente Y , si  à * 

X = (a; — a)  Y. 

Se  a è una  radice  intiera  , ed  X non  contiene  che  eocflìcienii 
intieri,  sarà  Io  stesso  di  Y;  poiché  la  divisione  per  x — a non 
può  introdurre  frazioni  al  quoziente,  mentre  il  l.°  termine  del 
divisore  à per  coefficiente  l’unità. 

Ciò  posto,  facendo  #=+1,  il  fattore  x — a diventa — j(a — tj, 
cd  egli  è chiaro  che  X ed  Y prenderanno  valori  intieri  ; dunque 
allorché  a è una  radia  intiera,  se  ti  sostituisce  -|- 1 ad  x,  il  ri- 
sultato dehb’ esser  divisibile  per  a — 1.  Similmente  si  dimostra  che 
la  sostituzione  di  — 1 dee  dar  un  numero  divisibile  per  a — (—  i . 

Queste  sono  le  nuove  condizioni , mere'*  le  quali  può  fin  da 
principio  giudicarsi  che  certi  divisori  dell’  ultimo  termine  non  sono 
affatto  radici  dell’equazione. 

Si  osservi  intanto  che  i risultati  delle  sostituzioni  di  + 1 e — 1 
nell’equazione  si  ottengon  sempre  per  addizioni  e sottrazioni  che 
s' effettuano  tra  i coefficienti  stessi  dell’ equazione. 

450.  Finalmente,  faremo,  fin  da  ora,  osservare  che  se  si 
conoscessero  due  numeri  tra  i quali  fossero  comprese  tutte  le 
radici  reali  dell’equazione,  bisognerebbero  rigetlarsi  tutti  i di- 
visori che  eccedessero  questi  limiti.  Passeremo  immediatamente 
ad  occuparci  della  determinazione  di  questi  limiti. 

451.  Come  esempio  delle  discussioni  precedenti , proponia- 
moci di  trovar  le  radici  intiere  dell’equazione. 

2x*  — 1 2jt*  + 1 3x  — 1 5 = 0. 

Dopo  esserci  assicurati  per  la  sostituzione  immediata  che  + 1 
v — 1 non  son  radici  di  essa , scriveremo  su  di  una  linea  oriz- 
zontale gli  altri  dii  isori  dell'  ultimo  termine , ed  applicheremo  a 
tutti  le  regole  del  n.°  448.  I calcoli  si  presentano  come  segue: 
+ 3,  + 5,  +15,  — 3,  - 5,  -15, 

Quozienti  —5,—  3,—  1,  + 5,+  3,+  1, 

-1-8,  +10,  +12,  +18,  +16,  +14, 

Quozienti  * + 2,  * 6,  * * 

— 10,  —18, 

Quozienti  — 2,  + 6,. 

« 

La  1*  linea  eontiene  i divisori,  tanto  positivi  che  negativi, 
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dell’ ultimo  termine  — 15;  e la  2*  i quozienti  di  questo  ultimo 
termine  per  ciascun  de’ suoi  divisori. 

La  3*  è formata  addizionando  ai  quozienti  già  trovati  il  coef- 
ficiente -f- 13  del  termine  + 13x  ; e la  4‘,  dividendo  queste  dif- 
ferenti somme  pei  divisori  corrispondenti.  Le  divisioni  che  non 
si  compiono  esattamente,  indicano  che  i divisori  +3,  -t-15, 
■—5,  — 15,  non  son  radici  dell'equazione. 

La  5*  è formata  aggiungendo  agli  ,ultimi  quozienti  il  coeffi- 
ciente — 12  del  termine  — 12x*,  e la  6“  dividendo  le  nuove 
somme  per  i divisori  corrispondenti.  Questa  pruova  non  à fatto 
rigettare  qui  alcun  nuovo  divisore. 

Finalmente  l’ ultima  linea  è formata  aggiungendo  il  coefficiente 
2 del  primo  termine  2j”5  agli  ultimi  quozienti;  e,  non  trovando 
zero  che  nella  colonna  del  divisore  5,  conchiudesi  che  5 è la 
sola  radice  intiera  dell’equazione. 

Non  abbiani  fatto  uso  delle  condizioni  del  n.°  44»,  ma  ecco 
come  avremmo  potuto  avvalercene.  Dopo  aver  sostituito  + 1 iiel- 
l’equazione,  si  à 2 — 12+13 — 15,  ovvero — 12:  c siccome  que- 
sto numero  non  è divisibile  nè  per  lo  — 1 nè  per  — lo  — 1, 
conchiudesi  che  i divisori  +15  c — lo  non  sono  affatto  radici. 
Similmente  la  sostituzione  di  — 1 dando  per  risultato  — 42,  e 
questo  numero  non  essendo  divisibile  nè  per  3+1,  nè  per  — 5+1, 
conchiudesi  che  +3  e — 5 non  son  radici  dell’equazione. 
Cosi  i soli  divisori  che  resterebbero  a verificare  sarebbero  +3 
e —3. 

Osservazioni.  Conosciuta  la  radice  oc— ‘6 , può  dividersi  l’equa- 
zione pel  fattore  x — 5,  e si  avrà  per  quoziente  2xa — 2x+3=0, 
da  cui  ricavasi  x=lzh^l/ — 5.  Allora  l’equazione  proposta  è 
perfettamente  risoluta,  c le  tre  radici  sono 

x=&,  x=l+il/^E,  x = i — ±\/=ò. 

Se  una  equazione  manca  di  qualche  termine  non  bisogna  dimen- 
ticarsi di  tenerne  conto,  ritenendo  come  zero  i loro  coefficienti; 
quindi,  i quozienti  a cui  debbono  aggiungersi  potranno  imme- 
diatamente sommettersi  a nuove  divisioni.  Vedremo  più  appresso 
un  esempio  di  questo  caso  (454). 

44».  11  metodo  clic  abbiamo  spiegato  non  mostra  quante  volte 
le  radici  che  esso  determina  entrano  nella  equazione.  Per  veri- 
ficarlo, il  mezzo  che  si  presenta  da  principio,  si  è di  dividere 
l’equazione  per  i fattori  corrispondenti  a queste  radici,  prese  cia- 
scuna una  sola  volta,  e d'esaminare  in  seguito,  sia  per  la  sosti- 
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tornine  immediata,  sia  per  le  regole  del  n.°  448,  so  queste  ra- 
dici appartengono  ancora  all’  equazione  restante.  Se  ve  ne  à qual- 
cuna che  la  verifica,  essa  dee  entrar  almeno  due  volte  nella  pro- 
posta. Per  una  nuova  divisione  si  troveranno  quelle  che  possono 
entrarvi  tre  volte,  e così  di  seguito.  Se  si  trattasse  solamente 
di  saper  quante  volte  una  radice  commensurabile  a entra  in  un 
equazione,  può  osservarsi  che  i calcoli  istessi  che  àn  fatto  trovar 
questa  radice,  fan  conoscere  ancora  i coefficienti  dell’equazione 
risultante  dalla  divisione  per  x — a.  In  effetti,  i quozienti  intieri 
di  cui  si  è parlato  al  n.°  448,  essendo  presi  con  segni  contrarii 
ed  in  un  ordine  inverso,  sono 

A,  A/i-f-B,  Ao*  — (- Bo  — f—  C , Aa*  + Ba*-(-Ca-i-D. 

Or,  riportandoci  ali’ ultimo  del  n.' 80®,  è chiaro  che  essi  sono 
precisamente  i moltiplicatori  delle  diverse  potenze  di  x,  nel  quo- 
ziente che  si  ottiene  dividendo  per  x — a il  1°  membro  dcH’eq.'[l]. 

Nell’esempio  del  n.°  44 1,  abbiam  trovato  che  x=5  è una 
radice;  ed  i quozienti  corrispondenti  che  si  trovano  nel  quadro 
de’  calcoli , presi  con  segni  contrarii  ed  in  ordine  inverso , so- 
no +2 — 2-t-3.  Quindi  la  divisione  dell’  equazione  per  x — 5 darà 
liquazione  2x* — 2x-f-3=0.  Or,  siccome  questa  non  è soddisfatta 
pel  valore  x=5 , conchiudesi  che  questa  radice  non  si  trova  che 
una  sola  volta  nell’equazione  proposta. 

La  stessa  quistione  può  anche  risolversi  per  mezzo  desolinomi 
derivati.  In  effetti,  sappiamo  (418)  che  se  un’equazione  X=0 
contiene  il  fattore  (x — a)" , il  polinomio  derivato  X'  dee  contener 
(x — a)"-1;  dunque  il  polinomio  X"  derivato  di  X' dee  contener 
(x — a)*-*,  e così  di  seguito.  Così  il  numero  delle  equazioni 
X=0,  X'=d) , X"=0. . . che  son  verificate  pel  valore  x=a , 
indicherà  quante  radici  eguali  ad  a contiene  l’eq.*  X=0. 

Nella  ricerca  che  facciamo , potremo  anche  avvalerci  di  questa 
osservazione,  la  cui  esattezza  è facile  dimostrarsi,  cioè  che  se  una 
radice  o entra  » volte  in  un'equazione  a coefficienti  intieri,  della 
forma  Ax“-|-Bx"-,-+-ecc.=0,  l’ ultimo  termine  deve  esser  divi- 
sibile per  a",  ed  i termini  precedenti , in  x,  x*,...x"-*,  divi- 
sibili per  a*-*,  a*-*,... a. 

448.  Dopo  aver  trovate  tutte  le  radici  intiere  tanto  eguali 
che  ineguali , posson  queste  togliersi  dall’  equazione,  e se  vi  re- 
stano radici  commensurabili,  dovranno  esser  frazionarie:  occu- 
piamoci quindi  di  queste.  La  loro  determinazione  poggia  su  questo 
principio,  che  te  il  1*  termine  d' un' equazione  à per  coefficiente 
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l’unità,  e se  gli  altri  termini  àn  coefficienti  intieri,  quest'  equa- 
zione non  può  aver  per  radici  commensurabili  che  numeri  intieri. 
Per  dimostrarlo,  sia  l’equazione 

x”'-t-Pxm  - • -\-Qxm  - a (-T  x-t-r=0 , 

ia  cui  P,  Q . T,  U,  son  coetlicienti  intieri.  Sostituiamo  ad. x 

un  numero  frazionario  ~ i che  può  ritenersi  come  irriducibile; 


l’equazione  diverrà 

am  -,  n*  — ■ 

1-  P 

6M,~ 


-Q 


bm  — a 


•-+*T~  + U=0. 


Moltiplicando  per  bm-'  e trasponendo,  si  à 

— = — Pa*- 1 — Qam'b T ab"—1 — Uà*-*. 

0 

Or,  a c b essendo  numeri  primi  tra  loro,  il  1.®  membro  di  que- 
st'uguaglianza è una  frazione  irriducibile,  mentre  che  il  2."  é un 
numero  intiero  ; dunque  l’ uguaglianza  è impossibile  ; dunque 
nessun  numero  frazionario  può  soddisfare  l’equazione. 

454.  Allorché,  dopo  aver  fatti  sparire  i denominatori,  il  coeffi- 
ciente del  primo  termine  non  è l’ unità , si  trasformerà  1’  equa- 
zione in  un’  altra  che  soddisfi  a tal  condizione;  a ciò  fare  basterà 
porre  i incognita  x uguale  ad  una  nuova  incognita  y divisa  pel 
coefficiente  del  primo  termine  dell’ equazione  proposta. 

Allora  è chiaro  che  tutte  le  radici  commensurabili  della  pro- 
posta corrisponderanno  a delle  radici  commensurabili  della  tra- 
sformata ; e siccome  queste  non  possono  essere  che  intiere , si 
determineranno  tutte  por  le  regole  conosciute,  dopo  di  che  si 
conchiuderanno  quelle  della  proposta. 

Per  mostrar  direttamente  come  si  trovi  la  trasformazione  anzi- 
detta , supponiamo  che  l’equazione  data  sia 

Ax"-(-Bx“  - 1-f-Cx"~J-(-  ecc.=0 , 


A,  B , C, . . . essendo  coefficienti  intieri.  Facciamo  X—  : si  à 

.At/m  , Bjr-‘  , Ci r-*  , 

— — p-  ecc . nrO , 

~m  i -in  — j ~m  — a 1 ’ 

ovvero,  moltiplicando  per  z1*— 1 , 

^ ym  -f-  By"1  ~ ’ -f- C zy"  ~ * -+-  ecc . =0 . 


Allora  è chiaro  che  il  coefficiente  di  ym  dixerrà  uguale  all’unità, 
e che  gli  altri  cc efficienti  saranno  intieri,  se  si  prenda  r=A,  il 
che  è conforme  la  regola  enunciata. 

Per  altro , questa  regola  si  riduce  a quella  del  n.®  400  , c 
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qui  ancora  convicn  osservare  die  potrà  , in  certi  casi  particolari, 
scegliersi  per  5 un  numero  minore  di  A,  il  che  darà  una  tra- 
sformata i cui  coefficienti  saranno  più  semplici. 

Per  terminare , proponiamoci  di  trovare  tutte  le  radici 
commensurabili  dell’  equazione 

\xl — 1 lx2-t-7.r — 6=0. 

Potrebbero  cercarsi  da  prima  le  radici  intiere;  ma  i coefficienti 
essendo  poco  considerabili , sarà  meglio  trasformar  tutto  una 
volta  quest’  equazione  in  un’  altra,  di  cui  il  primo  coefficiente  sia 
l’unità,  senza  che  gli  altri  cessino  di  essere  intieri.  Per  la  regola 

generale  dovrebbe  farsi  j-= y.  : ma  facendo  a=-,  si  vedrà  che 

può  prendersi  meglio  ,r=^.  In  effetti,  si  à cosi  questa  trasformata 
rf—  1 1 i/a-f-l  ìy— 2 i=0. 

Come  essa  non  può  aver  per  radici  commensurabili  che  numeri 
intieri,  cosi,  dopo  aver  veduto  che  +1  e — 1 non  possono  ve- 
rificarla , applicheremo  ad  essa  le  regole  del  n.°  449.  Ecco  il 
quadro  de’ calcoli: 

4-  2,4-3,4-4,4-  6,4-  8, +12, -rii, — 2,—  3,—  4,—  G,—  8,— 12,— SU. 
Quozienti  — li,—8, — fi, — 4, — 3, — 2, — 1,4-12,4-  8,4-  (5.4-  4,4-  3,4-  2,4-  I, 

4-  2,4-8,4-8,4-10,4-11,4-12,4-13,4-26,-1-22,4-20,4-18,4-17,4-16,4-15, 
Quozienti  4-  l,-t-2,4-2,  * * 4-  1,  * — 13,  * — 8, — 3,  * * • 

—10,—»,— 9,  —10,  —24,  -16,-14, 

Quozienti  — 5, — 3,  * * 4 1 2,  4-4,  * 

Quozienti  * — I,  — 6,  — 1, 

0.  * 0, 

Ai  quozienti  della  G.a  linea  bisognava  aggiungere  il  coefficiente 
di  y1  ; ma  come  questo  è zero , cosi  abbiam  diviso  immediata- 
mente questi  quozienti  per  i divisori  corrispondenti.  Per  applicare 
all’eq.'  in  y le  regole  del  n.®  44»,  bisognerebbe  sostituir -(-1 
in  questa  equazione,  il  che  darebbe  — 20,  e poi  rigettar  tutti  i 
divisori  che , diminuiti  di  1 , non  possono  dividere  — 20.  Cosi 
non  resterebbero  a verificarsi  che  i divisori  — |— 2,  -(-3,  -Hi*  — 3, 
— 4.  Sostituendo  poi  — l,  si  à — 18;  c rigettando  anche  il  divi- 
sore —1—6 , che,  aumentato  di  1,  non  può  dividere  — 18,  non 
resterebbero  a verificarsi,  per  le  divisioni  successive,  che  i numeri 
— |— 2,  -(-3,  — 3,  — 1.  Per  tal  modo  è chiaro  che  i calcoli  precedenti 
sarebbero  di  molto  semplificati. 

Finalmente  si  trova  che  -f-3  e — 4 son  radici  dell'eq.'  in  y. 
Dividendola  quindi  per  (y — 3)  , si  à 

y* — y+2=0,  da  cui  y=\-±.\  |/ — 7. 
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I quattro  \alori  di  y essendo  conosciuti,  la  relazione  x=fy  darà 
quelli  di  .r , cioè  x=-~ , x=— 2,  x=\±\V/-T. 

Limili  delle  radici  delle  equazioni. 

» 

458.  Il  metodo  che  serve  a trovar  le  radici  commensurabili, 
non  è,  propriamente  parlando,  che  una  serie  di  scandagli,  tal- 
mente concatenati,  che  si  è sicuro  trovar  tutte  le  radici  di  tal 
fatta  che  possono  esistere  in  un’equazione.  Anche  per  una  serie 
di  scandagli  si  otterranno  i valori  approssimati  delle  radici  in- 
commensurabili ; e,  per  istabilir  le  regole  che  debbon  dirigerli , 
la  prima  quistionc  che  si  presenta  è di  assegnare  i limiti  delle 
radici , cioè  di  determinar  due  numeri  tra’  quali  sien  comprese 
tutte  le  radici  positive,  c due  numeri  tra’ quali  sien  comprese 
tutte  le  radici  negative  dell’equazione. 

45».  Da  prima,  proponiamoci  determinare  un  limite  tuperiore 
delle  radici  poni  tir  e. 

Sia  xm  il  primo  termine,  ed  N il  massimo  coefficiente  negativo 
d’ un  'equazione  data  X=0.  Considerando  la  quantità 
X,=xm — N(x"- • .-f-x+1) , 
è chiaro  che  la  parte  positiva  è minore  che  in  X,  mentre  la 
parte  negativa  è maggiore  che  in  X.  Or , è facile  assegnare  ad  x 
un  tal  valore  x=f,  a partir  dal  quale  tutti  i valori  maggiori 
renderanno  X,  positivo  ; dunque  anche , a più  forte  ragione , 
tutti  questi  valori  renderanno  X positivo.  Cosi  a partir  da  x=t 
nessun  valore  dovrà  annullar  X;  e quindi  potrà  prendersi  l pel 
limite  cercato. 

Per  determinare  l,  ricordiamo  (53)  che  xm — i=(x — l)x 
(x^-'-f-x"'-*- • • H— f— 1)  ; quindi  si  avrà 

v.  „ N(xm— 1)  xm(x— 1— N)-+-N 

X'—X  ” x — 1 x — 1 

Or  sotto  questa  forma  apparisce  che  X,  sarà  positivo  prendendo 
x^N-f-1  ; dunque  si  avrà  un  limite  superiore  delle  radici  posi- 
tive, aumentando  di  un’unità  il  massimo  coefficiente  negativo  del- 
l’equazione preso  positivamente. 

Questa  regola  dà  1=101  pel  limite  superiore  delle  radici  po- 
sitive dell’equazione 

[1]  x1-(-8x,-(-2x5 — lOx* — 40xH-10.rJ — 14x — 100=0. 

458.  Tenendo  la  stessa  via,  può  arrivarsi  ad  un’altra  regola, 
in  cui  si  terrà  conto  del  posto  del  primo  termine  negativo.  Sup- 
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poniamo  che  questo  termine  contenga  x"~r;  rappresentiamo  an- 
cora con  N il  massimo  coefficiente  negativo,  e poniamo 

X1=z“ — N(ar",-r-f-a^,-r-  • }-aH-l  ) : 

potrà  ragionarsi  per  X,  come  per  X,.  Da  prima  si  à 

„ H(x*~ r-t-i— 1) x"~'-*-‘[x'—>(x — 1) — . 

* X X — I X — 1 ’ 

dunque  X,  sarà  positivo  se  si  sostituisce  ad  a;  un  valore  mag- 
giore di  1 e tale  che  s’abbia 

x'-‘[x— 1)>N. 

Queste  condizioni  saranno  evidentemente  soddisfatte  se  s»  trova 
per  x un  valore  > 1 che  soddisfi  all’equazione  (a; — 1 )'—*(* — i)=N, 
ovvero 

(*-l)'=N; 

r 

da  cui  ricavasi  in  effetti  un  valore  >1,  cioè,  ar=l-f- l/N. 

Cosi  può  stabilirsi  la  regola:  Dal  mas/imo  coefficiente  negativo 
dell’equazione , preso  positivamente , si  estragga  la  radice  dell’or- 
dine segnato  dalla  differenza  tra  il  grado  dell’equazione,  ed  il 
grado  del  primo  termine  negativo,  poi  a questa  radice  si  aggiunga 
l’unità  ; e la  somma  sarà  il  limite  superiore  delle  radici  positive. 

Quando  il  primo  termine  negativo  succede  immediatamente  al 
1.*  termine  dell’equazione,  questo  limite  coincide  con  quello  del 
numero  precedente;  ma  quando  ne  è distante,  ed  il  coefficiente 
N è maggiore  dell’  unità , sarà  desso  piu  approssimato.  Cosi, 

nell’eq.'  [1]  è desso  l-f-J/100,  ovvero  6,  limite  molto  più 
approssimato , perchè  minore  del  numero  101  dato  dalla  regola 
precedente. 

44».  Queste  due  regole  sono  agevoli  e semplici  nelle  appli- 
cazioni; ma  come  esse  danno  sempre  un  limite  poco  approssimato, 
cosi  l’andamento  seguente  è a preferirsi. 

Supponiamo  da  prima  che  l' equazione  data  X=0  si  componga 
di  una  serie  di  termini  positivi , dopo  i quali  non  vi  sieno  che 
termini  negativi,  tutti  di  grado  minore  de' primi.  Sia  Y l’insieme 
de’ termini  positivi,  — Y'  quello  de’ termini  negativi,  ed  x'  la 
più  piccola  potenza  di  x contenuta  in  Y : si  avrà 

x=y-v=*(»-J). 

Nel  quoziente  di  Y per  x’  nessun  termine  dee  contener  x al 
denominatore,  ed  il  contrario  dee  succedere  per  tutti  quelli  del 
quoziente  di  Y'  per  x\  dunque,  facendo  crescere  x a partir 
Lez.  di  Alg.  46 
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da  un  valore  positivo  qualunque , il  primo  quoziente  dee  aumen- 
tare, o almeno  restar  costante  se  Y è un  monomio,  mentre  il 
secondo  dee  diminuire.  Così,  a partir  da  un  valore  positivo  x-\-l 
che  renderà  positivo  il  polinomio  X o Y — Y'  , è certo  ehe 
sostituendo  ad  x de’  valori  sempre  maggiori , i risultati  saran 
sempre  positivi , ed  aumenteranno  ancora  fino  all’  infinito.  Al  di 
là  di  Z non  vi  sarà  dunque  alcun  numero  che  possa  annullar 
Y — Y';  quindi  l sarà  un  limite  superiore  delle  radici  positive. 
Da  ciò  conchiudesi  che  sostituendo  in  X,  in  luogo  di  x,  dei 
numeri  positivi  crescenti  lincile  s’abbia  un  risultato  positivo,  il 
numero  che  darà  questo  risultato  sarà  il  limite  cercato. 

Supponiamo  ora  che  l’equazione  contenga  de’ termini  positivi 
mischiati  a’  termini  negativi.  Potrà  sempre  considerarsi  il  primo 
termine  come  positivo.  Riuniamo  con  questo  primo  gli  altri  ter- 
mini positivi  che  possono  trovarsi  innanzi  al  primo  termine  nega- 
tivo , e , facendo  astrazione  dagli  altri  termini  positivi  parago- 
niamo questa  somma  con  quella  de’  termini  negativi.  Il  ragiona- 
mento precedente  dimostra  che  si  avrà  un  limite  superiore  delle 
radici  positive  determinando  un  valore  positivo  di  x che  rende 
la  prima  somma  maggiore  della  seconda;  ed  a ciò  facilmente  si 
arriverà  sostituendo  ad  x de’  numeri  crescenti  a partir  da  zero. 

Nel  caso  in  quistionc , quando  cioè  son  confusi  termini  positivi 
e termini  negativi,  potrà  spesso  dividersi  il  1.®  membro  dcl- 
P equazione  in  più  parti , in  ciascuna  delle  quali  si  avrà  cura  di 
mettere  uno  o più  termini  positivi  seguiti  da  termini  negativi  di 
grado  minore.  Allora  si  determinerà , come  precedentemente,  per 
successivi  scandagli,  un  valore  positivo  a partir  dal  quale  tutte 
queste  parti  sien  positive  ; e questo  valore  potrà  prendersi  pel 
limite  richiesto.  Spesso  ancora  vi  saran  più  maniere  di  effettuar 
la  divisione  de’ termini  dell’equazione,  il  che  potrà  dar  differenti 
limiti;  ma  si  sceglierà  sempre  tra  questi  il  minore. 

In  tutti  i casi , è ad  osservarsi  non  solo  clic  il  limite  a cui 
si  arriva  gode  della^proprietà  che  i numeri  maggiori , sostituiti 
nell’equazione,  danno  de’ risultati  positivi , ma  ancora  che  questi 
risultati  aumentano  all’  infinito.  La  prima  condizione  è la  sola 
necessaria  perchè  un  numero  sia  limite  superiore  delle  radici 
positive  ; poiché  risulta  da  un  teorema  che  dimostreremo  più 
appresso  (4««) , che  ogni  numero  maggiore  della  più  grande 
radice  positiva  dee  dar  un  risultato  positivo. 

Applichiamo  ciò  che  precede,  all’  equazione 
■ x* — 3.r5-|-2a•,— 3x — 8=0. 
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Paragonando  il  primo  termine  co’ termini  negativi,  si  considererà 
solamente  il  polinomio  x* — 3x* — 3x— 8:  or  se  si  fa  successi- 
vamente =0,  1,  2,  3,  4,  si  trova  che  x=4  dà  un  risultato  posi- 
tivo; dunque  questo  numero  può  esser  preso  per  limite. 

Ma  il  primo  membro  dell’  equazione  si  presenta  di  per  se  come 
la  somma  di  due  quantità  x*— 3x’  e 2x* — 3x — 8 ; dunque  l’ una 
diventa  zero,  e l’altra  diventa  positiva  per  l’ipotesi  x=3.  Ciò 
basta  perchè  si  possa  prender  3 per  limite. 

Sia  ancora  l’equazione,  della  quale  già  ce  ne  siam  servito  di 
esempio  (455), 

[1]  xT+8x*-(-2x*—10x*—40x>-f-10x»—14x— 100=0. 

Fra  le  diverse  maniere  di  decomporre  il  1 .°  membro  sceglieremo 
questa  : 

[x1 — 100)-t-(8x'-f-2xJ — iOx* — 40xs)-|-{l0x* — 14x) 
ovvero  (x’— 100)-f-8x>(xs+|x*—  f x— 5)+10x(x—  |) . 
Diventando  positiva  ciascuna  parte,  pel  valore  x=2,  è chiaro 
che  2 è un  limite  superiore  delle  radici  positive.  Questo  limite 
è anche  più  approssimato  che  quello  del  n.°  458. 

480.  Newton  à adoperato  un  metodo  assai  vantaggioso*  per 
cui  si  à spesso  un  limite  più  approssimato  che  per  gli  altri  finora 
esposti.  Il  suo  metodo  consiste  a cercar  un  numero  tale  che 
sottraendolo  dalle  radici  dell’ equazione  proposta,  ne  risulti  una 
trasformata , di  cui  tutti  i termini  sian  positivi.  Allora  è evidente 
che  nessun  valore  positivo  potrà  soddisfare  a questa  trasformata, 
e quindi  il  numero  di  cui  si  tratta  sorpasserà  necessariamente 
la  maggior  radice  positiva  della  proposta. 

Chiamiamo  l questo  numero  incognito , e /|x)=0  l’ equazióne 
data  : per  diminuire  di  l tutte  le  radici  di  questa  equazione,  fa- 
remo x=l-\-y,  e la  trasformata  sarà 

%/'(')  • y+  Ìf"{i)  ■ !/*+  ^ b r=». 

Or  tutti  i coefficienti  di  questa  equazione  debbono  esser  positivi; 
dunque  la  quistione  si  riduce  a trovar  un  valore  di  x che  renda 
positivi  tutti  i polinomi  f[x),  f'[x),  \f"[x],  ecc.  È evidente  in- 
tanto che  potrà  prendersi  questo  valore  per  quello  di  l. 

Essendo  f[x)  ilei  grado  m,  f[x)  è del  grado  m — i,  f"[x)  del 
grado  m — 2,  e cosi  di  seguito  fino  all’  ultima  quantità  che  non 
contiene  più  x e che  è essenzialmente  positiva.  Convien  dunque 
determinar  da  prima  un  valore  di  x che  rende  positiva  l’ultima 
quantità , il  che  sarà  sempre  facile,  poiché  dessa  è del  1.®  grado; 
in  seguito  si  aumenterà  tal  valore  se  è necessario  , finché  non 
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renda  positiva  anche  la  quantità  precedente;  c si  continuerà  si- 
milmente ritornando  successivamente  fino  a f[x).  Per  maggior 
comodo  non  si  adoperano  in  questi  tentativi  che  numeri  intieri. 

Ad  esempio , sia  F equazione 

— 6x  * — 7 0OOr-)-80(fc=O. 

Si  avrà 

f (x)=x*-)-x*— 4x3 — 6x* — 7000.r-t-800 , 
f (x)=5x*-(-4x> — ISLc* — i2x — 7000, 

\f"  (x)=10x5-(-Cx* — 12x — C, 

^nf"  (x)=10x“-|-4‘r— 1 

Or  si  vede  immediatamente  che  facendo  x=i , i due  ultimi  po- 
linomi son  positivi;  |/*'(x)  il  diventerà  prendendo  x=2;  e f'(x) 
prendendo  x=7.  E siccome  x=7  rende  positivo  anche  f[x) , 
conchiudesi  che  può  prendersi  7 per  limite.  Si  troverebbe  7000-f-i 
per  la  regola  del  n.*  44»,  ed  Ì+ 1/7000  ovvero  84  per  quella 
del  n.®  448. 

OmrtazioM.  Può  provarsi  di  una  maniera  generale  che,  in 
questi  saggi , non  dovrà  giammai  ritornarsi  sui  precedenti.  Sup- 
poniamo , ad  esempio , che  cominciando  dal  polinomio  del  1°  grado 
e passando  successivamente  fino  a f"{x),  si  sia  trovato  un  va- 
lore x=l  che  rende  positivi  tutti  i polinomi  f"[x) , f"'{x) , 
f'"(x) , . . . . Aumentiamo  x,  e cambiamo  x in  x-i-h:  siccome 
i polinomi  derivati  di  f"(x)  son  f"(x) , f""(x) così  è chiaro 

che  f'[x)  addiverrà  f"(x)-i~\f"l[x)h-i-^f""(x}ha-\ ; quindi, 

poiché  il  valore  x—l  rende  f"(x) , f"'(x),-  • • positivi , è certo 
che  un  valore  > l renderà  ancora  f"[x)  positivo.  È chiaro  an- 
cora che  più  x sorpasserà  l,  più  f'(x)  crescerà. 

4SI.  Finora  non  abbiam  parlato  che  del  limite  superiore  delle 
radici  positive.  È desso  in  effetti  il  più  importante , perchè  serve 
a trovar  tutti  gli  altri.  Per  determinare  un  limite  inferiore  di 


queste  radici,  facciamo  x—~  nell’equazione  proposta,  e chia- 
miamo ( il  limite  superiore  delle  radici  positive  della  trasformata. 


è chiaro  che  sarà  un  quoziente  minore  della  più  piccola  radice 


positiva  della  proposta;  di  maniera  che  potrà  prendersi  questo 
quoziente  pel  limite  cercato.  Nelle  applicazioni  convien  che  sia 
desso  il  più  approssimato  ; quindi  si  sceglierà  per  l il  limite  mag- 
giore che  si  potrà. 
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Se  non  si  avesse  altro  scopo  che  d’aver  un  limite  inferiore 
differente  da  zero , a ciò  si  arriverebbe  immediatamente  dividendo 
l'ultimo  termine  dell’equazione  data  per  la  somma  di  quest’ ultimo 
termine,  e del  più  gran  coefficiente  di  segno  contrario  a questo 
termine. 

Per  dimostrar  questa  regola,  sia  l’equazione 
[A]  aj^  + Px"-*  • • • ■ -l-Sa:»4-Ta:±U=0. 

Facendo  x — - e riducendo  l’ equazione  risultante  alla  forma  or- 
dinaria, si  à 


"±uy  ,+±uJ 


-a , t 


P i 

,_i — _v_j — o. 
' ± U ' ’ ± li 


Supponiamo  che  in  [A]  il  massimo  coefficiente  di  segno  contrario 
a ± U abbia  per  valore  assoluto  R , è chiaro  che  — sarà  il  mas- 


simo coefficiente  negativo  della  trasformata;  dunque  può  pren- 
R 1 U 

dersi  l=— 4-1,  ed  in  seguito  -=- — - conforme  alla  regola 
enunciata. 

4M.  Rispetto  ai  limiti  delle  radici  negative,  essi  si  otten- 
gono cambiando  x in  — x nell’equazione  data.  Per  tal  modo, 
verranno  a cambiarsi  i segni  delle  radici,  di  maniera  che  cer- 
cando i limiti  delle  radici  positive  della  trasformata,  ed  affettan- 
doli del  segno  — , si  avranno  i limiti  delle  radici  negative  della 
proposta. 

4ttS«  Quando  in  un’equazione  tutti  i termini  ànno  lo  stesso 
segno , è chiaro  che  nessun  numero  positivo  può  soddisfarla , cosi 
non  v’  à luogo  in  questi  casi  a cercare  i limiti  delle  radici  po- 
sitive. Non  v’  à luogo  ancora  a cercar  i limiti  delle  radici  ne- 
gative d'un  equazione  di  cui  tutti  i termini  di  grado  pari  ànno 
uno  stesso  segno , e quelli  impari  tutti  il  segno  contrario.  In  ef- 
fetti , è chiaro  che  sostituendo  in  essa  un  numero  negativo  qua-? 
lunque,  tutti  i termini  addiverranno  dello  stesso  segno,  e non 
potran  dare  una  somma  eguale  a zero.  Queste  osservazioni  son 
sempre  vere  tanto  se  le  equazioni  sien  complete  quanto  se  in- 
complete. Tuttavolta,  se  essa  manca  dell’ ultimo  termine,  avrà 
una  o più  radici  nulle,  astrazion  fatta  delle  quali,  le  osserva- 
zioni precedenti  sussisteranno. 

444.  Porremo  qui  una  proposizione  che  à un  rapporto  intimo, 
con  le  ricerche  relative  a’  limiti  e che  è d’ un  uso  frequente  nella 
analisi  superiore. 
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Sia  un  polinomio  X della  forma 

X = Mx"  -f-  Nx" + Px'-f- ecc. 

in  cui  gli  esponenti  m , n,  p...  sono  intieri  o frazionari,  ma 
positivi  e decrescenti.  Esiste  sempre  un  valore  positivo  di  x,  tale 
che  dando  ad  x de’  valori  sempre  maggiori,  il  polinomio  X pren- 
derà de’ valori  dello  stesso  segno  del  suo  primo  termine,  che  an- 
dranno ancora  aumentando  fitto  all’infinito. 

Mettiamo  da  prima  M in  fattore  comune,  e scriviamo 

X = M ^x"+^ar"+^-x,4-ecc.y 

Nelle  parentesi , tra  i termini  in  x*  , af , . . . possono  esservene 
di  quelli  che  abbian  coefficienti  positivi:  rappresentiamo  per  Y 
la  somma  di  questi  termini , e per  Y'  la  somma  di  quelli  affetti 
da  coefficienti  negativi:  avremo 

X = M (a» + Y -■ = M [*»  (i  — - J,)+Y] . 

È chiaro  che  tutti  i termini  del  quoziente  di  Y'  per  x**  debbono 
avere Jne’  denominatori  delle  potenze  positive  di  x , e che  per 
conseguenza , dando  ad  x un  valore  positivo  sufficientemente 
grande,  questo  quoziente  sarà  <1.  In  seguito,  la  quantità  tra 
le  parentesi  sarà  evidentemente  positiva,  poiché  xm  è positivo, 
ed  Y non  contiene  che  termini  positivi  ; dunque  X sarà  dello 
stesso  segno  di  M o di  Mx™. 

Chiamiamo  X questo  valore  sufficientemente  grande,  c suppo- 
niamo clic  si  faccia  crescere  x a partir  da  X : il  quoziente  di  Yr 
per  xm  andrà  decrescendo , mentre  che  xm  ed  Y cresceranno 
indefinitamente;  dunque  la  quantità  X crescerà  anch’essa  inde- 
finitamente , e ciò  volevamo  dimostrare. 

Per  determinar  X,  possono  sostituirsi  ad  x,  come  per  i limiti, 
de’  numeri  positivi  crescenti  finché  xm  superi  Y';  ma  il  processo 
seguente,  già  adoperato  al  n.°  889,  è a preferirsi.  Supponiamo 
che  il  quoziente  di  Y'  per  i*1  sia 


Y'  R S , T 

Ps-Pr+?~t-^  + ecc> 


e che  esso  contenga  * termini.  Poniamo  le  ineguaglianze 


xT  ' » ' ar*  ” a 
ovvero,  ciò  che  è Io  stesso, 


R t S t T i 

ccc'» 


x’  > «R , x’  > »S , x‘  > «T , ecc. 

Sostituendo  ad  x dei  numeri  sempre  più  grandi , se  ne  troverà 
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nno  che  soddisferà  a tolte  queste  condizioni,  e che  potrà  esser 
preso  per  X. 

Osservazioni.  Quando  gli  esponenti  m , n,  p, ...  son  tali  che 
i termini  del  polinomio  X non  divengono  immaginari,  sosti- 
tuendo valori  negativi  ad  x,  potrà  assegnarsi  ancora  un  valore 
negativo  di  x , a partir  dal  quale  tutti  i valori  negativi  maggiori 
faran  prendere  ad  X valori  dello  stesso  segno  del  suo  primo  ter- 
mine Mxm,  che  andranno  ancora  crescendo  all’ infinito.  In  effetti 
facendo  x== — y,  X diventa 

X=M  ( — y ( — y)"-f-ecc . 

In  qualunque  modo  si  distribuiscano  i segni,  può,  per  ciò  che 
precede , determinarsi  un  valore  positivo  y=X' , che  soddisfi , 
rispetto  al  polinomio  precedente , le  condizioni  dell’  enunciato  ; 
dunque  il  valore  x= — X'  sarà  il  valore  richiesto. 

Quando  tutti  gli  esponenti  del  polinomio  X sono  intieri , i 
termini  non  cessano  di  esser  reali  col  sostituir  de’  valori  negativi 
di  x , quindi , in  questo  caso , può  sempre  assegnarsi  per  x un 
limite  positivo  X,  ed  un  limite  negativo  — X' , tali  che  facendo 
crescere  x positivamente  a partir  da  X , e negativamente  a partir 
da  — X',  risulteranno,  pel  polinomio  X,  de’ valori  che  saranno 
costantemente  dello  stesso  segno  del  suo  primo  termine , e che 
potranno  crescere  all’infinito. 


Teoremi  sulle  indicazioni  che  danno  le  sostituzioni  di  due  numeri 
qualunque  al  luogo  dell'incognita. 

4415.  Anzi  tutto,  dobbiamo  osservare,  se  non  si  fosse  già 
fatto  (IH),  che  se  in  un  polinomio  della  forma  Axn,-4-Bxn*-,-(- 
Cx^-’+ecc. , si  fa  variar  x d’una  maniera  continua,  il  polino- 
mio varierà  anche  d’una  maniera  continua.  Ciò  posto,  passiamo 
ai  teoremi  che  abbiamo  in  veduta. 

4M.  Teorema  I.»  Se  due  numeri  sostituiti  successivamente 
ad  x in  un’equazione  X=0,  della  forma 

A^-f-Bar™— ,-}-Cxm~‘.  • *=0 , 

danno  risultati  di  segno  contrario,  l’equazione  à almeno  una  ra- 
dice reale  compresa  tra  questi  due  numeri. 

Chiamiamo  * e ^ i due  numeri  sostituiti  che  danno  risultati 
di  segno  contrario;  e,  per  fissare  le  idee,  sia  a<|3.  Supponiamo 
che  si  sostituiscano  in  X,  successivamente  ad  x tutti  i valori  com- 
presi tra  « e |5  ; il  polinomio  dovrà  anch’  esso  variar  d’una  ma- 


Digitized  by  Google 


308  LEZIONI  DI  ALGBBBA. 

niera  continua.  Ma,  per  ipotesi,  facendo  da  prima  «=*,  poi 
3 — p ■ debbono  aversi  due  risultati  di  segno  contrario;  dunque 
tra  i valori  che  X prende  quando  x cresce  da  » i p,  debbe 
trovarsi  almeno  nna  volta  il  valore  zero.  Or  il  valore  di  x per 
cui  X diventa  zero  è una  radice  dell’  equazione  X=0;  dunque,  ecc. 

Ottimazione.  È necessario  osservare  che  sarebbe  un  errore  il 
dire  che  tra  * e p non  debbe  aversi  che  una  gola  radice  del- 
l’eq.*  X=0.  In  effetti,  il  polinomio  X;  variando  sempre  conti- 
nuamente, può,  ad  esempio,  aver  da  prima  de’ valori  decrescenti 
clic  s’arrestano  ad  un  certo  limite,  dopo  il  quale  crescerà  fino 
ad  un  altro  limite,  dopo  il  quale  tornerà  a prender  valori  de- 
crescenti che  anche  essi  arrivati  ad  un  limite  saran  seguiti  da 
valori  crescenti , e cosi  di  seguito.  Quindi  nulla  osta  che  X,  nel- 
l’ intervallo  da  x=x  ad  non  passi  più  volte  per  lo  zero. 

4S9.  Teorema  II.0  Allorché  due  quantità  comprendon  tra  loro 
una  radice  dell’eq .*  X=Q , e non  ne  comprendono  che  una,  se  si 
sostituiscono  queste  ad  x nell’equazione,  si  avranno  due  risultati 
di  segno  contrario  : ed  in  generale,  qualvolta  le  due  quantità  com- 
prendono  un  numero  impari  di  radici , i due  risultati  saran  di 
segno  contrario;  ma  quando  essi  non  comprendono  alcuna  radice, 
o ne  comprendono  in  numero  pari,  i risultati  saranno  dello  stesso 
segno. 

Supponiamo  che  a sia  una  radice  reale , e che  sia  la  sola 
compresa  tra  • c |3.  Il  polinomio  X è divisibile  per  x a , e 
chiamandone  Y il  quoziente,  può  mettersi  X sotto  la  forma 
X=(x — a)Y. 

Facciamo  successivamente  x=*  ed  x=$  : i valori  di  Y do- 
vranno essere  dello  stesso  segno;  altrimenti  vi  sarebbe  tra  * e /S 
una  radice  dell’eq.'  Y=0,  la  quale  sarebbe  una  nuova  radice 
di  X=0  compresa  tra  » c p , il  che  è contro  1 ipotesi.  Ma  d al- 
tronde il  fattore  x—a  cangerà  di  segno , poiché  le  differenze  *— « 
e |S — a son  di  segno  contrario , mentre  a è compresa  tra  » e Pi 
dunque  i due  risultati  che  si  ottengono , sostituendo  « e p in  X, 
son  di  segno  contrario. 

Supponiamo  ora  più  generalmente  che  vi  siano  tra  * e £ un 
numero  impari  di  radici  a,  b,  c,  ecc.  Sappiamo  che  X è divi- 
sibile pel  prodotto  (a? — a)  [x — b)  — c) ...  ; di  maniera  che  chia- 
mando anche  Y il  quoziente;  si  avrà 

X=(x — a)  (a?— b)  [x — c)  • ■ *XY. 

Si  dimostrerà  come  precedentemente  che  facendo  x=*  ed  xz^p, 
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i due  valori  corrispondenti  di  Y avranno  lo  stesso  segno , mentre 
che  ciascun  de’ fattori  x — a,  x — b,  x — c,  cambierà  segno;  e 
siccome  son  questi  di  numero  impari,  conchiudesi  che  i risul- 
tati delle  sostituzioni  di  » e di  p in  X debbono  esser  di  segno 
contrario. 

Questa  stessa  dimostrazione  pruova  che  se  non  v’  àn  radici  tra 
« e jJ,  o se  ve  no  sono  in  numero  pari,  i risultati  delle  due 
sostituzioni  avranno  lo  stesso  segno. 

Osservazione.  Il  teorema  che  abbiam  dimostrato  ci  fa  ricredere 
da  qualche  ardimentosa  asserzione  che  avrébbe  potuto  farsi.  Cosi, 
poiché  le  sostituzioni  di  due  quantità  danno  risultati  di  segno 
contrario , può  ben  conchiudersi , pel  teorema  I , che  queste 
quantità  comprendono  una  radice;  ma  sarebbe  falso  il  dire  che 
non  ne  comprendono  che  una;  poiché  il  teorema  II  dimostra 
potervene  essere  più  in  numero  impari.  Similmente  , quando  i 
risultati  son  dello  stesso  segno  non  potrà  dirsi  che  le  due  quan- 
tità non  comprendono  alcuna  radice,  mentre  potrebbero  ancora 
comprenderne  più  ma  in  numero  pari. 

488.  Teorema  III.0  Allorché  un’  equazione  non  à radici  reali, 
se  si  sostituiscono  ad  x delle  quantità  reali  qualunque , i risultati 
saran  sempre  dello  stesso  segno. 

In  fatti , se  si  avessero  due  risultati  di  segno  contrario,  l’equa- 
zione dovrebbe  avere  almeno  una  radice  reale  compresa  fra  le 
due  quantità  sostituite,  il  che  è contro  l'ipotesi. 

Osservazione.  Quando  si  è divisa  un’equazione  per  tutti  i fattori 
corrispondenti  alle  radici  reali,  l’equazione  restante  sarebbe  nel 
caso  di  cui  si  tratta.  Ma  un’equazione  che  contenesse  delle  radici 
reali , ciascuna  però  ripetuta  un  numero  pari  di  volte , darebbe 
ancora  risultati  dello  stesso  segno.  In  fatti,  chiamando  o;  b,  c,. . . 
queste  radici,  l’equazione  può  allora  scriversi  cosi: 
(x—a)”(x—ò),m'. . .xY=0. 

Or  qualunque  valore  reale  si  sostituisca  ad  x,  i fattori  (x — a)’", 
(x — fe)**' , . . . non  potrebbero  diventar  negativi  ; e,  d’ altra  parte, 
Y non  può  cambiar  segno,  poiché  l’eq.*  Y=0  non  à che  radici 
immaginarie. 

48®.  Più  conseguenze  del  tcor.  I dobbiam  qui  esporre. 

1.®  Ogni  equazione  di  grado  impari  à almeno  una  radice 
reale  di  segno  contrario  al  suo  ultimo  termine. 

Supponendo  sempre  positivo  il  primo  termine , consideriamo  da 
prima  il  caso  in  cui  l’ ultimo  termine  è un  numero  negativo  — U. 

Lez.  di  Alg.  M 


Digitized  by  Google 


370  LEZIONI  DI  ALGEBRA. 

Chiamiamo  un  limito  superiore  delle  radici  positive,  deter- 
minato come  precedentemente  dicemmo.  Facendo  nell’  equazione 
j=-H,  si  avrà  un  risultato  positivo  ; facendo  x=0,  si  avrà  un 
risultato  negativo  — U;  dunque,  tra  0 e -4 -l  l'equazione  à al- 
meno una  radice  reale,  la  quale  non  può  esser  che  positiva. 

Passiamo  ora  al  caso  in  cui  l’ ultimo  termine  è positivo.  Sosti- 
tuiamo — x ad  x:  il  primo  termino  addiverrà  negativo,  o si 
renderà  positivo  cambiando  tutti  i segni  dell’equazione.  Portai 
modo  l’ultimo  termine  addiverrà  negativo;  quindi,  in  virtù  di 
ciò  che  abbiam  dimostrato,  questa  trasformata  avrà  una  radice 
positiva;  dunque  la  proposta  à una  radice  negativa. 

2.°  Ogni  equazione  di  grado  pari,  il  cui  ultimo  termine  è 
negativo,  à almeno  due  radici  reali  di  cui  l' ma  è positiva  e 
l’  altra  è negativa. 

Facciamo  x=0  ed  .T=-j-f  : avremo  due  risultati  di  segno  con- 
trario; dunque  l’equazione  à almeno  una  radice  positiva.  Cam- 
biando x in  — x,  la  trasformata  avrà  ancora  il  suo  primo  termine 
positivo,  e l’ultimo  negativo;  dunque  avrà  una  radice  positiva; 
quindi  la  proposta  ne  avrà  una  negativa. 

Osservazione.  Quando  l’equazione  è di  grado  pari,  ed  il  suo 
ultimo  termine  ò positivo,  questi  ragionamenti  non  fan  più  co- 
noscere se  l’equazione  à radici  reali;  poiché  dii  ora  le  sostituzioni 
non  danno  più  risultati  di  segno  contrario.  Anzi  le  equazioni  non 
aventi  che  radici  immaginarie  debbono  essere  appunto  di  tal 
forma  ; poiché  se  esse  fossero  di  grado  impari , avrebbero  almeno 
una  radice  reale , e , se  fossero  di  grado  pari  con  l’ ultimo  ter- 
mine negativo,  ne  avrebbero  almeno  due. 

410.  Con  ragionamenti  analoghi,  dal  teorema  li  ricavami  le 
conseguenze  seguenti. 

l.°  In  un’equazione  di  grado  impari,  le  radici  reali  di  segno 
contrario  all’ ultimo  termine  sono  di  numero  impari,  e le  radici 
dello  stesso  segno,  se  ve  n'àn,  son  di  numero  pari. 

Quando  l’ultimo  termine  è negativo,  le  sostituzioni  x=&  ed 
x==-+-l  dando  risultati  di  segno  diverso,  conchiudesi , in  virtù 
del  feor.  II , che  le  radici  positive  sono  di  numero  impari. 
Cambiando  x in  — x,  l' equazione  si  trasforma  in  un’altra  che 
riducesi  ad  avere  il  primo  e l’ ultimo  termine  positivo  : or  facendo 
in  questa  x=0  o x eguale  al  limite  superiore  delle  sue  radici 
positive , si  àn  due  risultati  positivi  ; dunque  le  radici  positive 
di  questa  trasformata;  e quindi  le  radici  negative  della  proposta; 
non  possono  essere  che  di  numero  pari. 
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Quando  l’ equazione  proposta  à il  suo  ultimo  termine  positivo, 
la -trasformata  avrà  il  suo  ultimo  termine  negativo.  Potran  dunque 
per  questo  caso  applicarsi  le  ultime  conseguenze,  e quindi  con- 
chiudere che  la  proposta  à un  numero  impari  di  radici  negative 
ed  un  numero  pari  di  radici  positive. 

2.°  In  un’  ((finizione  di  grado  pari,  se  l'ultimo  termine  i 
negativo , le  radici  positive  sono  di  numero  impari  come  ancora 
le  negative;  e se  l’ultimo  termine  è positivo  tanto  le  ulte  che  le 
altre  non  possono  essere  che  di  numero  pari. 

Questa  conseguenza  si  ottiene  immediatamente  seguendo  il 
ragionamento  precedente;  quindi  è inutile  di  pili  feirmarvisi. 

Osservazione.  In  tutti  i casi , è chiaro  che  il  numero  totale 
delle  radici  reali  è della  stessa  parità  del  grado  deli’  equazione  ; 
cioè  che  è pari  o impari  , secondo  che  questo  grado  è pari  o 
impari.  Dunque,  se  v’àn  radici  immaginarie  nell’equazione,  debbon 
queste  essere  di  numero  pari,  il  che  è conforme  all’osservazione 
già  fatta  nel  numero  precedente,  ed  alla  proposizione  enunciata 
al  termino  del  n.®  3»«. 

471.  Eccoci  ora  ad  un’altra  proposizione  semplicissima  cioè:  . 
Se  un'  equazione  i formata  W una  serie  di  termini  positivi,  dopo 
i quali  non  v’  àn  che  termini  negativi , avrà  dessa  una  radice 
positiva  e non  ne  avrà  che  una. 

Poiché  il  suo  ultimo  termine  è negativo , à certamente  una 
radice  posiliva  (411®);  e per  dimostrar  clic  questa  èia  sola  radice 
positiva,  ragioneremo  come  al  n.°  45».  Sia  Y la  somma  dei 
termini  positivi,  — Y'  quella  dei  termini  negativi,  ed  xr  la  piu 
piccola  potenza  di  x contenuta  in  Y : può  scriversi  1’  equazione 
sotto  questa  forma 


Sia  a il  valore  positivo  che  soddisfa  all’equazione:  facendo  x=m 

dovrà  aversi  p-.=-^..  Or»  aumentando  x,  il  1.®  membro  di 

quest’  uguagliauza  aumenterà  o tutto  al  più  resterà  costante , 
mentre  che  il  2,®  diminuirà  ; ed  il  contrario  succederà  dimi- 
nuendo x. 

Dunque  xx=a  è la  sola  radice  positiva  dell' equazione.  - 
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Separationc  delle  radici , pel  metodo  di  Ljoi-oge. 

« 

499.  Le  regole  che  servono  a trovar  le  radici  commensurabili 
essendo  d’  una  facile  applicazione , conviene , nel  risolvere  una 
equazione , che  da  prima  si  cerchino  le  radici  di  tal  fatta,  tanto 
eguali  che  ineguali , e che  si  sopprimano  mercè  la  divisione.  Per 
verità,  queste  radici  potrebbero  trovarsi  con  gli  stessi  metodi 
che  servono  per  le  radici  incommensurabili , ma  i calcoli  che  v’ab- 
bisognano son  faticosi , e lo  son  tanto  più  quanto  più  il  grado  del- 
l’ equazione  a cui  si  applica  è alto  ; quindi  è che  dee  sempre 
cominciarsi  ad  abbassare  per  quanto  è possibile  il  grado  ; e la 
soppressione  delle  radici  commensurabili  è un  mezzo  per  effettuar 
quest’  abbassamento. 

La  stessa  ragione  basterebbe  per  cercare  se  l’equazione  à radici 
uguali , aflìn  di  decomporla , nel  caso  che  ve  ne  fossero , in  altre 
equazioni  più  semplici  di  cui  tutte  le  radici  fossero  ineguali  (4111). 
Ma  quest’apparecchio  è indispensabile  per  la  riuscita  de’ metodi 
che  andiamo  ad  esporre. 

Quindi  supporremo  d’  ora  innanzi  che  l’ equazione  a risolversi 
non  abbia  più  nè  radici  commensurabili , nè  radici  uguali , di 
maniera  che  parlando  di  radici  reali  non  sarà  quistione  che  di 
radici  incommensurabili  ed  ineguali. 

499.  La  ricerca  di  queste  radici  si  dividerà  in  due  parti 
distinte.  Nella  prima , si  determineranno  per  ogni  radice , due 
numeri  tra  i quali  essa  sarà  compresa , e compresa  sola  ; e 
questa  dicesi  la  tepar  azione  delle  radici.  Nella  seconda  si  valu- 
teranno le  radici  con  quella  approssimazione  che  vorrassi. 

Cambiando  in  un’equazione  l’incognita  x in — x,  e prendendo 
col  segno  — le  radici  positive  della  trasformata,  si  avranno  le 
radici  negative  della  proposta.  Così , basterà  mostrare  come  si 
trovano  le  radici  positive  delle  equazioni. 

Il  primo  metodo  rigoroso  che  abbiamo  per  effettuar  la  separa- 
zione delle  radici  è quello  di  Lagrange;  e questo  passiam  da 
prima  ad  esporre. 

494.  Sia  un'equazione  X=0,  che  non  à più  radici  uguali. 
Immaginiamo  che  si  sostituiscano  successivamente  all’incognita  x 
de’numeri  positivi  p,  q,  r,  s,. . . formanti  una  serie  crescente,  co- 
ni inciante  al  limite  inferiore  delle  radici  positive  c terminante  al 
limile  superiore , ed  inoltre  talmente  scelti  che  tra  ciascun  numero 
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e«l  il  seguente  non  cada  che  una  sola  radice  dell'  equazione.  Pd 
teorema  li  (469),  sapremo  con  certezza , per  i segni  de’  risultati 
delle  sostituzioni , quali  son  quelli  tra  questi  numeri  che  com- 
prendono effettivamente  una  radice  e quali  quelli  che  non  ne  com- 
prendono affatto  ; ed  allora  la  separazione  delle  radici  positive 
sarà  completa. 

La  condizióne  essenziale  a cui  debbono  soddisfare  i numeri 
p,  q,  r,  a,. . . . si  è che  due  di  essi  presi  consecutivamente  non 
contengano  più  di  una  radice  : or  questa  condizione  sarà  sod- 
disfatta prendeudo  per  questi  numeri  i termini  d’ una  pro- 
gressione aritmetica  la  cui  ragione  sia  una  quantità  5 minore 
della  più  piccola  differenza  che  esiste  tra  le  radici  positive  della 
equazione  proposta.  Così , la  difficoltà  si  riduce  a trovar  la  ra- 
gione è.  Ciò  Newton  l’avea  già  osservato  nella  sua  Aritmetica 
universale,  e Lagkanue  vi  è arrivato  mercè  l’ equazione  ai  qua- 
drati delle  differenze  delle  radici  della  proposta  (*). 

Abbiam  fatto  vedere  (440)  come  essa  si  ottenga:  supponiamo 
quindi  che  siasi  trovato  e siasi  valutato,  pel  metodo  conosciu- 
to (461),  il  limite  inferiore  X delle  sue  radici  positive:  è certo 
che  questo  limite  è minore  del  quadrato  della  più  piccola  diffe- 
renza che  esiste  tra  le  radici  della  proposta  ; quindi  potrà  farsi 
8=J/T;  e siccome  comunemente  l/x  è incommensurabile,  si 
prenderà  a preferenza  un  numero  razionale  <kX. 

Allorché  si  troverà  per  X un  numero  > 1 , si  sceglierà  per  8 
il  numero  immediatamente  minore  di  \/T;  ed  allora,  per  effet- 
tuar la  separazione  delle  radici,  dovran  sostituirsi  de’ numeri  in- 
tieri neH’cq.’  X=0.  Trovata  che  si  sarà  così  una  radice  tra  due 
di  questi  numeri,  potran  sostituirsi  i numeri  intieri  intermedi, 
c determinar,  per  i segni  de’ risultati , i due  numeri  intieri  con- 
secutivi tra  i quali  essa  è compresa. 

Comunemente  X è una  frazione  <1,  ed  in  seguito  lo  è an- 
che 8,  quindi  dovrebbero  sostituirsi  de’ numeri  frazionari;  ma 
potran  questi  evitarsi  mercè  una  semplice  trasformazione , fa- 
cendo x=Sx'.  In  effetti , perchè  due  valori  di  x abbiano  tra  loro 
una  differenza  >8,  è chiaro  che  i valori  di  x'  debbon  differire 

(*)  Quest’  uso  dell’  equazione  a’  quadrali  delle  difTcreuze  era  stato  già 
indicalo  net  1702  da  Waring,  nella  sua  Miscellanea.  Ma,  dice  Lagrance. 
« io  non  conosceva  quest’  opera  quaudo  scrissi  la  mia  prima  Memoria 
■ sull’ equazioni  ». 
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tra  loro  per  più  unità;  ed  allora  potran  trovarsi  per  delle  sosti- 
tuzioni intiere  i due  valori  consecutivi  ciie  comprendono  ciascuna 
radice  reale  della  trasformata  in  x'. 

415.  Sotto  questo  punto  di  vista  puramente  teorico,  il  me- 
todo precedente  risolve  completamente  il  problema  della  separa- 
zione delle  radici.  Ma,  considerando  da  una  parte  la  lunghezza 
de' calcoli  necessari  per  formar  l'equazione  ai  quadrati  delle  dif- 
ferenze, e da  un'altra  la  moltiplicità  delle  sostituzioni  succes- 
sive a farsi , è chiaro  che  i'  applicazione  di  questo  metodo  debba 
esser  molto  penosa. 

Per  diminuire  il  numero  delle  sostituzioni , si  avrà  cura  , in 
ciascun  caso  particolare  di  prendere  per  limite  inferiore  e per 
limite  superiore  delle  radici  dell’equazione  proposta,  i numeri  i 
più  approssimati  clic  si  potranno,  ed  ancora  di  scegliere  S il  più 
gran  numero  possibile. 

Determinati  i limiti  delle  radici  tanto  positive  che  negative , 
tornerà  vantaggioso  sostituire  immediatamente  i numeri  intieri 
consecutivi  compresi  tra  questi  limiti;  e se  avviene  che  i segni 
de’  risultati  indicano  tante  radici  reali  quante  unità  son  nel  grado 
dell'equazione,  siccome  sappiamo  die  dessa  non  può  ammetterne 
di  più , eviteremo  cosi  di  calcolar  l' equazione  a'  quadrati  delle 
differenze.  In  generale  non  dovrà  trasandarsi  alcun  mozzo  pro- 
prio a delucidar  la  natura  delle  radici , allìn  di  profittarne  per 
semplificare  i calcoli. 

Il  caso  in  cui  si  sappia  antecedentemente  che  tutte  le  radici 
sono  reali  merita  essere  osservato.  Egli  è chiaro  che  allora  ef- 
fettuando le  sostituzioni  sempre  più  approssimate  tra  i limiti 
estremi  delle  radici  si  arriverà  necessariamente  a trovar  nei 
risultati  un  numero  di  cangiamenti  di  segno  uguale  al  grado 
dell’ equazione;  e quindi  allora  tutte  le  radici  saranno  separate. 
Questo  caso  si  presenterà  in  appresso , n.°  49*. 

4 98.  Otutrt azione.  Nel  n.°  439,  per  arrivar  all’ equazione 
ai  quadrati  delle  differenze  passammo  per  l’equazione  alle  diffe- 
renze e questa  trovammo  per  una  eliminazione.  Or  il  solo  metodo 
generale  d'eliminazione  che  abbiamo  esposto,  è quello  del  mas- 
simo comun  divisore;  e ciò  che  vogliamo  far  qui  osservare,  si 
ò che  allora  importa  poco  d’aver  ima  equazione  finale  clic  con- 
tenga tutte  le  deferenze  delle  radici  c non  contenga  clic  queste. 

Supponiamo  da  prima  che  l'equazione  finale  contenga  tutte 
queste  dilferenze  ma  però  contenga  ancora  delle  radici  estranee  : 
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il  limite  inferiore  delle  radici  di  questa  equazione  sarà  certamente 
minore  della  più  piccola  differenza  delle  radici  della  proposta,  e 
quindi  potrà  prendersi  pel  valore  di  3.  Supponiamo,  in  secondo 
luogo , che  l’ equazione  tinaie  manchi  di  talune  differenze  poiché 
nelle  divisioni  che  si  fanno  per  ellèttuar  l’eliminazione  son  ve- 
nuti a sopprimersi  taluni  fattori.  Or  uguagliando  questi  fattori  a 
zero  si  anno  delle  equazioni  che  debbon  contenere  queste  diffe- 
renze; dunque  valutando  i limiti  inferiori  delle  radici  di  tutte 
queste  equazioni , come  ancora  della  equazione  filiale,  potrà  pren- 
dersi ancora  3 uguale  ai  minore  di  questi  limiti. 

477.  Passiamo  ora  ad  esporre  alcuni  esempi  di  equazioni  nei 
quali  dovrà  etTettuarsi  la  separazione  delle  radici. 

Esempio  I.  Sia  l’equazione 

jr3-|-a; — 3=0. 

Si  vede  chiaramente  ohe  d’essa  ricade  nel  caso  del  n.*  47 1 e 
che  quindi  à una  sola  radice  reale  e positiva.  Volendo  la  parte 
intiera  di  questa  radice  basterà  sostituire  ad  x i numeri  0,  1,  2... 
finché  si  trovano  due  risultati  di  segno  contrario. 

• Numeri  sostituiti 0,  1,  2; 

Risultati  corrispondenti  ....  — 3, — 1,— {— T.  . 

Così  la  radice  di  cui  si  tratta  è compresa  tra  i e 2. 

Per  trovar  le  radici  negative  si  cambierà  x in  — x.  La  tra- 
sformata sarà  zr’—f-JJ— 1—3=0  ; e siccome  tutti  i suoi  termini  anno 
il  segno  , è chiaro  che  essa  non  à radici  positive  ; dunque  la 
proposta  non  à radici  negative;  dunque  le  altre  due  radici  sono 
immaginarie. 

Esempio  11.  Sia  l’equazione 

x * — ox — 10=0 

Anche  questa  rieade  nel  caso  del  n.°  471  ; è sostituendo  — x 
ad  x , essa  diventa  xM-ojr — 10=0 , la  quale  è anche  nello  stesso  • 
caso  ; dunque  la  proposta  non  à che  due  radici  reali  l’ una  posi- 
tiva e l’altra  negativa.  La  parte  intiera  si  troverà  dunque  per 
le  sostituzioni  intiere  come  qui  appresso 

Num.  sost.  0,  1,  2,  3,  il  0, — 1,—  2, 

Ris.  cor.  — 10,— 1S, — i,-f-36.  ||  — 10,— 4, +16. 

Quindi  la  radice  positiva  è tra  2 e 3,  la  negativa  è tra  — 1 c — 2. 

Esempio  111.  Sia  l’equazione 

x*-f-  x* — 65.c+ 5=0. 

Per  evitar  le  molte  sostituzioni,  determiniamo  da  prima  i limili 
superiori  delle  radici.  Scrivendo  l’equazione  sotto  questa  forma 

— Co)  + 5=0, 
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c cercando  un  valore  di  x che  rende  positivo  x*-\-x — 65,  si 
vede  che  4 è il  limite  superiore  delle  radici  positive.  Cambiando 
in  seguito  x in  — x,  tutti  i termini  della  equazione  proposta 
diventano  positivi;  dunque  essa  non  à adatto  radici  negative. 

L’equazione  data  mancando  del  secondo  termine,  la  somma 
delle  radici  dee  esser  nulla , quindi  queste  radici  non  posson  esser 
tutte  positive.  Dunque  poiché  l’equazione  non  à radici  negative, 
dee  averne  delle  immaginarie.  Ma , d’ altra  parte , sappiamo  che 
le  radici  immaginarie  sono  di  numero  pari  (490);  dunque,  se 
l’equazione  à effettivamente  radici  reali,  esse  saranno  positive 
ed  al  numero  di  due. 

Facciamo  ora  le  sostituzioni  dei  numeri  intieri  positivi  fino  al 
limite  4. 

Num.  sost.  0,  1,  2,  3,  4. 

Ris.  cor.  +5,— 58,  — 105,— 100, + 17. 

I segni  indicano  che  v’ànno  effettivamente  due  radici  positive; 
l’ una  fra  0 ed  1 , e l’ altra  fra  3 e 4. 

Esempio.  IV.  Sia  ancora  l’equazione 
x* — 7a;+7  = 0. 

Poiché  dessa  è di  grado  impari  à almeuo  una  radice  reale  di  segno 
contrario  all’ultimo  termine;  cioè  negativa.  Non  à altra  radice 
negativa,  poiché,  cambiando  x in  — x,  essa  diventa  x * — 7x 
— 7 = 0,  e questa  non  à che  una  sola  radice  positiva  (4»t). 
La  sostituzione  de’  numeri  intieri  basterà  per  determinare  la  parte 
intiera  di  questa  radice  positiva. 

Num.  sost.  0,  1,  2,  3,  4. 

Ris.  cor.  —7,  — 13,  — 13,  — 1, +29. 

Dunque  la  radice  positiva  della  trasformata  in  — x è fra  3 e 4, 
dunque  la  radice  negativa  della  proposta  è fra  — 3 e — 4. 

Se  le  altre  due  radici  sono  reali  debbono  essere  positive , ma 
finora  la  loro  esistenza  resta  incerta.  Per  togliere  ogni  dubbio, 
facciamo  le  sostituzioni  de’  numeri  intieri. 

Num.  sost.  0,  1,  2,  3; 

Ris.  cor.  7 , 1 , 1,13, 

Non  prolunghiamo  di  più  le  sostituzioni  poiché  il  numero  .r=3 
dando  xi^>7x,  è evidente  che  i numeri  più  grandi  danno  del 
risultati  positivi.  I risultati  precedenti  essendo  tutti  dello  stesso 
segno  non  si  vede  ancora  che  vi  sieno  due  radici  positive  ; e se 
esse  esistano  non  si  troveran  che  sostituendo  de’  numeri  più  ap- 
prossimati. 
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Tuttavolta  bisogna  osservare  che,  nel  casò  in  mi  le  due  ra- 
dici fossero  eguali,  non  si  avrebbero  giammai  risultati  di  segno 
contrario.  È necessario  adunque  applicare  all’equazione  data  i me- 
todi conosciuti  per  veliere  se  essa  à radici  eguali..  Si  vedrà  così 
die  le  cadici  di  questa  equazione  sono  ineguali.  Ciò  posto  |wr 
arrivar  sicuramente  alla  separazione  delle  due  radici  in  dubbio 
si  ricorrerà  alla  equazione  ai  quadrati  delle  differenze.  Nell’ esem- 
pio di  cui  ci  siamo  or  ora  occupati  abbiam  trovato  (440)  clic 
questa  equazione  è 

s»— 42z»+ 441*— 19=0  (*) 

Facciamo  z=-:  si  avrà 
u 

u,_9u.  + ^«_l=0, 

torà  è chiaro  che  9 è il  limite  superiore  dei  valori  positivi  di  u. 
Dunque  X=  J è un  limite  inferiore  dei  valori  positivi  di  z ; dun- 
que infine  prendendo  8=1/-,  = ^ si  avrà  una  quantità  minore 
della  più  piccola  differenza  delle  radici  della  proposta. 

Questa  sarebbe  la  ragione  dei  numeri  a sostituirsi.  Ma  per 
evitar  le  frazioni  faremo  x=-Jx';  e sostituiremo  de’  numeri  in- 
tieri nella  trasformata  in  x\  che  è 

— 63#' +189=0. 

Per  evitar  molte  sostituzioni  potrà  determinarsi  il  limite  supe- 
riore ed  il  limite  inferiore  dei  valori  positivi  di  x‘.  Ritornando 
alla  proposta , è chiaro  da  prima  che  può  prendersi  l/7~  per  li- 
mite superiore  di  x:.  poi  cambiando  z in  ^ essa  diventa 

x 1 — x* -t-*=0;  e siccome  in  questa  l’unità  è il  limite  superiore, 
così  nella  proposta  l’unità  è il  limite  inferiore.  Così,  in  questa 
equazione , le  radici  positive  sono  tra  1 e i/7* , e quindi  le  ra- 
dici positive  delfeq.*  in  x'  sono  fra  3x1  e 3 X |/7 , o fra  3 
e 1/ 63 , o finalmente  fra  3 ed  8.  Quindi  non  dovranno  sosti- 
ci Siccome  quest’ equazione  non  à radici  nulle,  si  conoscerebbe  perciò 
se  già  non  si  sapesse , che  la  proposta  non  à radici  eguali.  D’ altra  parte 
siccome  i segni  dell’equazione  in  Z sono  alternativi  , può  affermarsi  che 
la  proposta  à tutte  le  sue  radici  reali , ma  questa  conseguenza  è fondata 
so  d’  una  teoria  che  sarà  esposta  in  appresso  (4I9S). 

Ltz . di  Alq.  18 


la  quale  può  scriversi  così  t»*(n — 9)-|-^^u — ^ 


^=0;  ed  al- 
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ttiirsi  neH’cq.*  in  x'  numeri  al  di  là  di  8. 

Num.  sost.  3 , 4 , 5 , G , 

Ris.  cor.  +27,  + 1,-1, +27. 

Senza  andar  più  oltre,  i segni  dei  risultati  indicano  due  radici  po- 
sitive l’una  fra  4 e 5 e l’altra  fra  5 e 6.  In  seguito  la  proposta 
ne  avrà  anche  due,  l’una  fra  * c | e l’altra  fra  { e ■£.  Ma  si 
ò già  trovato  che  una  radice  era  compresa  fra  — 3 e — 4;  così 
le  tre  radici  dell’equazioae  proposta  sono  reali  e completamente- 
separate. 


• Melodi  di  appronto, azione. 

&TH.  Metodo  pel  ravvicitamexto  de*  limiti.  Dopo  aver  mo- 
strato coinè  si  determinino  per  ogni  radice  due  limiti  speciali  tra 
i quali  è compresa , resta  ad  esporre  come  si  possano  determinare 
le -radici  con  quella  approssimazione  che  \ uolsi. 

11  primo  mezzo  che  si  presenta,  è di  sostituir,  nell ’ equazione 
proposta,  dei  numeri  intermedi  tra  questi  limiti,  finché  se  ne 
trovan  dne  die,  dando  risultati  di  segno  contrario,  abbian  tra 
loro  una  drlfercnza  minore  della  frazione  esprimente  il  grado  della 
approssimazione.  Allora  ciascun  di  questi  numeri  potrà  prendersi 
]>el  valore  della  radice. 

Per  meglio  esprimerci , supponiamo  che  A e B sian  due  limiti 
che  comprendon  la  sola  radice  a , e che  A essendo  minore  di  B, 
sia  B — Ai=D.  Sostituendò  A + -JD  ad  x,  il  segno  del  risul- 
tato indicherà  se  a è fra  A ed  A + -JD,  o fra  A + j-D  c B; 
quindi  questa  radice  si  troverà  racchiusa  fra  due  limiti  non  dif- 
ferenti fra  loro  che  per  ’ D.  Ripetendo  un’osservazione  affatto 
simile,  si  racchiuderà  fra  due  limiti  non  differenti  che  per  JD; 
ed  egli  è chiaro  che  continuando  similmente  si  arriverà  a due 
limiti  la  cui  differenza  sarà  minore  di  una  quantità  data  8.  Al- 
lora ciascuno  di  questi  limiti  sarà  il  valore  approssimato  della 
radice  differente  dal  vero  per  una  quantità  minore  di  5.  Non  è 
necessario  per  altro  prendere  per  ciascuna  nuova  sostituzione  un 
numero  che  sia  esattamente  equidistante  dei  due  ultimi  limiti  ; 
che  anzi  spesso  è più  comodo  adoperarne  un  altro. 

Per  tal  metodo  potrebbe  approssimarsi  di  molto  la  radice  ; ma 
il  calcolo  sarebbe  molto  faticoso,  a causa  delle  molte  sostituzioni 
clic  avrebbero  a farsi.  Cosi  di  questo  non  ci  serviamo  che  per 
a\or  una  prima  approssiaiazionc , ad  esempio  per  — e poi  si 
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prosieguo  il  calcolo  con  un  metodo  molto  più  rapido  indicato  da 
Newton,  che  svilupperemo  nel  numero  seguente. 

Oliando  la  radice  è minore  di  1 bisogna  calcolarla  non  con 
l’approssimazione  di  una  frazione  dell' unità , ma  con  l'approssi- 
mazione di  una  frazione  di  questa  radice  istessa.  Supponiamo  ad 
esempio  clic  il  valore  approssimato  non  deliba  differir  dal  vero 
valore  a che  per  una  quantità  < rr.a\  è sicno  A e B due  limiti 
Che  comprendono  a,  essendo  A <CB.  Egli  e chiaro  che  se  si  à 
B — A < TV  A , a piu  forte  ragione  dovrà  riversi  B — A < 

Cosi  basterà  prolungar  le  sostituzioni  successive  finché  si  abbiano 
due  limiti  la  cui  differenza  sia  minore  del  decimo  del  minore  di 
essi.  Per  oltro  potrà  sempre  ridursi  la  radice  ad  esser  > 1 , o 

ì . ' 

cambiando  l’ incognita  x in  - , o moltiplicando  tutte  le  radici  per 


un  numero  conveniente^ 

4»®.  Metobo  di  Newton.  Questo  metodo  esige,  come  ah- 
biam  già  detto , che  la  radice  richiesta  a sia  già  conosciuta  con 
Hna  certa  approssimazione.  Per  una  maggiore  comodità  del  cal- 
colo bisogna  che  il  sia  con  l’ approssimazione  di  , c cosi 
supporremo.  • 

• Chiamiamo  * questo  valore  approssimato  per  -'-3  , e facciamo 
scr=jL-\-y.  L’ equazione  proposta  f[x)= 0 si  trasformerà  in  questa 

' . /W  iT\*)'SI'  + T-.- /"'(*)  • 'f  -pece. =0 , 

da  cui  ricavasi  . ' .1.  , 


_ /•(«)  r(«) 


!/’- 


r*w 


y3 — ccc. 


* f («)  2/vr  2-aA«)' 

Il  valore  di  y che  vogliam  trovare  è quindi  y*,  y * 

son  rispettivamente  minori  di  y-— , Ammettiamo  per 

un  momento  che  1’  insieme  dei  termini  che  contengono  queste 
potenze  sia  è chiaro  che  disprezzandoli,  si  avrà  per  // 

un  valore  con  l’approssimazione  di  — , cioè 


I11  conseguenza  faremo  , la  divisione  di  < — f[x)  per  /"'(a)  fino  ai 
centesimi,  aggiungeremo  il  quoziente  ai  primo  valore  *;  ed  avremo 
così  per  la  radice  a un  nuo\  0 valore  fi,  che  riguarderemo  appressi-- 
Dialo  al  vero  per  -j-fa* 

Si  correggerà  questo  valore  fi  come  abbiam  corretto  *.  A tale 
uopo  si  farà  x=S- (-;/,  ed  il  valore  y che  Insognerà  trovare  sarà 
Ktv;-  La  nuova  trasformata  è 


y+i  r$)  • y'+ «*• = 
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da  cui  ricavasi  y~  — 
termini  in  y *,  ys,  ecc 


rm  n/o 


riv 

, si  à 

y= 


VkP) 

_rj£) 

m 


y* — ecc.  ; e disprc/zando  i 


Poiché  akbiam  supposto  y<rr;.  le  potenze  y*,  y*, . . . saranno 
<(“)*;  e ammettendo  che  tutta  la  parte  disprezzata  sia 
il  valore  precedente  sarà  approssimato  per  (tt;)**  Quindi  valu- 
teremo il  quoziente  di  — f{ jS)  per  f'[$)  fino  alla  quarta  cifra  de- 
cimale ed  aggiungeremo  questo  quoziente  a £ , ed  avremo  per  la 
radice  a un  nuovo  valore  y , che  riguarderemo  come  approssimato 
per  un’unità  decimale  del  4.°  ordine. 

Continuando  similmente , e disprezzando  sempre  i termini  che 
contengono  le  potenze  di  y superiori  alla  prima , si  ammetterà 
che  la  parte  disprezzata  in  ciascuna  trasformazione  è minore  di 
un’unità  decimale  di  un  ordine  doppio  di  quelle  dell' ultima  cifra 
decimale  alla  quale  l’ operazione  precedente  avea  condotta  l’ ap- 
prossimazione ; e cosi  si  otterranno  dei  valori  approssimati  suc- 
cessivi , nei  quali  il  numero  de'  decimali  andrà  sempre  raddop- 
piandosi. E chiaro  quando  sarà  rapida  l'approssimazione,  mentre 
si  avranno  già  8 decimali  dopo  la  terza  correzione,  16  dopo  la 
quarta  e così  di  segnito. 

Dcbbe  ancora  osservarsi  quando  è semplice  e regolare  il  calcolo 
di  queste  correzioni;  poiché  desse  tutte  si  deducono  dalla  stessa 
forinola 


m »— fw*  ' 

sostituendo  ad  £ da  prima  * , poi  jS , e così  di  seguito  : di  tal 
• he  dopo  aver  data  la  prima  correzione,  essa  dà  ancora  la  seconda, 
poi  la  terza,  ccc. 


Le  approssimazioni  che  cosi  si  anno  però  non  son  certe;  poiché 
desse  poggiano  su  delle  proposizioni  che  non  son  sempre  vere. 
Così  potrebbe  darsi  che  nella  prima  correzione  l’ insieme  dei 
termini  in  y®,  y*....  fosse  >ttò*  0 che  nella  seconda  fosse 
>(tst)*;  eoe.  L’  uso  nc’  calcoli  suggerirà,  ne’ casi  particolari,  i 
ripieghi  a prendersi  per  adoperar  questo  metodo  con  certezza,  che 
anzi  andremo  a far  vedere  che  è sempre  facile  verificar,  dopo  ogni 
correzione,  se  si  è realmente  ottenuta  l’approssimazione  voluta. 

Kitorniamo  al  valore  8 che  sopponiamo  approssimato  per 
Perché  sia  cosi,  é necessario  che  il  vero  valore  della  radicesia 
fra  3— ir?  « p,  o fra  £ e 3+ rh-  Quindi  si  sostituiranno  in  f[jc) 
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i tre  numeri  (3— rJ-j,  |S  c /34-rf?»  e se  il  risultato  della  so- 
stituzione di  /3-— rr:*  o di  jS-Hi-J-y*  ù «li  segno  contrario  a 
qnello  che  dà  la  sostituzione  di  fi , è Certo  che  il  valore  p ò 
approssimato  per  yff  Ma  se  i risultati  son  dello  stesso  segno, 
è certo  che  questa  approssimazione  è esagerata  ; ed  in  tal  caso 
si  prenderà  per  punto  di  partenza  un  valore  più  approssimato  di 
a.  Così  in  vece  di  un’approssimazione  di  un  decimo  si  cercherà 
quella  di  un  mezzo  decimo;  e si  esaminerà,  come  abbiamo  esposto, 
se  la  correzione  data  dalla  forinola  [1}  è esatta  sino  ai  centesimi. 
Se  essa  non  l’è,  si  ricominccranno  i calcoli,  servendosi  di  un 
primo  valore  anche  più  approssimato  ; e cosi  di  seguito  finché 
non  s’abbia  la  radice  con  due  cifre  decimali  esatte. 

Si  esaminerà  similmente  il  valore  approssimato  risultante  dalla 
correzione  seguente;  e se  la  quarta  cifra  decimale  è falsa  si 
sopprimerà.  Se  le  tre  prime  sono  esatte  si  procederà  ad  una 
nuova  correzione,  che  darà  un  valore  la  cui  approssimazione  si 
riterrà  estesa  sino  alla  sesta  cifra  decimale,  c che  bisognerà 
% criticar  con  lo  stesso  processo.  L’andamento  a seguirsi  non  à 
bisogno  di  più  ampia  spiegazione  (“). 

480.  Metodo  di  Lagrange.  Questo  metodo  consiste  in  espri- 
mere ciascuna  radice  reale  in  frazione  continua.  Se  desso  esige 
calcoli  faticosi  conduce  per  altro  ad  una  approssimazione  certa. 

Perciò  che  si  è detto , parlando  della  separazione  delle  ra- 
dici (#94) , può  supporsi  che  le  radici  dell' equazioni  a risolversi 
differiscano  tra  loro  per  più  unità , e che  la  parte  intiera  di  cia- 
scuna di  esse  sia  già  conosciuta.  Sia  X=0  l’ equazione  di  cui  si 
tratta,  e sia  • la  parte  intiera  d’una  radice  reale  e positiva. 

Facendo  aK==a-f-~,  si  avrà  una  trasformata  in  y chB  indiche- 
remo con  Y=0,  e che  sarà  dello  stesso  grado  che  X=0.  Il  va- 

(*)  La  Geometria  A nautica  fa  conoscere  uel  modo  il  più  semplice 
da  che  dipende  l’ incertezza  di  queste  approssimazioni  successive;  e nello 
stesso  tempo  indica  le  condizioni  che  bisogna  soddisfare  perchè  sparisca. 
Ioirier,  nella  sua  Analisi  deW  Equazioni , à aggiuntò  al  metodo  di 
Newton  dei  perfezionamenti , che  in  sostanza  non  son  altro  che  sviluppi 
di  questa  osservazione  ; ma  per  esporli , bisognerebbe  adoperar  dello 
considerazioni  appartenenti  alle  malcmalicbe  superiori  ; quindi  è che  ci 
riporteremo  all'opera  flessa  di  Focrìer.  11  sig.  Vincent,  in  una  Me- 
moria inserita  fra  quelle  della  Società  Reale  di  Lillà,  k trattato  ancora 
felicemente  un  tal  soggetto,  ed  il  sig.  Cacciiv  nc  à fatto  oggetto  di  più 
ptihlicazioni.  '■  ••  *•  i . 
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loro  di  y che  bisogna  trovare,  per  avere  la  radice  cercata,  deve 
esser  ' positivo  e maggióre  di  1 ; e di  più  ò chiaro  che  y non 
può  avere  che  un  sol  valore  di  tal  fatta , altrimenti  vi  sarebbero 
due  valori  di  x fra  * ed  «-+-1.  Dunque,  sostituendo  in  Y=0  la 
serie  1 , 2 , 3 , . . . dovrà  necessariamente  arrivarsi  a due  risultati 
di  segno  contrario;  e i due  numeri  sostituiti  conterranno  tra 
loro  il  valore  cercato  di  y , di  maniera  che  il  minore  di  essi 
sarà  la  parte  iutiera  di  tal  valore. 

Chiamiamo  {3  questa  parte  intiera , e facciamo  Avre- 


mo una  trasformata  Z=0 , che  avrà  una  radice  unica  > 1 ; di 
maniera  che  la  sostituzione  dei  numeri  1,  2,  3,  ecc.,  farà  an- 
cora conoscere  la  parte  intiera  di  questa  radice. 


Sia  y. questa  parte  intiera,  si  farà. 


— ; c si  avrà  una 


nuova  trasformata  U=0,  che  avrà  una  radice  unica  >1,  di  cui 
si  determinerà  la  parte  intiera  mercè  la  sostituzione  dei  nu- 
meri i,  2,  3,  ecc.  Si  continuerà  cosila  serie  delle  trasformate 
finché  sarà  necessario. 

Or,  osservando  che  si  è posto  successivamente 

, 1 „ ,1  . l „ 

— > y=?-\ — i r=y-4--*  ecc., 

tl  s ii 

conchiudesi  che  la  radice  cercata  può  esprimersi  per  la  frazione 
continua 

|3+y-f-ccc. 


Sappiamo  che  calcolando  le  ridotte  successive  può  aversi  qua- 
lunque approssimazione  (8<A)  ; ma , per  non  far  calcoli  inutili , 
sarà  buono,  a misura  che  si  trovano  i numeri  »,  y,  ecc.  di 
formar  le  ridotte  corrispondenti  (S*É);  ed  arrivati  a dhe- ridotte 
consecutive  tali  che  dividendo  l’unità  pel  prodotto  de’ loro  deno- 
minatori si  abbia  una  frazione  minore  dell'  errore  permesso , sa- 
remo certi  che  la  prima  delle  due  ridotte  avrà  l'approssimazione 
richiesta  (*SS). 

Il  calcolo  dell’ equazioni  trasformate  in  y,  s ecc.  è abbastanza 
lungo;  e,  per  facilitarlo,  conviene  osservar  la  legge  giusta  la 
quale  i coefficienti  di  ciascuna  equazione  si  deducono  dall’equa- 


zione precedente.  Or,  facendo  ar=*-f--  in  X=0,  sechiamia- 

*•  V 


ino  A,  A',  A",...  i risultati  che  si  ottengono  sostituendo  in 
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X e nelle  sue  derivale  X'  X". . . , * ad  ar , la  trasformata  può 

1 À"  1 K,,f  i 

da  prima  scriversi  cosi:  A+A'  — -t-ecc.  =0. 

y — y y 

Quindi , moltiplicando  per  ym , m essendo  il  grado  dell’  equazione, 
la  trasformata  Y=0  sarà 

Ay"*-|-A  V"  ~ ’-f-  ì A''y"~ j- A",y"-3-(-ecc.=0 , 
e conosceremo  come  i suoi  coefficienti  si  deducono  da  X. 

Similmente  l’equazione  Z=0  sarà  della  forma 

i B^z*- M-  jfrB"';"-3-)-ecc.=0 , 
od  i coefficienti  B , B' , B"  ecc.  s’ otterranno  sostituendo  /5  ad  y 
nel  polinomio  Y e nei  suoi  derivati.  Cosi  di  seguito  per  tutte  le 
altre  trasformate. 

4SI.  Osservazioni.  Tutto  ciò  che  abbiam  detto  sulla  .deter- 
minazione approssimata  delle  radici  potrebbe  applicarsi  alle  radici 
commensurabili  se  si  fossero  tralasciate  nell’equazione.  Prendendo 
Je  precauzioni  necessarie  per  non  ritener  che  decimali  esatti,  il 
metodo  di  Newton  darebbe  una  quantità  decimale  finita  o pe- 
riodica, e quello  di  Lagrange  condurrebbe  ad  una  trasformata 
avente  una  radice  intiera.  Tutta  volta  senza  parlar  della  lun- 
ghezza dei  calcoli,  si  comprende  che  questi  metodi  non  potreb- 
bero determinar  siffatte  radici,  poiché,  se  una  radice  è incom- 
mensurabile, tali  metodi  non  faran  conoscere  se  le  operazioni 
debbono  arrestarsi  o prolungarsi  indefinitamente. 

Quando  il  secondo  metodo  darà  una  frazione  continua  in  cui 
certi  denominatori  si  ripeteranno  nello  stesso  ordine,  potrà  sup- 
porsi che  la  frazione  continua  è periodica,  ed  allora , perciò  che 
abbiain  dimostrato  [330;,  dessa  rappresenterà  una  quantità  irra- 
zionale della  forma  a-t- 1/6.  Per  decidere  se  la  frazione  continua 
è effettivamente  periodica  si  farà  come  segue.  Sieno  V=0  e V,=() 
delle  equazioni  che  danno,  gli  stessi  denominatori  ne’  due  primi 
periodi:  egli  è chiaro  che  queste  equazioni  debbono  avere  una 
radice  comune ,'  quindi  potrà  questa  trovarsi  mettendo  in  ciascuna 
di  esse  la  stessa  lettera  per  rappresentar  l’incognita,  e cercando 
in  seguito  il  loro  massimo  commi. divisore.  Trovate  queste  radici 
si  ritorna  facilmente  a quelle  della  proposta  X=0.  Aggiungeremo 
ancora  che  se  questa  proposta  non  contiene  che  coefficienti  ra- 
zionali, non  può  aver  la  radice  irrazionale  a+l/ft  senza  aver 
ancora  l’ altra  a — | /b.  Questa  proposizione  è troppo  facile  a di- 
mostrarsi quindi  non  fa  mestieri  fermanrisi. 
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- tjiplicazion e de' metodi  di  approssimazione  ad  un  esempio. 

48*.  Sia  l'equazione 

a-i_7.r+7=0. 

Abbiam  trovato  n.®  4 9 9,  Es.  IV,  che  essa  à una  radice  po- 
sitiva fra  i e un’ altra  fra  f e J , ed  una  radice  negativa 
fra  — 3 e — 4.  Proponiamoci  di  calcolare  col  metodo  di  Newton 
il  valore  approssimato  della  prima  radice. 

Bisogna  da  prima  approssimarla  per  , ravvicinando  i limiti 
j e f Questi  limiti,  in  decimali,  sono  1,33  ed  1,67;  ed  i segni 
de' risultati  provenienti  dalla  sostituzione  di  questi  numeri  nell'equa- 
zione sono  + e — . Sostituendo  il  numero  medio  1,5,  il  risultato  è, 
— 0,125;  dunque  la  radice  è fra  i limiti  1,33  ed  1,5.  Or,  il  numero 
intermedio  1,4  non  differisce  dal  secondo  che  per  0,1,  e dal 
primo  per  0,07  ; quindi  il  valor  as=4,4  è approssimato  per  • 
Or  per  aver  una  maggiore  approssimazione  bisogna  ricorrere 
alla  forinola  [1]  del  n.®  4 99 

m » -M- . 

Nel  nostro  esempio  abbiamo  f[x)=x* — 7x+7 , /‘'(xj=3x1— 7 ; 
quindi  la  formola  delle  correzioni  sarà 
rai  xs— 7x-+-7 

[ 1 3x® — 7 

Sostituendo  il  valore  x=l,4,  si  à y= — — 0,05  ; da  cui 
couchiudesi  il  valore  di  x approssimato  per  -j-f» 
x=l,4 — 0,5=1,35. 

Ma  questa  approssimazione  non  è clic  presunta,  per  verificarla, 
sostituiamo  nell’ equazior»»  da  prima  il  valore  1,35,  poi  questo 
valore  aumentato  di  0,0V: 

1.35  dà  -(-0,010375 , 

1.36  dà  —0,004514; 

e,  siccome  questi  risultati  son  di  segno  contrario,  è certo  che  i 
centesimi  sono  esatti  nel  valore  di  x. 

Per  aver  una  maggiore  approssimazione,  si  sostituirà  questo  valore 
nella  formola  [2]:  si  avrà  così  y=  tÉS’H-**  =-(-0,0068  ; e in 
seguito  il  nuovo  valore  approssimato  sarà 

a=l  ,35+0,0068=1,3568. 

Per  verificarlo  basterà  sostituir  nell’  equazione  i due  numeri  1 ,3568 
ed  1,3569: 

1.3568  dà  +0,000  141  586  432, 

1.3569  dà  —0,000  006  100  991; 
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od  il  cangiamento  di  segno  pruova  che  la  radire  corrala  ò cono- 
sciuta effettivamente  con  quattro  cifro  decimali  esatte.  Conti- 
nuando similmente,  potrà  approssimarsi  per  quanto  si  voglia. 

Con  calcoli  all'atto  simili  si  troverà  la  seconda  radice  positiva. 
Per  aver  la  radice  negativa  compresa  fra  —3  e — 4,  il  meglio 
si  è di  cambiar  x in  — x : la  trasformata  avrà  una  radice  posi- 
tiva fra  3 c 4 , di  cui  si  cercherà  il  valore  approssimato  ; indi 
si  prenderà  questo  valore  col  segno  — . 

4*3.  Applichiamo  il  metodo  di  Lagra>t.e  al  calcolo  della 
stessa  radice.  Nel  n.°  47»,  Es.  IV,  per  cangiar  l'equazione  data 
x * — T ac— 1— T =0 , 

in  un’altra  le  cui  radici  differissero  tra  loro  per  più  unità,  ponemmo 
x=r-x',  e trovammo  x'J — G3jc'+189=0.  Bisogna  dunque  cercare, 
per  mezzo  delle  frazioni  continue  il  valore  di  x'  compreso  fra  4 e 5; 
e poi , dividendolo  per  3,  si  avrà  il  valore  di  x compreso  fra  * e y. 

Le  operazioni  che  debbonsi  effettuar  successivamente  per  aver 
x' , contengonsi  nel  quadro  seguente: 

Equazione  in  x'  x'* — 63a?'+189=0 

x'=\+~. 

A»M-AV+iA"i H-  ì*tA'"=,0, 

A = 4*  — 63-  4 +189  = + I , 

A'  =3-42 — G3  = — io, 
i A"  =3-4=+ 12,  , 

-rrA'"=+l;  . . , 

yj  _ 15y.-t_12l/+  1=0  , 

y =14  dà  —27, 

>/=i5 + 181, 

»-«*+£•  • 

Bs’+B'i »+  ì B''2  + B"'=0 , 

B = 14*  — 15- 14*+ 12- 14+1= — 27, 
B'  =3142— 30  11+12=+  180,  _ 

iB"=314— 15=+ 27, 

^n'"=+l;  . . 

27;* — 180;a — 27s — 1=0,  , , 

je  =G  dà  —811,  . 

3 =7 +251 , 


1.*  trasformata  ( 


2.*  trasformata 


Lei.  di  Aly. 


s =6  + -- 

.... 


ii 
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<:«*+  c'm* +-;  c"w-f-  c"'=o , 

C =27- (V3 — ÌHO-C* — 27-6— 1=— 811; 
C'  =81  G*— 360-6  — 27=»+-729, 
ìC''  =81  -6  —180= -|-306 , 

• *-C,f'=+27  ; 

'a’ilu’— 729u*^-30G«— 27=0 , 

« = 1 dà  — 251 , 
u=2 1-2933, 


Posson  continuarsi  le  trasformate.  Fermandoci  qui  si  avrà 

*'=4+IirJL  , 

6-i-  

1-t-ecc.  , 


e le  ridotte  calcolate  giusta  le  regole  conosciute  (•*•)  saranno 
4 87  346  403 

I’  14’  85  ’ 99  » CCC- 

Nella  1.*,  4 > l’errore  è in  meno  e < xrfi  ovvero 

Nella  2.*,  4r>  l’errore  è in  più  e < j-jV*  ovvero  ; 

Nella  3.*,  l’errore  è in  meno  c < 5-;!,,  ovvero  yjV,; 

Nella  4.*,  ^ri  l’errore  è in  più  c < tth  r*  ovvcro  Tri  ri  • 

Per  valutare  l’approssimazione  della  4.“  senza  conoscere  il  deno- 
minatore della  5.*  si  osserverà  che  questo  denominatore  è almeno 
uguale  a 99-(-85  ovvero  181.  Finalmente  dividendo  queste  ri- 
dotte per  3,  si  ànno  per  x,  i valori 

4 19  346  403 

X~  3’  14’  233’  297’ 

che  differiscono  dal  vero  valore  , alternativamente  per  difetto  o 
per  eccesso , per  quantità  minori  delle  frazioni  4; , 4 j , 

I 

* 4 «n* 

Si  troveranno  similmente  i valori  approssimati  dell’altra  radice 
positiva  ; e riguardo  alla  radice  negativa,  siccome  essa  è sola  fra 
— 3 e — 4 , cosi  si  cercherà  operando  immediatamente  sulla 
equazione  proposta,  senza  passar  per  l’equazione  in  x'. 

Otiervazione.  It  valore  d’ una  radice  incommensurabile  non 
avendosi  che  per  approssimazione,  non  può  togliersi  questa  radice 
dall’  equazione  mercè  la  divisione , come  se  fosse  esattamente 
conosciuta.  Disprezzando  il  resto  della  divisione,  ed  uguagliando 
ancora  il  quoziente  a zero,  per  dedurre  le  altre  radici,  è vero 
che  gli  errori  sarebbero  generalmente  contenuti  fra  limiti  assai 
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ristretti  ; non  pertanto  potrebbe  darsi  che  queste  radici  subissero 
«iterazioni  cousiderevoli , ed  anche  potrebbero  da  reali  divenire 
Immaginarie  o vk*versa.  Così  questa  semplificazioue  non  debbo 
adoperarsi  che  con  grande  circospezione. 

Radici  immaginarie.  — Limili  dei  moduli. 

494.  Mercè  convenienti  sostituzioni , può  sempre  sapersi 
quante  radici  reali  à un’equazione.  Se  questo  numero  non  è uguale 
al  grado  dell'equazione  è chiaro  che  vi  saran  radici  immaginarie; 
e per  compiere  la  risoluzione  dell’  equazione , resta  ancora  a de- 
terminar siflàtte  radici.  

Esse  vengon  comprese  nella  forinola  x = a -f- 1 |/ — 1 , a c b 
essendo  quantità  reali  che  bisogna  trovare.  Quindi,  si  sostituirà 
questa  espressione  nell’ equazione  proposta;  per  tal  modo  l’equa- 
zione si  cambierà  in  un’altra  della  forma  — 1=0,  in 

cui  A e B dovranno  auclie  essere  quantità  reali.  Or,  perchè  que- 
st’ultima  equazione  sussista,  è necessario  che  si  abbia  insieme- 
mente 

A = 0,  B = 0, 

la  quistione  è dunque  ridotta  a cercare  i valori  reali  di  « c 6 
che  convengono  a queste  due  equazioni.  A tal’  uopo  si  eliminerà 
tra  loro  l’ una  delle  incognite , ad  esempio  a ; poi  si  cercheranno 
le  radici  reali  dell’  equazione  finale  in  b ; dopo  di  che  si  cerche- 
ranno i valori  corrispondenti  di  « , rigettando  le  soluzioni  in  cui 
questa  incognita  fosse  immaginaria. 

Tutto  ciò  che  abbiam  detto  sussiste  egualmente  tanto  che  i 
coefficienti  dell’ equazione  in  x sieri  reali  quanto  se  sien  imma- 
ginari. Ma  nel  caso  in  cui  essi  sono  reali,  ricorderemo  (3»®) 
che  le  radici  immaginarie  dell’ equazione  debbon  esser  di  numero 
pari  ed  a coppie  della  forma  «±61/ — 1 

484.  Occupandoci  dei  limiti  delle  radici  p.  361  e seguenti, 
non  abbiam  avuto  di  mira  che  le  radici  reali  : andremo  ora  a far 
vedere  che  possono  aversi  i limiti  fra  i quali  sian  compresi  i 
moduli  di  tutte  le  radici  sien  reali  sien  immaginarie.  Consideriamo 
l’ equazione 

[1]  xm-t-Px"-*+Qa^-*H = 0 

in  cui  P,  Q...  possono  essere  reali  o immaginari.  Perchè  un 
valore  di  x sia  radice,  è necessario  (4*3)  che  dopo  averlo  so- 
stituito nel  primo  membro  il  modulo  del  risultato  sia  zero. 
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Chiamiamo  v il  modulo  di  e p,  q ...  quelli  dei  coefficienti 
P,  Q. . . Poi  n.*  *8«,  quelli  dei  termini  dell’ equazione  saranno 
r"»,  e quello  della  parte  P;r"-,-|-Q;r“-*4-. . 

non  dovrà  sorpassare  la  somma  ...  Dunque, 

prendendo  per  » un  valore  X tale  che  si  abbia 

[2]  »m — pvm-'  — qrm~* — • • • = 0 ovvero  ^>0, 
è certo,  in  virtù  del  numero  citato,  che  allora  il  modulo  del 
primo  membro  dell’  cq.fi  [1]  non  sarà  minore  della  differenza 
precedente  ; ed  allora  questo  modulo  non  sarà  nullo , o , ciò  che 
è lo  stesso,  il  valore  sostituito  ad  x non  sarà  radice  dell’ equa- 
zione. D’altronde  ogni  valore  di  r maggiore  di  X renderebbe  que- 
sta differenza  anche  maggiore,  dunque  X è un  limite  superiore 
de’  moduli. 

La  quantità  X sarà  sempre  facile  a determinarsi;  poiché  ba- 
sterà sostituir  a »,  nella  differenza  [21,  dei  valori  positivi  cre- 
scenti finché  questa  differenza  sia  positiva.  Se  i coeflìcienti  P,  Q,. . 
sou  reali  i moduli  p , q , . . . saranno  i valori  istessi  di  questi  coef- 
ficienti , ma  presi  positivamente  ; e chiamando  N il  maggiore  di 
questi  valori  potrà  prendersi  immediatamente  per  limite  supe- 


riore X=N-f-l. 

1 . * 

Per  aver  un  limite  inferiore  si  farà  x=—,  si  determinerà  , 

nella  trasformata  in  y,  il  limite  superiore  dei  moduli  delle  ra- 
dici, e si  dividerà  l’unità  per  questo  limite. 


CAPITOLO  XIX. 


DIMOSTRAZIONE  ED  USO  DI  VARI  TBOREMI  IMPORTARTI. 


Teorema  di  Descartes.  — Uso  di  esso  per  trovar  le  radici  nel  caso  che 
sien  tutti  reali.  — Condizioni  della  realtà  delle  radici, 

48«.  Teorema  di  Descartes.  Quando  si  passa  da  un  ter- 
mine al  seguente  dicesi  che  v’  à variamone  o permanenza , se- 
condo che  cambia  il  segno  o resta  lo  stesso.  Cosi,  l'equazione 
x'  — 2x*  — ox*-j-8af — 10=0  avrebbe  tre  variazioni  ed  una  per- 
manenza. Supponiamo  sempre  che  l’equazione  non  abbia  ooelll- 
cienti  immaginari  ; e qui  supporremo  di  più  che  non  abbia  radici 
nulle.  Ciò  posto  il  teorema  si  enuncia  cosi; 
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In  una  equazione  qualunque , completa  o incompleta , il  numero 
delle  radici  positive  non  può  sorpassar  quello  delle  variazioni , e, 
quando  è minore,  la  differenza  è sempre  un  numero  pari. 

La  dimostrazione  consisterà  ad  esaminare  il  cangiamento  pro- 
dotto nei  segni  di  un'equazione,  per  l'introduzione  di  una  nuova 
radico  positiva.  Consideriamo  dunque  un’equazione  qualunque, 
completa  o incompleta,  contenente  de’ segni  qualunque,  e rappre- 
sentiamola cosi: 

[1]  a?” P K • . • dr  T • • • ±U  = 0, 

dove  P,  Q,  R ecc. , saran  de’ termini  ordinati  come  al  solito  e 
contenenti  una  potenza  di  x col  suo  coellieiente.  I punti  indi- 
cano dei  termini  dello  stesso  segno  del  termine  precedente  ; cioè 
che  ad  xm  comincia  una  serie  di  segni  a — P,  una  serie 
di  segni  — ; e cosi  di  seguito  lino  ad  un’ultima  serie  che  co- 
mincia da  ±T  e finisce  a ±U.  D'altronde  può  ancora  una  serie 
di  segni  ridursi  ad  un  solo. 

Per  introdurre  una  nuova  radice  positiva  -f-a , bisogna  mol- 
tiplicare questa  equazione  per  .r — a.  L’operazione  può  disporsi 
come  segue 

xm . . . — p... -t- <7777— 1177“=!=  t . . . ±v 

x — a 

P'  ...+(,)'  ...—  R'  ...dtT'  ...±U' 
...— P"  ...+Q"  ...—  R"  ...rizT"  ...qrUa 

***+-■ . . . — P'"  . . . +0'"  . , . — R'"  . . . rhT'"  . . . q=Uo. 

P',  Q',  ecc.  indicano  de’ prodotti  Px,  Qx  ecc.  e nessun  di 
essi  è ugnale  a zero. 

P" , Q" , ecc.  indicano  de’  prodotti  provenienti  dalla  moltipli- 
cazione per  a,  e contenenti  x allo  stesso  grado  che  P',  Q',  ecc.  ; 
ma , siccome  l’ equazione  [1]  non  è sempre  completa , può  darsi 
che  più  di  essi  sien  nulli. 

P'",  Q'"  ecc.  indicano,  nel  prodotto  totale,  i termini  dello  stesso 
grado  in  x che  P',  Q' , ecc.,  e nessun  di  essi  dee  esser  nullo. 

Finalmente , osserveremo  ancora  che  nella  2®  linea  de’  prodotti 
parziali , le  lacune  posson  contener  dei  termini  di  segno  contrario 
a quello  determini  che  si  trovano  al  di  sotto,  nella  la  linea  de'pro- 
dotti  ; di  tal  che  i segni  che  affettano,  nel  prodotto  totale,  i termini 
corrispondenti  a queste  lacune,  debbon  restar  indeterminati,  finché 
non  si  assegneranno  de’  valori  particolari  ai  coefficienti  dell’equa- 
zione [1]. 
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Or,  qualunque  sieno  questi  segni,  v’à  nel  prodotto  totale  al- 
meno una  variazione  da  jr"+‘  a — P'",  mentre  che  il  moltipli- 
cando ne  contiene  una  sola  da  xm  a — P;  similmente  ve  ne  à 
almeno  una  da  — P'"  a -+-Q"\  «1  una  sol*  da  — P a -+-Q:  e 
continuando  similmente  si  vede  che  in  ultimo  ve  ne  à almeno 
una  da  ±T'"  a rpUa,  mentre  che  il  moltiplicando  non  ne  à 
alcuna  dopo  ±T  ; dunque  il  prodotto  à almeno  una  variazione 
di  più  del  moltiplicando.  Dunque  ciascuna  radice  positiva,  intro- 
dotta in  una  equazione , dee  produrre  almeno  una  variazione  ; 
dunque  , il  numero  delle  radici  positive  non  può  sorpassare  quello 
delle  variazioni. 

Considerando  più  minutamente  si  scorge  che  se,  da  a P'" 
vi  sono  più  variazioni , esse  sono  di  numero  impari  ; poiché , per 
passare  da  un  segno  al  contrario,  v’  abbisogna  un  numero  impari 
di  variazioni.  Lo  stesso  può  dirsi  da  — P'"  a -t-Q'",  e per  tutti 
gli  altri  intervalli.  Cosi,  osservando  che  nel  moltiplicando  non 
vi  sono  più  variazioni  dopo  ± T , può  conchiudersi  che  le  nuove 
variazioni  introdotte  per  una  radice  positiva  sono  sempre  in  nu- 
mero impari.  Ciò  posto , supponiamo  che  si  sian  tolte  da  un’equa- 
zione tutte  le  radici  positive , l’ equazione  restante  dee  avere  il  suo 
ultimo  termine  positivo , senza  di  che  essa  avrebbe  almeno  una  ra- 
dice positiva  (49®).  Or  per  passare  dal  primo  termine,  che  è sem- 
pre positivo,  a quest'ultimo  termine  che  è anche  positivo,  le  varia- 
zioni, se  ve  n’ànno  , sono  evidentemente  di  numero  pari;  e , 
d'altra  parte,  dee  ritornarsi  all’equazione  primitiva  rimettendo 
successivamente  ciascuna  delle  radici  soppresse  ; dunque  , se  il 
numero  delle  radici  positive  è minore  di  quello  delle  variazioni, 
la  differenza  è un  numero  impari. 

489.  Sostituendo  in  un'equazione  — x ad  x , tutte  le  radici 
cambierai!  di  seguo  ; quindi  il  numero  delle  variazioni  della  tra- 
sformata indicherà  il  massimo  numero  delle  radici  negative  delia 
proposta.  Cosi,  trattandosi  dell' equazione  x* — 2jH-o=0,  siccome 
essa  non  à che  due  variazioni , è chiaro  da  prima  che  dessa  non 
può  aver  che  due  radici  positive.  In  seguito,  siccome  la  trasformata 
in  — x,  dopo  aver  cangiati  tutti  i segni,  si  è xs — ~lx — Sc=0, 
e non  à che  una  sola  variazione;  è chiaro  che  la  proposta Jnou 
à che  una  radice  negativa. 

489.  Può  dimostrarsi  generalmente  che  riunendo  le  variazioni 
della  proposta  à quella  della  trasformata  il  numero  totale  di  esse 
non  debba  sorpassar  il  grado  dell’equazione. 
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Siono  Cix'  + Hx*-*'  «lue  termini  consecutivi  dell’ equazione 
<rl"-)_occ.=0 , e supponiamoli  da  prima  dello  stesso  segno.  Dopo 
aver  cambiato  .r  in  — x questi  due  termini  daranno  una  varia- 
zione se  k1  è impari , e non  ne  daranno  se  è pari.  Suppo- 
niamo ora  che  i due  termini  sian  di  segno  contrario:  se  k'  é 
impari  essi  non  daranno  alcuna  variazione  nella  trasformata,  se 
è pari  ne  daranno  una.  Cosi  riunendo  le  variazioni  della  proposta 
a quelle  della  trasformata , può  dirsi  che  due  termini  consecu- 
tivi , in  cui  la  dilferenza  degli  esponenti  è impari , presentali 
sempre  una  variazione;  c se  questa  dilferenza  è pari  o ne  pre- 
senteranno due  o non  ne  presenteranno  adatto.  (,  u.-sto  numero 
di  variazioni  non  sorpassa  dunque  la  differenza  de’ due  esponenti; 
e siccome  nell’ultimo  termine  dell’ equazione  l’esponente  di  xé 
zero,  è certo  che  il  numero  totale  delle  variazioni  non  sorpas- 
serà giammai  il  grado  dell’equazione;  ed  è chiaro  ancoraché  la 
dilferenza,  quando  ve  ne  à,  dee  essere  un  numero  pari. 

489.  Poiché  non  debbou  esservi  più  radici  positive  che  va- 
riazione nella  proposta , né  più  radici  negative  che  variazioni 
nella  trasformata  in  — X;  e poiché  il  numero  totale  di  queste 
variazioni  non  può  sorpassar  il  grado  dell’ equazioni , segue,  che 
se  tutte  le  radici  son  reali,  questo  numero  totale  dovrà  essere 
uguale  al  grado  dell'equazione,  e si  a\ ranno  precisamente  tante 
radici  positive  (piante  variazioni  nella  proposta,  e tante  radici  ne- 
gative quante  variazioni  nella  trasformata. 

Allorché  non  si  conosce  se  tutte  le  radici  sien  reali,  questa 
conclusione  non  é più  applicabile;  poiché  le  radici  immaginarie 
possono  sussistere  egualmente  con  le  permanenze  e con  le  varia- 
zioni. Cosi,  se  le  radici  dell'cq.'  x*-t-px-|-^=0  sono  immagi- 
narie, è chiaro  che  esse  lo  saranno  ancora  dopo  aver  cambiato 
;>  in  — j>. 

494».  Allorché  un’equazione  é incompleta  è facile  spesse  volte, 
per  ciò  che  precede,  di  conoscere  che  essa  à delle  radici  im- 
maginarie. Si  numereranno  le  variazioni  della  proposta  e quelle 
della  trasformata  in  — x;  e per  i n.*  489  e 48»  , non  pos- 
sono esservi  più  radici  reali  di  quelle  che  indica  il  numero  di 
tutte  queste  variazioni:  dunque  se  questo  numero  è minore  del 
grado  dell’equazione,  è chiaro  che  ci  saranno  tante  radici  im- 
maginarie quante  unità  nella  differenza. 

Ad  esempio , se  l’ equazione  è xm — 1=0  ed  m è pari  si  v edrà 
immediatamente  che  dessa  à al  massimo  due  radici  reali  ; e sic- 
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come  è evidente  che  essa  ne  à due , -f-1  c —1 , può  conciliti- 
dersi  che  essa  à m — 2 radici  immaginarie. 

Riportiamoci  alla  spiegazione  del  n.°  488.  Rappresentando 
l’equazione  per  - - ”—"  -i-ecc . =0, 

ed  aggiungendo  le  variazioni  della  proposta  a quelle  della  tra- 
sformata in  — x abbiamo  veduto  che  i termini  danno 

ima  variazione  quando  n è impari,  e ne  danno  due  o non  ne 
danno  afTatto  quando  n è pari.  Quindi  chiamando  v questo  nu- 
mero di  variazioni  che  è tutto  al  più  ugnale  a 2,  la  differenza 
« — v potrà  essere  o zero  o un  numero  pari , ma  non  sarà  giam- 
mai negativa.  Un’osservazione  analoga  può  farsi  su  due  termini 
consecutivi  qualunque  dell’  equazione , di  tal  che  chiamando 
v',  v",...  i numeri  delle  variazioni  risultanti  dalle  altre  parti 
dell’equazione,  nessuna  delle  differenze 

« — r , n' — v' , n" — v" , . . . 

sarà  negativa.  Ma,  chiamando  V l’insieme  delle  variazioni  del- 
l’equazione e della  trasformata,  ed  osservando  che 
«"+. . . , si  à evidentemente 

m — V=(i» — «)-)-(»'• — e')-f-(n" — t")-f-ecc. 

Or,  quando  le  n radici  dell’ equazioni  sono  reali,  si  à V=m 
ovvero  m — V==0;  dunque,  poiché  nessuna  delle  differenze  « — e, 
n'—v'...  può  esser  negativa,  bisogna  ehe  s’abbia 
n — r=0,  n' — c'==0,  n" — e"=0,  ecc. 

Dunque  se  una  sola  di  queste  differenze  non  è zero,  risulta  , 
senz’altro  esame,  che  l’equazione  à delle  radici  immaginarie, 
é potrà  dirsi  che  essa  ne  à almeno  tante  quante  unità  contiene 
questa  differenza. 

Ad  esempio , supponiamo  che  sieno  due  termini 

tra  i quali  manca  il  termine  in  xl~'.  Se  G ed  H ànrio  lo  stesso 
segno , questi  termini  non  introdurranno  variazione  nella  tra- 
sformata in  — x , e potrà  affermarsi  che  l’ equazione  à almeno  due 
radici  immaginarie:  tale  è il  caso  dell’eq.*  a*- f-4ar-+>7s=^0.  Ma 
Ma  se  G ed  H son  di  segno  diverso,  non  si  potrà  altro  con- 
chiudcre;  poiché  i due  termini  datino  già  una  variazione,  e ne 
daranno  un’  altra  nella  trasformata,  e «aran  due , numero  precisa- 
mente  uguale  alla  differenza  de’  due  esponenti  : tale  è il  caso 
dell’eq.*  x3— 4a?-f-7=0. 

Supponiamo  ora  che  tra  due  termini  ne  man- 

cano due  o di  più.  Siccome  la  differenza  degli  esponenti  è >2, 
c clic  questi  due  termini  non  posso»  dare  al  più  che  due  variazioni 


Digitized  by  Google 


I.KZIOtti  111  AI.GKMU.  291 

è chiaro  se»*’ altro  traine  ch«  l’ equazione  A della  radici  imiua- 
{wiarie. 

A®1 . Quando  l’jequ  azione  è completa , e si  sostituisce  ~x 
ad  x , è chiaro  che , di  due  termini  consecutivi , l’uno  conserva 
il  segno , mentre  che  l’ altro  prende  un  segno  contrario  a quello 
che  avea;  dunque  le  permanenze  diventano  variazioni  c viceversa. 
Può  dunque  dirsi  che  un'equazione  completa  non  può  aver  più 
radici  negative  che  permanenze. 

Tal  conchiusione  si  applicherà  all’ equazioni  incomplete  se  si 
rimettono  i termini  mancanti , dovendo  questi  riguardarsi  corno 
aventi  il  coefficiente  ±0.  Ad  esempio  sia  l’equazione  x' — 4a>+-7=0: 
sotto  questa  forma  essa  non  à alcuna  permanenza  ; non  pertanto 
à dessa  una  radice  negativa , poiché  è di  grado  impari  ed  il  suo 
ultimo  termine  è positivo  (A®»).  Ma  rimettendo  il  secondo  ter- 
mine  rfcOzr* , essa  diventa  x'zìztox* — ix-|-7=tì  ; ed  allora,  pren- 
dendo -\-0x * o — Oa;*,  si  à sempre  una  permanenza  (’.). 

Può  ancora  talvolta,  per  questa  via,  conoscersi  l’ esistènza  delle 
radici  immaginarie.  Dopo  aver  rimessi  i termini  mancanti,  dando 
loro  zero  per  coefficienti,  dovranno  questi  riguardarsi  tanto  positivi 
che  negativi  ; e , qualunque  segno  si  adotti , dovrà  sempre  , se 
tutte  le  radici  deli'  equazione  son  reali , trovarsi  lo  stesso  numero 
di  variazioni  c lo  stesso  numero  di  permanenze.  Dunque  quando 
sarà  altrimenti  l’equazione  avrà  delle  radici  immaginarie. 

Ad  esempio,  sieno,  come  precedentemente,  Gx*-(-Ha:*-a  due 
termini  fra  i quali  manca  il  termine  in  ar*-1 , si  rimetterà  questo, 
e si  avrà  Ga;*±0a:*— 1 -f-Ha'1-* . Se  G ed  H son  dello  stesso 
segno , ad  esempio  positivi , questi  tre  termini  daranno  o due 
permanenze  o due  variazioni  secondo  che  si  prenderà  -f-0  o — 0; 
dunque  quando  manca  un  termine  fra  due  termini  delio  stesso 
segno , l’ equazione  à delle  radici  immaginarie.  Ma  se  G ed  H 
son  di  segno  diverso,  non  potrà  altro  couchiudcrsi ; poiché,  sia, 
che  si  prenda  -f-0  sia  che  si  prenda  — 0 , l’ insieme  dei  tre  ter- 
mini darà  sempre  una  variazione  ed  una  permanenza. 

Supponiamo  ora  che  fra  i due  termi  ui  Gx*-f-Hx*~*  ne  man-  : 

(')  Talvolta  il  teorema  di  Descartes  viene  enunciato  cosi , un  equa- 
zione à tante  radici  potilive  che  variazioni,  e tante  radici  negative  che 
permanenze.  Ma  la  seconda  parlo  di  questo  enuncialo  è inesatta,  amme- 
noché non  s’aggiunga  che  l'equazione  sia  compiei i , restrizione  imitile 
per  la  prima  parte.  L’cq.*  r* — t.r+7=0  basta  a giustificar  la  nostra 
osservazione,  , 
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cassero  più:  riiaetteudo  i termini  intermedi,  si  avrà  Gx^Ox4— * 

■ ••4-Hx*-*'.  Or  può  darsi  al  terzo,  Ox4-’ , lo  stesso 
segno  che  a Gai*;  ed  allora,  per  ciò  che  abbìam  detto,  saremo 
certi  che  l’ equazione  à delle  radici  immaginarie. 

Sarà  faeite  dimostrare  che  rimettendo  i termini  mancanti  possen 
dedursi  le  stesse  conseguenze  ricavate  nel  n.«  4M;  ma  qoe9ti 
dettagli  sono  superflui. 

4S4.  11  teorema  di  Descartes  può  servir  per  trovar  le  radici 
di  un’  equazione  quando  esse  son  tutte  reali.  Supporremo  che  non 
vi  aien  radici  eguali , e tralasceremo  ancora  di  parlar  delle  radici 
negative , mentre  la  loro  determinazioue  si  riduce  a quella  delle 
radici  positive. 

Pel  teorema  di  Descartes  , poiché  1’  equazione  proposta  in  m* 
non  à che  radici  reali , essa  dee  aver  tante  variazioni  quante  radici 
positive.  Or,  chiamando  a un  numero  reale  qualunque,  e facendo i 
x — «— x',  tutte  le  radici  deila  trasformata  iq  x'  o-in  x — « saranno 
ancora  reali  ; quindi  il  numero  delle  variazioni  della  trasformata 
indicherà  ancora  quante  radici  positive  à la  proposta. 

D’altra  parte  è chiaro  die  se  * è positiva,  e l’ equazione  in  x 
non  à radici  fra  zero  ed  »,  la  trasformata  in  x— » conserverà 
lo  stesso  numero  di  radici  positive  che  la  proposta  ; ma  se  que- 
sta proposta  à delle  radici  tra  zero  ed  »,  la  trasformata  avrà  di 
meno  un  ugual  numero  di  radici  positive.  Dunque , numerando 
le  variazioni  perdute  nel  passare  alla  trasformata  in  .*—■«,  si  saprà 
quante  radici  positivo  la  prima  comprende  fra  zero  ed  ».  Simil- 
mente , »'  essendo  >*,  passando  dall'eq.*  In  x — » ad  una 
trasformata  in  x — il  numero  delle  variazioni  perdute  nd  pas- 
sare dalla  prima  trasformata  alla  seconda , farà  conoscere  quante 
radici  positive  l’ equazione  in  x comprende  fra  » ed1  Ciò  posto 
ecco  come  si  determineranno  tutte  le  cifre  delle  radici  fino  ad 
una  qualunque  cifra  decimale. 

Ball’eq.*  in  * si  dedurranno  le  trasformate  in  x — 1,  a — 2,. . . 
fino  a quella  in  x — IO;  e per  le  variazioni  perdute  in  ciascuna- 
trasformazione , si  saprà  quante  radici  la  proposta  contiene  fra 
0 ed  1,  quante  fra  1 e 2,....,  quante  infine  fra  9 e 10. 

Le  radici  la  cui  esistenza  è così  conosciuta  Soft  <10;  nta 
quando  sapran  calcolarsi  in  decimali,  sarà  facile  avere  anche  le 
radici  comprese  fra  10  e 100,  fra  100,  c 1000,  ecc.  In  effetti, 
basterà  fare  x=10x'  nell’  eq.'  iu  x,  e cercar  i valori  di  x'  die 
son  <10;  poi  ffà  x'  = 10x"  ncH’eq.*  in  x'  e cercar  i valori 
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ili  x"  che  son  < 10;  e così  di  seguito.  Se , ad  esempio , dopo 
aver  trovata  l’eq.'  in  .r",  si  cerca  la  trasformata  in  x" — 10,  e 
si  trova  che  tutti  i suoi  termini  son  dello  stesso  segno,  è certo 
che  la  proposta  non  à radici  positive  > 1000.  Per  queste  ragioni 
ci  limiteremo  a spiegar  solamente  come  si  trovano  le  cifre  de- 
cimali delle  radici  minori  di  10. 

Supponiamo  che  una  o più  radici  sieno  comprese  fra  le  cifre 
* ed  *-f-l-  Per  trovar  i decimi  di  ciascuna  di  essa,  si  farà 
10(x — x)=x'  nell’eq.*  in  x — <*,  poi  si  cercherà  la  parte  intiera 
dei  valori  in  x',  con  lo  stesso  mezzo  che  si  è determinato  * : 
cioè  si  calcoleranno  le  trasformate  in  x' — 1,  x' — 2,  ecc.,  avendo 
cura  di  non  sorpassar  x' — 10,  ed  in  seguito  si  osserveranno  le 
variazioni  perdute  in  ciascuna  trasformazione;  il  che  indicherà  se 
v’àn  valori  di  x'  fra  0 ed  1,  fra  1 e 2,. . . ecc.  ; per  tal  modo  si 
conoscerà  la  cifra  dei  decimi  di  ciascuna  delle  radici.  Sia  *'  quella 
appartenente  ad  una  di  esse:  si  farà  10(x' — si  ripe- 
teranno sull’eq.'  in  x"  le  operazioni  che  si  son  fatte  sull’eq.' 
in  x',  e si  conoscerà  la  cifra  *"  de’ centesimi.  Continuando  simil- 
mente potran  trovarsi  quanto  cifre  decimali  si  vogliono. 

Potrebbe  darsi  che  più  radici  avessero  le  prime  cifre  decimali  . 
comuni.  Ma,  siccome  l’eq.”  in  x non  à radici  eguali,  si  è certo  che  lo 
radici  comprese  fra  x ed  *-f-l  andranno  sempre  in  ultimo  a sepa- 
rarsi. Si  vede  che  la  separazione  delle  radici  è completa,  quando 
l’ ultima  trasformata  non  à che  una  sola  radice  positiva  di  meno 
della  trasformata  precedente,  o,  ciò  che  è lo  stesso,  quando  non 
à che  una  sola  variazione  di  meno. 

Il  metodo  che  abbiamo  esposto  sommariamente  fu  pubblicato 
nel  1807  da  Budan,  in  una  memoria  intitolata  Muovo  metodo  per 
la  risoluzione  dell’  equazioni.  Questo  autore  à tentato  ancora  di 
estendere  il  suo  metodo  a tutte  le  equazioni  anche  quando  s'igno- 
rasse la  natura  delle  radici  ; ma  si  è ingannato  credendo  riuscirvi 
col  solo  teorema  di  Descartes. 

4»3.  È una  ricerca  importante  quella  dei  caratteri  per  cono- 
scere se  tutte  le  radici  di  un’  equazione  sian  reali  ed  ineguali  ; 
ed  a ciò  si  arriva  applicando  il  teorema  di  Descartes  all’ equa- 
zione ai  quadrali  delle  differenze. 

Sia  X=0  l’equazione  data,  D=0  l’equazione  ai  quadrati  delle 
differenze.  Se  X=0  non  à che  radici  reali  ed  ineguali , i qua- 
drati delle  loro  differenze  saran  quantità  reali  e positive;  dunque 
l’eq.'  D=0  dovrà  esser  completa  e non  aver  che  variazioni  tii 
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segno.  Supponiamo  che  vi  sieno  in  X=0  delle  radici  Immaginarie, 
ed  ammettiamo,  come  si  è dimostrato  (Mt) , che  esse  vi  sien 
a coppie  della  forma  odfcfc |/ — 1,  il  quadrato  delta  diiTerenza  fra 
le  radici  di  una  tal  coppia  è (26 1/ — 1)*  ovvero  — Kb*,  quantità 
essenzialmente  negativa.  Se , fra  le  radici  reali , ve  ne  fossero 
delle  uguali , i quadrati  delle  loro  differenze  sarebbero  zero.  Or, 
6 evidente  che  l’eq.*  D=0  non  può  aver  nè  radici  negative  nè 
radici  nulle , quando  è completa  ed  à i segni  rfc  alternativi.  Dun- 
que , prrrhè  una  equazione  non  abbia  che  radici  reati  ed  ineguali, 
è nere "orio  e sufficiente  che  l’equazione  ai  quadrati  delle  differenze 
sia  completa,  e non  abbia  che  variazioni. 

Quando  l’eq.“  X=0  non  à che  radici  reali  ma  ne  à però  delle 
uguali,  l’ultimo  termine  o anche  più  termini  consecutivi,  a 
partir  dall'ultimo,  mancano  nell’ equazione  D=0;  ma  gli  altri 
termini  debbon  sempre  succedersi  senza  intervallo  e non  soffrir 
che  variazioni  di  segno 

Per  l’equazione  del  3.®  grado  a;*-f-Qj‘-f-R=0,  abbiam  trovato 
(440)  che  l’equazione  ai  quadrati  delle  differenze  è 
c>-f6Qs*+»Q  * :-f4Q  *-f-27R»=0. 

Volendo  che  questa  sia  completa  e non  presenti  che  variazioni,  è 
necessario  clic  si  abbia  Q <0  e 4QJ-|-27R*  <0.  Or  la  seconda 
condizione  non  può  esser  soddisfatta  senza  la  prima;  dunque, 
perchè  le  radici  dell' equazioni  del  3.*  grado  sien  reali  ed  ineguali, 
una  sola  condizione  è necessaria  cioè  4Q’-|-27R*  <0. 

Teorema  di  Bvb.is.  — Sua  utilità  nella  ritolvxione  delC  e quattoni. 

404.  Questo  teorema  fu  publicato,  nel  1807,  nell’ opera  già 
citata  (4®*).  Dopo  aver  osservato  che  poteasi  facilmente  con- 
cepire esser  vero  questo  teorema  per  l’ equazioni  non  aventi  elio 
radici  reali , Buda*  aggiungeva  « che  egli  avea  forti  ragioni  per 
crederlo  applicabile  ad  un’  equazione  qualunque.  » In  appresso , 
nel  1811,  egli  tolse  ogni  dubbio  alla  sua  asserzione,  con  una  di- 
mostra/ione che  presentò  all’ istituto.  Lagbaniìe  e Lbgendbk,  che 
ebbero  l’onorevole  incarico  di  esaminarlo,  giudicarono  che  la 
dimostrazione  era  esatta  ed  il  teorema  del  tutto  nuovo.  Per 
meglio  esporlo  riprendiamo  le  cose  precedenti. 

Essendo  data  un'eq.'  in  a-,  ed  essendo  * un  numero  positivo 
qualunque,  si  faccia  +*  ; si  avrà  una  trasformata  in  y,  di 
cui  tutte  le  radici  sarau  quello  della  proposta  diminuite  di  * ; ed 
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egli  è chiaro  clic  quante  radici  comprendeva  l'eq.*  in  x fra  9 
ed  » , tante  radici  positive  vi  saranno  di  meno  nella  trasformata 
in  y o in  x — *.  Or  quando  tutte  le  radici  di  un’  equazione  sono 
reali , ahbiain  veduto  che  il  numero  delle  radici  positive  di  essa 
è uguale  a quello  delle  variazioni  di  segno  ; dunque,  se  l’eq/  in  x 
non  à che  radici  reali , dovran  trovarsi  nella  trasformata  in  x — » 
tante  variazioni  di  meno  quante  radici  vi  erano  fra  0 ed  » nella 
proposta.  La  presenza  delle  radici  immaginarie  impedisce  che 
questa  conchiusione  sia  generale;  ma  in  tutti  i casi  può  stabi- 
lirsi , ed  è questo  il  teorema  enunciato  da  Budan  , clic  il  numero 
delle  radici  deli eq.'  in  x,  comprese  Ira  0 ed  »,  non  può  sor- 
passar il  numero  delle  variazioni  perdute  passando  da  questa  equa- 
zione alla  trasformata  in  x — ». 

Sia  X=0  un’ equazione  del  grado  m in  x,  e sieno  X',  X'V- 
X<™-‘>,  X<">  la  serie  delle  funzioni  derivate  di  X,  sino  a quella 
che  non  contiene  più  l’ incognita  x.  Facendo  , si  avrà 

la  trasformata  in  y o in  x — » ; e , ordinando  questa  trasformata 
come  al  solito , i suoi  cornicienti  saranno  i valori  che  prendono, 
per  x=»r  le  funzioni 

\(»)  X<— ■)  X"  X' 

l-a-'-ro’  4)’”' i-a’  l' 

D’altra  parte,  per  :r=0,.  queste  funzioni  debbon  ridursi  ai  coeflr- 
eienti  dell’eq.'  X=0;  poiché  allora  la  trasformata  dee  diventar 
quella  che  si  sarebbe  avuto  facendo  x=y.  Cosi , il  teorema  si 
riduce  a dimostrare  che,  numerando  le  variazioni  della  serie  pro- 
cedente dopo  avervi  fatto  o=0 , e dopo  avervi  fatto  x=» , il 
numero  delle  radici  deU’eq.*  X=0,  comprese  fra  0 ed  »,  non 
può  sorpassar  quello  delle  variazioni  che  si  trovan  di  meno  dopo 
la  seconda  sostituzione.  In  questa  serie  di  funiioni  possou  d’ al- 
tronde sopprimersi  i divisori  numerici,  ed  anche  moltiplicare  o 
dividere  ciascuna  di  esse  per  un  qualunque  fattore  positivo,  poiché 
allora  i segni  non  vengono  alterati.  È quasi  cosi  che  Fogne» 
presenta  il  teorema  di  cui  si  tratta,  nella  sua  Analisi  deli  equa- 
zioni , pubblicata  da  Navier  nel  1831.  Noi  andremo  ad  esporne 
si  l’enunciato  che  la  dimostrazione  come  rattrovansi  in  questa 
opera.  • , 

4M.  Teorema.  Essendo  data  un’  equazione  qmlunque  X=Or 
. della  forma  x,n-|-  • -~\-Tx-\-V=Q,  h,  nella  ferie 

delle  m-hl  funzioni 

[1]  X<->,  X<—  >,...  X",  X',  X., 
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«i  sostituiscono  alternativamente  due  quantità  reati  qualunque  aepf 
m.  emendo  <jS,  e ee  dopo  ciaecuna  sostituzione  ri  numerano  la 
variazioni  di  segno  che  presenta  In  serie  de' risultati:  il  numero 
delle  radici  comprese  fra  » e p non  può  giammai  sorpassar  quello 
delle  variazioni  perdute  da  x=a  ad  x={5,  e se  è minore,  la  diffe- 
renza i sempre  un  numero  pari. 

La  dimostrazione  si  farà  esaminando  i cangiamenti  di  segno 
che  possono  succedere  nella  serie  {1] , quando  a:  cresce  d' una 
maniera  continua.  Or  egli  è chiaro  che  nessuna  funzione  di  questa 
serie  può  cangiar  di  segno  senza  passar  per  zero  : poiché , se 
4’ ima  di  esse  cangia  segno  sostituendosi  successivamente  due 
■quantità , noi  sappiamo  che  esiste , fra  queste  quantità , almeno 
un  valore  di  x che  rende  la  funzione  ugnale  a zero.  Quindi  si 
farà  particolare  attenzione  alle  alterazioni  prodotte  nei  segni 
quando  x passa  per  un  valore  a che  annulla  una  o piò  funzioni 
•della  serie  {t}.  Per  maggior  chiarezza  considereremo  successiva- 
mente diversi  casi;  preveniamo  però  fin  da  ora  che  rappresen- 
teremo il  primo  membro  dell’equazione  indiflarcntemeiile  per  X 
o per  F(x)  ; ed  i polinomi  derivati,  per  X f X | 6CC.  o per  fc'V)» 

F"(x)  ecc.  hif-  , 

l.°  Supponiamo  che  il  valore  erro  annulli  una  sola  delle 
funzioni  e che  questa  sia  F ultima,  X o F(x).  Poiché  a non 
rende  zero  alcuna  deile  funzioni  precedenti , è chiaro  che  pren- 
dendo una  quantità  h sufficientemente  piccola , e sostituendo  suc- 
-«ess  bramente  a — A ed  ad  ir  in  queste  funzioni,  le  due  serie 
dei  multati  dovranno  offrir  esattamente  gfi  stessi  segni  che  se  ai 
fosse  sostituito  solamente  a.  Non  si  à dunque  die  a paragonar 
•i  segni  dati  dalle  sostituzioni  di  a—h  ed  o-+-A  nelle  due  ultime 
funzioni,  F'(ir)  e F(x).  Queste  funzioni  diventano 
F'(a— A)  o F(n—à),  per  ir=o— A; 

F'(<H-à)  « F(«4*à) , per  «5=u-f-*. 

Ma  noi  sappiamo  che 

F(a— A)=F(o)— AF'(aH-ecc. , 
F(a-f-à)=F^o)4-WF'(ff)-+*ecc.  ; 
dunque,  osservando  che  F(o)==0,  si  à 

F(o—  *)=— *F'(o)4-ecc.;  ‘ 

F(a-+-à)===-+-AF'(a)  -f-ecc. 

Or , può  prendersi  h tanto  piccolo  che  ogni  sviluppo  rappre- 
senti una  quantità  dello  stesso  segno  che  il  suo  primo  termine  ; 
quindi  abbiamo  semplicemente  a paragonar  i segui  di  F'(a — A) 
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e — F'(a)  con  quelli  di  F'(a-f-A)  e -f-F'(a).  Ma,  abbiamo  già 
osservalo  che  F'(«— A)  e F'(o4-A)  ànno  lo  stesso  segno  che  F'(«)  ; 
dunque , non  facendo  attenzione  che  ai  segni , si  avrà  una  delle 


due  combinazioni  seguenti: 
Per  a — A . . . 
Per  o-+-  A . . . 


H \ 


ovvero 


Dunque  la  sostituzione  di  a+h  nella  serie  [1]  dà  una  variazione 
di  meno  della  sostituzione  di  a> — A. 


2.®  Supponiamo  che  più  funzioni  consecutive  diventino  zero  e 
che  fra  queste  vi  sia  Miche  1’  ultima , -F(x).  Sieno 

F<— >(*),  .-..F'H.  F(*b 

queste  funzioni  consecutive  che  diventano  nulle  facendo  as— •. 1 
Noi  sappiamo  che  questo  caso  si  è quando  l’eq.®  P(«)=0  con- 
tiene i radici  uguali  ad  a;  e siccome  supponiamo  che  nè  la  fun- 
zione nè  alcune  delle  precedenti  diventi  zero  pel  valore 

x=a,  così  siamo  sicuri  che  se  A è sufficientemente  piccolo,  i 
segni  della  serie  [1]  non  potranno  essere  alterati,  passando  da 
x=n — A ad  x=*i-\-k,  che  nella  parte  che  vien  dopo  F**>(a:). 


Così  basterà  paragonar  i segni  delle  due  lìnee  seguenti 

[2]  F W(«— A) , F^— >(o— A) , . . . F'(n— A) , F(« — A)  ; 

[3]  FM(<h-A)  , , . . . F'(«-t-A) , F(fl-f-A). 

Sviluppiamo  F(,-,'(a — A),  Ft,— *>(«— A) , ecc.  Tenendo  conio 

delle  ipotesi  F(a)=0  F'(a)==0. ...  F<*-‘>(a)=0,  si  à 


F‘<-  — A)=F1‘-  •>(«) — AFW(a)-|-ccc.  = — AF<’>(a)  -f-eoc. 

Fl'“>>(o— -A)=F<'_*)(a) — AF<'— ’>{a)-4-|-A*FW(n)— ecc. 
=H~  g A»F<'>(a)— eoe. 


ecc. 


La  quantità  A essendo  piccolissima,  il  primo  sviluppo*  è una 
quantità  di  segno  contrario  a F'W(o) , il  secondo  è una  quantità 
dello  stesso  seguo,  e così  di  seguito,  alternando  i segni  fino  a 
F(«  A). 

Sviluppando  similmente  i valori  corrispondenti  ad  a+A  , egli 
è chiaro  che  si  avranno  delle  quantità  tutte  dello  stesso  segno 
che  D’altra  parte,  i segni  di  P<*>(a — A)  e di  F<0(*-f-A) 

debbono  essere  gli  stessi  che  quelli  di  FW(«).  La  linea  [2]  non 
à dunque  che  variazioni , le  quali  sono  i di  numero,  mentre  die 
la  linea  [9]  non  à che  permanenze. 

Cosi  l’insieme  de’ segni  della  serie  [1],  quando  x passa  da 
a— A ad  a-f-A , dee  perdere  i variazioni , cioè  quante  radici  vi 
anno  eguali  ad  a. 
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3.*  Supponiamo  ancora  che  il  valore  x—a  annulli  una  sola 
delle  funzioni,  ma  che  questa  sia  una  funzione  intermedia  X<*> 
o FW(x).  Scriviamo  la  serie  [1] , come  qui  appresso  , mettendo 
dei  punti  in  luogo  dei  termini  che  sono  inutili  : 

....X<»+1>,  X<*>,  X<"- > 

X<">  essendo  la  sola  funzione  che  si  annulla  per  x=a , ne  segue 
che  ciascuna  di  quelle  che  stanno  innanzi  o dopo  X(*>  dee  dar 
lo  stesso  segno  sostituendovi  a — A , a+h,  a. 

Se  la  serie  precedente  non  comprendesse  alcuna  delle  funzioni 
X<,_,>,  X<*-*>. . . . die  vengon  dopo  X<’>,  il  caso  che  esaminiamo 
sarebbe  simile  al  primo , e saremo  certi  che  la  serie  dei  segni 
corrispondenti  ad  a — A,  paragonata  con  la  serie  di  segni  corrispon- 
denti o+A  perderebbe  una  variazione.  Ed  abbiamo  veduto  ancora 
che  questa  perdita  à luogo  perchè  i due  ultimi  segni  presentano 


una  di  queste  combinazioni  : 

Per  a — A. . .-f-—  ì 
Per  o-(-A. . j 


ovvero 


Quindi  scrivendo  sulla  stessa  linea  i valori  che  prendono  le  tre 


funzioni  X'"*,  X(*~ ' •>,  per  la  sostituzione  di  a — A;  ed  al 


disotto,  sopra  un’altra  linea  i valori  che  prendono  queste  funzioni, 
per  la  sostituzione  di  «r-f-A,  i segni  non  potranno  offrir  che  una 


ih  queste  quattro  combinazioni 

Per  n — A.  ..+■■■  \ -—-+--4-  + - I I “ 

Per  a-j-h . . . — I — |-  — t*  -+-  H — 1 | — 

Qualunque  sia  la  combinazione,  è chiaro  che  passando  da  «—A 
ad  o-t-A,  la  serie  [1]  perde  due  variazioni  o nessuna. 

4.°  Supponiamo, che  più  funzioni  consecutive  diventino  nulle, 
e che  fra  esse  non  v’abbia  l'ultima,  X.  Scriviamo  la  serie  [i] 


come  qui  appresso, 

....  X<-*">,  X<-+'— >, ....  X<->,  X<—>, .... 
ed  ammettiamo  che  le  t funzioni  comprese  fra  Xl'+h  ed  X<*-’) 
diventano  zero,  senza  che  ciò  succeda  per  alcuna  altra.  In  questa 
sola  parte  potranno  aversi  dei  cambiamenti  di  segni  passando  da 
x=a— A ad  o=o-f -A.  Se  la  serie  [1]  terminasse  ad  X<*>,  si  ri- 
caderebbe  nel  2.®  caso,  e si  conchiuderebbe  che  debbon  aversi 
» variazioni  perdute.  Ma  per  tener  conto  della  funzione 
bisogna  distinguere  le  ipotesi  di  * pari  e quelle  di  i impari. 

Quando  « è pari  il  numero  dei  termini  X(,+*V  ••  X(">  è im- 
pari. Or  per  ciò  che  si  è detto  nel  2,®  Caso,  passando  da  X(*^’,> 
ad  X<*>,  i segni  risultati  dalla  sostituzione  di  a—h  saranno  aller- 
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nativi;  dunque  X(">  sarà  dello  stesso  di  X1"-*-1).  Al  contrario  i segni 
risultanti  dalla  sostituzione  di  a-|-A  saranno  tutti  uguali  a quello 
di  X<"H~').  Ma  quest’ ultima  funzione  dee  aver  lo  stesso  segno 
dopo  ciascuna  sostituzione;  dunque  anche  la  funzione  X<“>  avrà 
lo  stesso  segno;  dunque  da  x—a — h ad  x=a~\~h,  il  numero 
delle  variazioni  perdute  è uguale  ad  t. 

Quando  i è impari , il  numero  delle  funzioni  . . . X1"», 

è pari;  ed  il  ragionamento  precedente  dimostra  che  le  sostitu- 
zioni di  o — h ed  a-f-A  danno  per  X(">  dei  risultati  di  segno  con- 
trario. Da  ciò  segue  che  i due  termini  XW  ed  X<*-*>  non  possono 
offrire,  dopo  queste  sostituzioni , che  l’ una  di  queste  quattro  com- 
binazioni : 


i:  i n i i 

Nella  prima  e nell’ ultima,  una  permanenza  è sostituita  da  una 
variazione  ; e nelle  due  intermedie  una  variazione  è sostituita  da 
una  permanenza.  Dunque  il  numero  delle  variazioni  perdute  per 
la  serie  [1]  non  è più  i,  ma  bensì  » — 1 o «+1. 

Cosi  quando  t è pari  il  numero  delle  variazioni  perdute  è »; 
e quando  i è impari  questo  numero  è « — 1 o i-J-1;  dunque 
questo  numero  è sempre  pari. 

5.°  Supponiamo  in  ultimo  luogo  che  la  sostituzione  di  a faccia 
svanire  delle  funzioni  nelle  diverse  parti  della  serie  [!]•  Se  in 
queste  funzioni  ve  ne  sono  i consecutive  fra  le  quali  vi  sia  l’ultima 
X,  l’equ.1  X=0  à * radici  eguali  ed  u,  e,  per  ciò  che  abbiam 
detto  (l.°  e 2.°),  svanendo  queste  funzioni  si  à una  perdita  di  i 
variazioni  nel  passare  da  xr=ia—h  ad  a;=a-f-A.  Riguardo  poi 
alle  funzioni  intermedie  che  svaniscono,  ciò  che  abbiam  detto 
(3.*  e 4.°)  mostra  che  esse  non  possono  far  perdere  che  un  nu- 
mero pari  di  variazioni. 

I cinque  casi  che  abbiamo  percorsi  danno  luogo  alle  conse- 
guenze seguenti.  Crescendo  x d’una  maniera  continua  i cangia- 
menti che  si  effettuano  nei  segni  della  serie  [1]  non  possano  far 
crescere  il  numero  delle  variazioni , ma  solamente  diminuirlo. 
Ogni  volta  che  x viene  a farsi  maggiore  d’ una  radice  a,  vengono 
a perdersi  delle  variazioni,  e se  ne  perdono  tante,  quante  sono 
le  radici  lattali  ed  a contenute  nell'equazione,  o anche  di  più, 
ma  il  di  più  è un  numero  pari.  Può  anche  darsi  che  si  perdono 
delle  variazioni  senza  che  x passi  per  una  radice  dell’equazione; 
ed  allora  esse  son  sempre  di  numero  pari- 
le;. iti  Alg.  51 


402  IKZIOHl  DI  At.GKHRA. 

Dunque  finalmente , se , dopo  aver  sostituito  nella  serie  [1]  un 
valore  x=»,  si  sostituisca  un  valore  maggiore  ar=/3,  il  numero 
delle  variazioni  perdute  sarà  o uguale  al  numero  delle  radici  com- 
prese fra  » c P,  o maggiore  per  un  numero  pari.  E questo  è 
il  teorema  che  dovevamo  dimostrare. 

4941.  Se  la  sostituzione  di  un  valore  x=a  facesse  svanire  una 
n più  funzioni  della  serie  [1],  non  sapremmo  regolarci  per  nume- 
rare le  variazioni.  Ma  può  evitarsi  la  difficoltà  sostituendo  ad  a 
dei  numeri  a — A ed  a-f-A  poco  differenti  da  a.  Non  v’è  bisogno 
di  nuovi  calcoli  per  determinare  i segni  che  da  queste  sostituzioni 
risultano.  Da  prima  le  funzioni  che  non  svaniscono  pel  valore 
x=a,  debbon  conservare  lo  stesso  segno;  e in  quanto  alle  fun- 
zioni che  svaniscono , basterà  ricordarsi  ciò  che  si  è detto  al 
numero  precedente  (4.°).  Abbiam  veduto  in  effetti  che  la  sosti- 
tuzione a — A sostituisce  ai  zeri  dei  segni  alternativi  di  cui  il 
primo  è contrario  al  segno  a dritta  del  quale  son  situati  questi 
zeri , mentre  che  la  sostituzione  di  a-f-A  sostituisce  ai  zeri  questo 
stesso  segno.  Questo  metodo  dicesi  da  Fouribr  regola  del  doppio 
segno.  Essa  in  sostanza  si  riduce  a sostituir  da  primR  ai  zeri  dei 
segni  tali  che  s’  abbia  il  maggior  numero  possibile  di  variazio- 
ni , ed  in  seguito  dei  segni  tali  che  se  n’  abbia  il  minor  numero 
possibile. 

Cosi,  supponiamo  che  siasi  trovato 

Per  x=a,  +0 (-0000—  0-f-; 

applicando  la  regola  del  doppio  segno,  si  avrà 

Per  x=a — A,  H 1 | (-  — H — K 

Per  a?=a-t-A,  -H — | — — •+-  — { — | — | — f-  1 -f-. 

È chiaro  allora  che  x passando  pel  valore  a,  fa  perdere  quattro 
variazioni  alla  serie  dei  segni.  È d’altronde  evidente  che  a non 
è radice  dell’equazione,  poiché  l’ultima  funzione  non  si  è ridotta 
a zero  per  xz=a.  Vedremo  in  appresso  che  queste  quattro  varia- 
zioni perdute  indicano  con  certezza  la  presenza  di  quattro  radici 
immaginarie. 

4»».  Riprendiamo  la  serie 

[1]  X<*>,  X<— > ...  X",  X',  X. 

Sostituendo  ad  x de’ valori  negativi  al  di  là  di  un  certo  limite 
.t=— A , i segni  di  queste  funzioni  saran  quelli  dei  loro  primi 
termini.  Ma , pel  modo  con  cui  son  formati  i polinomi  derivati, 
egli  è chiaro  che  questi  primi  termini  son  composti  delle  potenze 
a® , , x» , . . . xM , moltiplicate  per  dei  coefficienti  che  son  tutti 
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dello  stésso  segno;  dunque  dopo  la  sostituzione  di  x = — A ,’ 
la  serie  delle  funzióni  non  avrà  che  variazioni. 

Similmente  dei  valori  positi  di  x,  maggiori  di  un  certo  limite 
ar=-j-B,  faranno  prendere  alle  funzioni  della  serie  [1]  dei  valori 
che  saranno  tutti  dello  stesso  segno , di  maniera  che  la  serie 
dei  risultati  non  offrirà  che  permanenze. 

Poiché  la  sostituzione  del  limite  — A,  nella  serie,  delle  fun- 
zioni [i]  non  dee  dar  che  variazioni , e che  queste  funzioni  sono 
al  numero  di  m-f-1 , ne  segue  che  il  numero  delle  variazioni  è 
uguale  ad  w» , cioè  al  grado  dell’  eq.*  X=Q.  Cosi  m è il  numero 
totale  delle  variazioni  che  dee  perdere  la  serie  [1]  facendo  cre- 
scere x da  — A sino  a -+-B. 

Ciò  posto , consideriamo  il  caso  in  cui  le  m radici  dell’  eq.* 
X=0  son  reali,  e,  supponiamo  che  si  sostituiscano  nella  serie  [1] 
due  quantità  * e P comprese  fra  — A e -f-B  tali  che  sia 
il  numero  delle  radici  comprese  fra  * e p sarà  precisamente  lo 
stesso  che  quello  delle  variazioni  perdute  nella  serie  [i]  passando 
da  *=*  ad  x=§.  In  effetti , sappiamo  che  il  numero  di  queste 
radici  non  può  esser  maggiore  di  quello  delle  variazioni  perdute 
(494);  e,  d'altra  parte,  se  fosse  minore  bisognerebbe,  per  com- 
pensazione, che  ii  trovassero , passando  da  —A  ad  » o da  p a -f-B, 
più  radici  die  variazioni  perdute,  il  che  è impossibile  (498). 

Supponiamo  ora  che  le  m radici  dell’  equazione  non  sien  tutte 
reali.  Chiamiamo  n il  numero  delle  variazioni  perdute  passando 
da  * a 0.  Pel  teorema  del  n.°  495,  è chiaro  che  il  numero  delie 
fidici  reali  ché  sono  al  di  qtfà  di  » e al  di  là  di  p non  dovrà 
giammai  sorpassare  m — n;  dunque,  se  vi  sono  Ila  « e p meno 
di  » radici  reali,  è certo  che  questo  numero  dee  esser  comple- 
tato con  delle  radici  immaginarie. 

Per  tal  ragione,  e aifìn  di  render  più  generale  il  ragionamento, 
Foukier  propone  di  riguardar  l’ intervallo  fra  * e £ come  conte- 
nente n radici;  ma  allora  dee  sottinteudersi  che  talune  di  esse 
siano  nulle  o immaginarie. 

499.  Il  teorema  del  n.*  495  comprende  come  corollario 
quello  di  Descartes.  Per  un  certo  limite  positivo  x=4-B,  la 
serie  [1]  non  dee  avere  che  permanenze.  Ma  facendo  x=0,  le 
funzioni  di  questa  serie  si  riducono  ai  coefficienti  stessi  deli’eq  .* 
X=D,  fatta  astrazione  da  certi  moltiplicatori  numerici  e positivi; 
dunque  da  x=0  ad  x=4-B,  la  serie  dee  perdere  tante  variazioni 
quante  ve  ne  sono  nell’equazione;  dunque  il  numero  delle  radici 
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positive,  lo  quali  sono  tutte  fra  0 e -f-B  è tatto  al  più  uguale 
al  numero  delle  variazioni  dell’  equazione.  Tale  è in  effetti  il 
teorema  di  Descartes  (489). 

Mancando  l'equazione  di  taluni  termini,  vi  saranno  nella  serie 
[1]  delle  funzioni  che  andranno  a zero  per  x=0.  Ma  può  sup- 
porsi che  questi  zeri  abbiano  segni  tali  che  le  variazioni  sieno 
dello  stesso  numero  che  se  non  si  tenesse  conto  dei  termini  man- 
canti; quindi  il  corollario  è vero  senza  che  sia  necessario  di  tener 
conto  di  questi  termini.  Questa  osservazione  si  accorda  perfetta- 
mente con  ciò  che  si  è detto  nel  teorema  di  Descartes.  E qui 
possiamo  ancora  aggiungere , come  conseguenza  immediata  del 
nuovo  teorema , che  se  il  numero  delle  variazioni  dell’equazione 
è maggiore  che  quello  delle  radici  positive,  la  differenza  sarà 
sempre  un  numero  pari,  che  indicherà  nell’ equazione  un  numero 
eguale  di  radici  immaginarie. 

499.  L’utilità  del  nuovo  teorema  per  la  ricerca  delle  radici 
reali  è facile  a concepirsi.  Nelle  funzioni 

[1]  X«»>  X<— > X",  X',  X, 

si  sostituiranno  delle  quantità  negative  crescenti  da  0 verso  — oo 
finché  si  arrivi  ad  un  limite  — A che  dà  sole  variazioni  ; poi  si 
.sostituiranno  ancora  delie  quantità  positive  crescenti  da  0 verso 
-f-oo,  finché  si  arrivi  ad  un  limite  -t-B  che  dà  sole  permanenze. 
Rispetto  agli  intervalli  delle  sostituzioni,  potranno  esse  variar  con 
legge  conveniente.  Fra  questi  intervalli  bisognerà  distinguerne  di 
più  sorte. 

Se  un  intervallo  & compreso  fra  duo  quantità , l’ una  delie 
quali  dà  una  variazione  di  meno  dell’  altro , vi  sarà  fra  queste 
quantità  una  radice  reale  dell’ equazione,  e non  ve  ne  sarà  che  una. 

Se  un  intervallo  è compreso  fra  due  quantità  , l’ una  delle 
quali  dà  più  variazioni  di  meno,  ma  in  numero  impari,  vi  sarà 
in  quest’  intervallo  un  numero  impari  di  radici  reali  ma  non  sa- 
premo se  ve  n’  à una  soia  o ve  n’  anno  più. 

Finalmente , se  un  intervallo  è compreso  fra  due  quantità,  l’una 
delie  quali  dà  più  variazioni  di  meno  ma  in  numero  pari , que- 
st’ intervallo  potrà  contenere  un  numero  pari  di  radici  o non  ne 
conterrà  alcuna. 

&OM.  Nei  due  ultimi  casi,  rimane  incertezza  sul  numero  delle 
radici  reali  che  comprende  l’ intervallo.  La  prima  idea  che  si 
offre  alia  mente  è di  dividere  !’  intervallo  in  altri  intervalli  minori 
con  delle  quantità  intermedie  che  si  sostituiranno  nella  serie  [t], 
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e d' applicar  a queste  sostituzioni  le  regole  precedenti.  Se  la 
separazione  non  è ancora  completamente  operata  si  suddivideranno 
ancora  questi  intervalli , e cosi  di  seguito.  Quando  l’ intervallo 
primitivo  non  comprende  che  radici  reali  ed  ineguali , queste 
suddivisioni  ripetute  debbono  operar  infallibilmente  la  separazione. 
Trasandiamo  qui  il  caso  delie  radici  eguali  mentre  abbiamo  un 
metodo  per  decomporre  un’  equazione  che  à radici  eguali  , in 
altra  equazione  di  cui  le  radici  sien  tutte  ineguali. 

Quando  l'intervallo  primitivo  non  comprende  radici  reali,  la 
suddivisione  di  questo  intervallo  anderà  all’ infinito,  e non  potrà 
giammai  conoscersi  Ee  la  separazione  è impossibile , perchè  le 
radici  son  tutte  immaginarie,  o se  dessa  è solamente  ritardata 
perchè  le  loro  differenze  son  molto  piccole.  Nuove  regole  abbiso- 
gnano quindi  per  far  sparire  ogni  dubbio  ; ed  a ciò  si  arriva  sicura- 
mente adoperando,  con  Lagrangb , delle  sostituzioni  intermedie 
i cui  intervalli  sieno  minori  della  più  piceola  differenza  fra  le 
radici.  J!i  y •>.,  ; ,-L  »i>  ,/  . 

Resta  adunque  ancora  ad  evitar  l’ equazione  ai  quadrati  delle 
differenze , che  riesce  penosa  a calcolarsi  ; ed  abbiam  già  detto 
che  questo  scopo  Budan  aveasi  prefisso  nelle  sue  ricerche.  Ma 
non  à potuto  riuscirvi  anche  con  l’aiuto  del  suo  teorema;  e la 
sola  utilità  che  da  esso  ricavasi  consiste  nel  riconoscere  , come 
abbiam  fatto  precedentemente , certi  intervalli  nei  quali  non  v’  à 
alcuna  radice  reale , il  che  può  diminuir  considerabilmente  il 
numero  delle  sostituzioni  richieste  dal  metodo  di  Lagrangb. 

Foirier,  nella  sua  Analisi  dell’  equazioni  non  è stato  più  fe- 
lice. Non  pertanto  questo  geometra  nelle  memorie  dell’  istituto 
anno  1827 , à enunciato  potersi  immediatamente  procedere  al 
calcolo  delle  radici  in  frazioni  continue , come  se  già  si  conoscesse 
che  tutte  le  radici  son  reali,  e che  la  distinzione  delle  radici 
reali  e delle  immaginarie  debba  di  per  se  palesarsi  ; ma  questa 
proprietà  notevole  nelle  frazioni  continue  non  è stata  in  alcun 
modo  dimostrata.  Il  signor  Vincbnt  à dimostrata  questa  proprietà 
ed  à dimostrato  ancora  che  da  essa  ricavasi , per  risolvere  le 
equazioni,  un  metodo  rigoroso  che  non  à bisogno  affatto  dell’equa- 
zione ai  quadrati  delle  differenze.  Il  teorema  di  Budan  è di  mi 
grande  aiuto  per  diminuire  il  numero  delle  sostituzioni  che  do- 
vrebbero farsi.  Veggasi  la  Memoria  del  signor  Vincent  , già 
citata , pag.  417. 
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T mirtina  di  Siam  — Uio  di  tuo  nella  risolatione  delle  eifuatxoni— 
Come  da  etto  ricavanti  le  condizioni  della  realtà  delle  radici. 

SOI.  Se  si  avesse  un  teorema  per  giudicar  |di  una  maniera 
precisa  quante  radici  reali  un’  equazione  comprende  fra  due  numeri 
«lati , si  potrebbe  procedere  d’  una  maniera  certa  al  calcolo  di 
queste  radici  mediante  approssimazioni  successive , dividendo  l’ in- 
tervallo di  questi  due  numeri  in  intervalli  parziali  sempre  piu 
ristretti.  Questo  importante  teorema  è stato  trovato  da  Stlrm 
che  1’  à comunicato  all’Istituto  nel  1829;  e d’ allora  in  poi  è 
divenuta  una  parte  essenziale  della  teoria  dell  equazioni. 

Sia  un’equazione  X=©  non  avente  piu  radici  eguali,  il  cui 
primo  membro  è'  nn  polinomio  della  forma- 

X=Ga:",-f-Px*-‘-4-Qa:— *. . . .-t-Tar+U , 
in  cui  tutti  i coefficienti  son  de’  numeri  reali , formiamo  da  prima 
il  polinomio  derivato  X,  di  X ; dividiamo  X per  X, , e quando 
saremo  arrivati  ad  un  resto  di  grado  inferiore  ad  X, , cambiamo 
i segni  a tutti  i termini  di  questo  resto.-  Chiamiamo  X,  questo 
resto  coi  segni  cambiati  i dividiamo  similmente  X,  per  Xm  c 
cambiamo  ancora  i segni  del  resto  ; avremo  un  nuovo  polinomio 
X,  di  grado  minore  di  X,.  Dividiamo  similmente  X,  per  X,, 
e continuiamo  questa  serie  di  divisione  come  se  si  trattasse  di 
trovar  il  massimo  comuu  divisore  fra  X ed  X, , avendo  cura  di 
cambiar  sempre  i segni  dei  resti.  È certo  che  alla  fine  dovrà 
arrivarsi  ad  un  resto  numerico,  cioè  non  contenente  più 
questo  resto  sarà  diverso  da  zero altrimenti  l’ eq»  X=0 
avrebbe  delle  radici  eguali  il  che  è contro  l’ ipotesi.  Cosi  dopo 
aver  cangiati  i segni  di  questo  resto  rappresentiamolo  con  X,. 

Si  avrà  cosi  una  serie  di  funzioni 
{x)  X,  X,,  X,,  X,,....  X,_ , , X, 

che  tutte  conterranno  x , tranne  l’ ultima  X,.  Chiameremo  questa 
serie  di  funzioni , cosi  scritte , la  serie  (ar);  e per  indicar  ciò  che 
essa  diventa  sostituendo  ad  x un  valore  particolare  a , diremo  la 
tene  (a).  Cliiameremo  poi  funzioni  intermedie  quelle  situate  fra 
X ed  X,.  Ciò  posto , ecco  una  regola  certe  per  conoscere  quante 
radici  reali  nell’eq.'  X=0  son  comprese  fra  due  numeri  qualun- 
que « e ,8,  essendo  *<£. 

Si  sostituisca  * nella  serie  (x) , ti  scrivano  per  ordine  in  «ma 
flessa  linea  i segni  di  lutti  i risultali , poi  ti  numerino  le  varùi- 
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aioni  contenute  in  questa  serie  di  segni  ; si  scrivano  similmente  in 
una  istessa  linea  i segni  che  si  ottengono  sostituendo  p,  e poi  si 
numerino  le  variazioni  di  questa  seconda  serie:  l'eq.'  Xz=d)  avrà 
tante  radici  reali  fra  » e p,  quante  variazioni  di  meno  à la  se- 
conda serie  rispetto  alla  prima,  _ 

È questo  il  bel  teorema  di  cui  Stubm  à arricchito  1’  analisi 
algebrica  e noi  andremo  a dimostrarlo. 

Chiamiamo  Y,  Y,  Y, Y,_, , i quozienti  che  si  ottengono 

dividendo  Xper  X,,  X,  per  X»,  ecc.  e ricordiamoci  che  i resti 
di  queste  divisioni  sono  — X, , — X,. . . — Xr.  Avremo  le  ugua- 
glianze 

/ X =X,  Y.-X,, 

\ X,=X,  Y.-X,, 

[I]  | X.=X,  Y.-X*, 

( X,_,=X,_.  Y,-.-X,. 

Due  conseguenze  importanti  si  deducono  immediatamente  da 
queste  uguaglianze. 

1. »  Due  funzioni  consecutive  della  serie  (x)  non  possono 
annullarsi  per  uno  stesso  valore  di  x.  In  effetti  se  si  potesse 
avere  insiememente  X„_,=0  ed  X„=0,  l’eguaglianza 

X._,=X.  Y„ — Xw-t-i 

che  si  trova  tra  le  precedenti,  proverebbe  doversi  avere  ancora 
X„+,  = 0;  e discendendo  da  uguaglianza  in  uguaglianza  si  cpn-. 
chiuderebbe  ancora  X,=0 , il  che  è contro  l’ipotesi. 

2. »  Se  una  funzione  intermedia  della  serie  (x)  diventa  zero 
per  un  certo  valore  di  w , i valori  della  funzione  precedente  e della 
seguente  son  di  segno  contrario.  In  effetti  quando  si  à X»  = 0 
l’uguaglianza  precedente  si  riduce  ad  X»-,= — X«-m. 

Ora  supponiamo  che  a partir  da  X=»  si  faccia  aumentare  x 
d’una  maniera  continua,  ed  esaminiamo  come  si  possono  intro- 
durre de’  cangiamenti  ne’  segni  della  serie  (x)  finché  x non  sarà 
arrivato  ad  un  valore  tale  da  far  svanire  una  o più  funzioni  della 
serie  (x),  è chiaro  che  nessuna  di  queste  funzioni  cambierà  segno, 
e che  quindi  la  serie  (x)  presenterà  sempre  le  stesse  successioni 
di  segni.  Supponiamo  dunque  che  x sia  arrivato  ad  un  valore  a 
che  annulli  una  o più  delle  funzioni  X , X* , X, , ecc. , ma 
supponiamo  da  prima  che  X non  si  annulli. 

Sia  X.  una  funzione  intermedia  che  si  riduce  a zero  pel  valore 
x=a.  Per  Ciò  che  abbiamo  osservato  di  sopra  (l.°  2,*),  1®  hm- 
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rioni  X*_,  ed  Xn4-,,  pel  valore  x=a,  dovranno  essere  differenti 
da  zero  ed  aver  segni  contrari;  di  maniera  ehe  dando  alla  fun- 
zione nulla  un  segno  qualunque,  la  serie  delle  tre  funzioni  X, 

X„  ed  X„+1,  presenterà  sempre  una  variazione  e non  ne  presen- 
terà che  una. 

Da  x==»  fino  ad  ®=a,  nessuna  delle  funzioni  X»_,  ed  X„-^, 
avendo  cambiato  segno , àn  dovuto  essere  di  segno  contrario  ; 
quindi  qualunque  sia  stato  il  segno  di  X,  prima  di  far  x=a,  la 
serie  delle  tre  funzioni  presentava  ancora  una  variazione  e non 
ne  presentava  che  una. 

Facendo  ar=a-(-A,  potrà  prendersi  A positivo  e tanto  piccolo 
che  non  vi  sia  alcuna  radice  dell’eq.*  X.— ,=0  ed  X,+i  = 0 
fra  a ed  a-|-A.  In  quest’intervallo  nessuna  delle  funzioni  X,_, 
ed  X.+,  cambierà  segno;  esse  dunque  saranno  di  segno  contrario, 
e quindi  qualunque  sia  il  segno  di  X, , vi  sarà  ancora  una  sola 
variazione  nella  serie  delle  tre  funzioni. 

Se  qualche  altra  funzione  intermedia  divenisse  zero  per  x=i 
si  vede  che  dessa  deve  trovarsi  fra  due  funzioni  che  non  si  an- 
nullano , ed  i ragionamenti  precedenti  saranno  perfettamente 
applicabili  a queste  tre  funzioni.  Dunque,  dopo  il  valore  x=n 
vi  sarà  nella  serie  (#)  lo  stesso  numero  di  variazioni  che  precedente- 
mente, quantunque  possono  essere  altrimenti  disposte. 

La  successione  de'  segni  che  si  stabilisce  sostituendo  dei  valori 
di  x maggiori  di  a si  mantiene  la  stessa  finché  x non  sorpassi 
un  valore  die  annulli  qualche  funzione  della  serie  ( x ).  Ma  se  questo 
valore  non  annulla  la  prima,  X,  il  ragionamento  precedente  dimo- 
stra che  dopo  questo  valóre  ie  variazioni  delia  serie  (xj  saranno 
ancora  dello  stesso  numero.  Dà  ciò  risulta  chiaramente  clic  questo 
numero  non  può  cambiare  ammenoché  x non  arrivi  a sorpassar 
una  radice  dell’eq.'  X=0.  Bisogna  dunque  paragonar  i segni 
che  prende  allora  questa  serie  con  quelli  che  essa  avea  prece- 
dentemente , per  valori  di  x poco  minori  di  questa  radice. 

Sia  a una  radice  dell’eq.*  X=0:  facciam  x='t-j-h , essendo 
A una  quantità  positiva  quanto  si  voglia  piccola.  Chiamando  A, 
A',  A". . . . i valori  del  polinomio  X e delie  sue  derivate  per 
X—a,  e chiamando  H il  valore  di  X corrispondente  ad  a -j- A, 
si  avrà  H=A+A,A-{— | A"A*-f-ece.  Ma  poiché  a è una  radice 
di  X=0,  si  à A=0;  dunque 

H=e=A'A-+-  J A''A*-f-ecc.  ; 

e d’altronde  è certo  (die  A'  è diverso  da  zero,  mentre  che 
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l'eq.*  X=0  non  à radici  eguali.  Mettendo  A in  fattore  si  scriverà 
H=A(  A"A-+-ecc.). 

Allora  è evidente  che  dando  ad  A dei  valori  positivi  piccolissimi, 
la  quantità  nelle  parentisi  sarà  dello  stesso  segno  del  suo  primo 
termine  A'  dunque  H sarà  ancora  dello  stesso  segno  di  A'.  Per 
conoscere  ciò  che  era  X prima  che  x fosse  arrivato  al  valore  a, 
si  farà  in  X,  x=a — A;  e,  per  aver  il  risultato  H'  di  questa 
sostituzione , basterà  cangiar  A in  —A  nell’  espressione  di  H.  Per 
tal  modo  si  à 

H'= — A(Af— § A"A+ccc.) , 

e si  vede  chiaramente  che  per  valori  piccolissimi  di  A la  quan- 
tità H'  è di  segno  contrario  ad  A'.  Cosi  prima  che  x fosse  arrivato 
al  valore  a,  vi  era  nella  serie  (a;)  una  variazione  da  X,  ad  X,; 
e,  dopo  che  x à sorpassato  a,  questa  variazione  si  trova  sosti- 
tuita da  una  permanenza.  Or  da  ciò  che  si  è detto  precedente- 
mente  risulta  che , per  valori  di  x poco  minori  o poco  maggiori 
di  a,  il  resto  della  serie  (<r)  dee  sempre  avere  un  numero  di 
variazioni,  quando  anche  x=a  annullasse  qualche  funzione  in- 
termedia ; dunque  quando,  crescendo  x,  viene  a farsi  maggiore  di 
una  radice  dell’cq.'  X=0  la  serie  (x)  perda  una  variazione. 

Continuando  a crescere  x,  il  numero  attuale  delle  variazioni 
della  serie  (ar)  resterà  lo  stesso  finché  x non  sorpassi  un’  altra 
radice,  ed  allora  si  perderà  un’altra  variazione.  Lo  stesso  suc- 
cederà ogni  volta  che  x sorpasserà  una  nuova  radice;  di  mar 
niera  che  le  variazioni  perdute  della  serie  x saran  sempre  dello 
stesso  numero  che  le  radici  di  X = 0,  comprese  fra  il  valore 
x=»,  dal  quale  si  son  cominciate  le  sostituzioni,  ed  il  valore 
x=p  al  quale  si  fermano.  E ciò  dovevamo  dimostrare. 

*tt*.  Osservazioni.  I.  Nelle  divisioni  successive  che  servono 
a trovar  X,,  X,,  ecc.  Possono  moltiplicarsi  o dividersi  i divi- 
dendi e i divisori  per  dei  numeri  positivi  qualunque.  Per  tal 
modo  le  funzioni  X,  X, , X.,  ecc.  saran  solamente  moltiplicate  o 
divise  per  dei  numeri  positivi,  il  che  non  cambierà  il  loro  segno. 

II.  Se  nella  serie  (x)  v’à  una  funzione  X,  che  non  possa 
diventar  zero  da  x=a  ad  x=p,  e si  voglia  conoscere  il  nu- 
mero delle  radici  comprese  fra  * e (3,  potrà  arrestarsi  la  serio 
a questa  funzione  e far  astrazione  da  quelle  che  vengon  dopo  di 
esse.  In  edòtti  è facile  vedere  che  facendo  variar  x solamente 
da  a a |S,  può  applicarsi  alla  serie  parziale  X,  X,,...  X,  tutto 
ciò  che  si  è detto  per  la  serie  completa. 
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III.  Il  caso  in  cui  uno  dei  limiti  » e p facesse  svanire  uni 
delle  funzioni  X,  X,,  eoe.  non  può  dar  luogo  ad  alcuna  diffi- 
coltà. Se  sparisce  una  funzione  intermedia , abbiamo  veduto  che 
essa  trovasi  sempre  situata  fra  due  funzioni  che  non  spariscono 
e che  sono  di  segno  contrario;  di  maniera  che  può  indiflèven- 
temente  prendersi  la  funzione  nulla  col  -f-  e col  — , o anche 
non  tenerne  alcun  conto.  Se  poi  svanisce  X,  e ciò  succede  ad 
esempio  facendo  x=P,  si  conchiuderà  da  prima  che  p è una 
radice  ; indi  si  osserverà , per  la  dimostrazione  del  n."  prece- 
dente, che  dando  ad  x dei  valori  poco  maggiori  di  P vi  à una 
permanenza  da  X ad  X, , mentre  che  nel  resto  della  serie  a 
partir  da  X,  vi  è lo  stesso  numero  di  variazioni  che  per  «=|3, 
Si  conoscerà  dunque  per  •«  regola  generale  il  numero  delle  ra- 
dici  reali  comprese  fra  * ed  una  quantità  poco  maggiore  di  fi. 

IV.  Supponiamo  ora  che  X,  non  sia  più  la  funzione  derivata 
di  X ma  un  polinomio  che  soddisfi  solamente  alle  condizioni  di 
non  aver  fattori  comuni  con  X e di  prendere  un  segno  contrario 
ad  X per  valori  di  x poco  minori  d’una  radice  qualunque  di 
X=0  ; poi  serviamoci  di  questo  polinomio  per  calcolarci  Xm , 
Xs , . , . come  ci  siam  serviti  da  prima  del  polinomio  derivato. 
Il  teorema  di  Sturi*  sussisterà  egualmente  con  la  nuova  serie 
X,  X,,  X,,. . . In  effetti,  da  una  parte,  rinvenendo  sui  dettagli 
della  dimostrazione,  si  vedrà  che  le  nuove  funzioni  intermedio 
godono  ancora  delle  stesse  proprietà;  e,  da  un’altra  parte,  ò 
chiaro  che  passando  da  un  valore  di  x poco  minore  di  una  radioo 
di  X=0  ad  un  valore  poco  maggiore , la  funzione  X dovrà  cam- 
biar segno  mcntro  che  la  funzione  X,  che  non  à alcun  fattore 
comune  con  X dovrà  conservare  lo  stesso  segno. 

A03.  Passiamo  ora  a far  vedere  come  il  teorema  di  Sturm 
possa  ancora  applicarsi  quando  l’equazione  à radici  eguali.  Sia 
X=(aJ — ò)"'(x— e)(x— <f) . . . 
le  divisioni  indicate  per  dedurre  dal  polinomio  X e dal  suo  de- 
rivato X, , lo  funzioni  X, , X,  occ.  condurranno  ad  un  divisore 
esatto  Xr  funzione  di  x ohe  sarà  il  massimo  comun  divisore 
di  X e di  X,;  e,  per  la  composizione  conosciuta  di  questo  di- 
visore (414),  se  si  divida  X ed  X,  pur  X,,  i due  quozienti 
saranno 

V =(s— o)(x— ò)(a>— •c)(x~-d)  • • . 

v f *(x— ò)(x— e)(x— d) — a)[x—c)(x — </). . . 

* ( — t— (jc — o)(x — à)(x— -d}-f-cec. 
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Già  si  sede  che  V non  à più  fattoli  eguali , e che  V,  non  à più 
fattori  comuni  con  V. 

già  [ce— a)  un  fattore  reale  di  X : per  metterlo  più  in  evidenza, 
faremo 

H zr^jB—b)[x—t)[x—d) . . . , 

HjSrn'Ja:— c)(x — d)-  • — b)[x—  d)*  — -+-ecc.  ; 

e si  avrà 


Yz=(x — a)H , V,=sH+(ir — o)H». 

Per  la  natura  stessa  delle  operazioni  che  servono  a trovar  il 
massimo  comun  divisore  di  X,  X,,  ed  a trovar  in  seguito  i 
quozienti  V e Vi,  è chiaro  che  questi  quozienti,  e quindi  ancora 
H e Hi  non  debbono  aver  coefficienti  immaginari , poiché  non 
ve  ne  sono  né  in  X nè  Xt.  Ciò  posto  è facile  vedere  che,  per 
valori  di  x poco  minori  di  o,  il  valore  (x — a)  essendo  picco-< 
lissimo,  V»  avrà  il  segno  di  H il  quale  è evidentemente  contrario 
a quello  di  V.  Dunque,  per  1* ultima  osservazione  del  n.®  pre- 
cedente, applicando  il  teorema  di  Stomi  all’  eq.'  V=0,  può  ado- 
perarsi il  quoziente  V*  in  cambio  della  funzione  derivata  di  V. 

D’altra  parte  è facile  vedere  che  le  funzioni  Vg,  V,,...  che 
bisognerebbero  dedursi  da  V,  e V,,  secondo  la  regola  pre- 
scritta (*Ol),  non  son  altro  che  i quozienti  di  X, , X„...  X, 
per  X,  dunque  le  due  serie 

X,  X,,  X,...,  X, 

V,  V,,  V,...,  V, 


non  differiscono  1*  un  dall’  altra  che  per  un  fattore  eomune , e 
qualunque  sia  il  segno  di  questo  fattore,  è evidente  che  esse  deb- 
bono presentar  le  stesse  variazioni  quando  vi  si  sostituisce  un 
valore  di  x che  non  annulla  X.  Cosi , applicando  il  teorema  alla 
prima  serie , potrà  giudicarsi , fra  due  numeri  » e p , nessun  dei 
quali  annulla  X,  quante  radici  vi  sono  dell’eq.'  V=0,  ovvero, 
quante  radici  dell’  eq.'  X=0 , fatta  astrazione  dal  grado  di  mul- 
tiplicità. 

MI.  L*  uso  del  teorema  di  Stors  si  presenta  di  per  se  stesso. 
Supponiamo  che  l’equazione  a risolversi  non  abbia  più  radici 
eguali,  e formiamo  la  serie 
, (*>  • X,  X„  X......  X,. 

È evidente  che  la  sostituzione  di  0 ad  & riduce  ciascuna  di  queste 
funzioni  al  suo  ultimo  termine  ; e d’ altronde  sappiamo  che  i valori 
di  x minori  di  un  certo  limite  positivo  -f~L  fanno  prendere  a 
ciascuna  funzione  lo  stesso  segno  del  suo  primo  termine , dun- 
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que  alla  sola  ispezione  della  serie  (x)  potrà  conoscersi  il  ninnerò 
delle  variazioni  della  serie  (Oj  e anche  quello  delle  variazioni 
della  serie  (-f-L).  La  differenza  fra  questi  due  numeri  indicherà 
quante  radici  positive  à l' equazione. 

Con  la  stessa  faciltà  si  trova  il  numero  delle  radici  negative, 
osservando  che  al  di  là  di  un  certo  limite  — L' , tutti  i numeri 
negativi  fanno  prendere  a ciascuna  funzione  della  serie  (x)  lo 
stesso  segno  del  suo  primo  termine. 

Per  maggior  comodità  in  cambio  di  -f-L  e — L'  si  prende 
-(-00  e — oo : è questa  una  maniera  abbreviata  d’indicar  due 
numeri  quanto  si  vogliano  grandi. 

506.  Siccome  le  radici  negative  diventano  positive  cambiando 
x in  — x così  non  parleremo  che  di  quest’  ultime.  Per  separarle, 
sostituiremo  nella  serie  (x)  de’ numeri  positivi  crescenti  0,  *,  jS, 
y,  ecc.  e segnando  il  numero  delle  variazioni  perdute  in  ciascuna 
sostituzione  si  conoscerà  il  numero  delle  radici  comprese  fra  0 
cd  »,  fra  « e jS,  ecc.  Queste  sostituzioni  dovranno  continuarsi 
finché  si  trovi  una  serie  le  cui  variazioni  sieno  dello  stesso  nu- 
mero che  quelle  della  serie  (— |— oo).  Aon  si  andrà  più  innanzi , 
poiché  non  possono  aversi  radici  maggiori  dell’ ultimo  numero 
sostituito. 

Ammettiamo  che  vi  sieno  più  radici  fra  » e jS,  si  faranno  una 
o pili  sostituzioni  intermedie;  e le  variazioni  che  perderà  la  se- 
rie (x)  per  ciascuna  sostituzione  indicheranno  le  radici  comprese 
fra  i numeri  sostituiti.  Può  succedere  che  pochi  saggi  bastino 
anche  per  effettuar  completamente  la  separazione  delle  radici , 
cioè  per  assegnar  a ciascuna  di  esse  due  limiti  tra  i quali  sia 
compresa  essa  sola.  Ma  quando  due  o più  radici  son  dei  numeri 
molto  vicini,  dovranno  farsi  molte  sostituzioni  per  separarli  ; e 
siccome  l’equazione  non  à radici  eguali,  così  saremo  certi  di 
arrivarci  sempre.  La  lunghezza  dei  calcoli  sarà  compensata  dal 
vantaggio  di  aver  queste  radici  con  una  grande  approssimazione. 

AOtt.  La  legge  giusta  la  quale  crescono  i numeri  0,  »,  fi,  y, 
è arbitraria;  ma  è buono  cominciar  dai  numeri  0,  1,  10,  100, 
1000,  ecc.  Al  vantaggio  di  aver  calcoli  facili  si  aggiunge  quello 
di  determinar  quante  radici  vi  sono  fra  0 ed  1,  fra  1 e 10, 
fra  10  e 100,  ecc. 

Se  v’ànno  radici  fra  1 ,e  10,  si  determinerà  la  parte  intiera 
di  ciascuna  di  esse  sostituendo  i numeri  1 , 2 , 3 , . . . fino  a 10, 
se  v’àmio  radici  fra  10  e 100  la  cifra  delle  decine  di  ciascuna 
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di  esse  si  avrà  sostituendo  10  , 20 , 30 , . . . fino  a 100  ; e cosi 
di  seguito.  Similmente,  per  le  radici  minori  di  uno  si  conosce- 
rebbe la  cifra  decimale  dell’ordine  più  vicino  alla  virgola,  sosti- 
tuendo i numeri  da  0,1  ad  1 ovvero  da  0,01  ad  0,1  ecc. 

Proseguendo  similmente  si  avranno  le  cifre  dell’ordine  il  più 
alto  contenuto  in  ciascuna  radice:  ecco  poi  come  si  avranno 
quelle  dell’ordine  immediatamente  inferiore.  Per  fissare  le  idee, 
supponiamo  che  si  trattasse  di  radici  comprese  fra  100  e 1000  e 
che  si  sia  trovato  che  talune  di  esse  sono  fra  300  e 400.  È 
evidente  che  la  sostituzione  dei  numeri  300,  310,  320, . . . nella 
serie  (x)  farà  trovar  le  cifre  delle  decine  ; ma  per  facilitar  questi 
calcoli  si  cambierà  da  prima  x in  300  -j-x'  e si  avrà  così  una 
nuova  serie  [x1)  in  cui  dovranno  in  vece  sostituirsi  i numeri 
0,  10,  20,... 

Ammettiamo  ora  che  dopo  la  determinazione  delle  decine  si 
sia  veduto  esservi  delle  radici  fra  330  e 360.  La  sostituzione 
dei  numeri  330,  331,  332,...  nella  serie  (x)  farebbe  trovarla 
cifra  delle  unità,  ma  anche  qui  può  semplificarsi  il  calcolo,  il 
cangiamento  di  ir  in  300-f-x'  à già  trasformata  la  serie  (a:)  in 
un’altra  serie  (a:').  Or  questa  si  trasformerà  similmente  in  un'al- 
tra (<r")  sostituendo  ad  x',  50+x"  ; ed  è egli  phiaro  che  sosti- 
tuendo in  questa  serie  i numeri  0 , 1 , 2 , . . . . si  avranno  gli 
stessi  risultati  che  sostituendo  SO , 51 , 52 , . . . nella  serie  (a:') 
ovvero  350  , 351,  352,...  nella  serie  [x). 

Potran  similmente  continuarsi  questi  calcoli  per  conoscere 
successivamente  i decimi  i centesimi  ecc.  ; e così  non  solamente 
si  arriva  a separar  le  radici,  ma  ancora  a calcolarle  con  quella 
approssimazione  che  vuoisi. 

*09.  Il  teorema  di  Stlrm  è anche  di  facile  applicazione  per 
aver  le  radici  in  frazioni  continue.  Dopo  aver  conosciuto  che 
v’  ànno  delle  radici  fra  due  numeri  intieri  consecutivi  * ed  «+1, 

che  supponiamo  positivi,  si  farà  ir=*-t-  —,  nella  serie  (a:),  ne 

risulterà  una  nuova  6erie  (x1),  con  la  quale  si  troveranno  le 
parti  intiere  dei  valori  di  x'  che  son  >1.  Sia  /S  una  di  queste 

parti  intiere  si  farà  x'—p-i-^  nella  serie  (#'),  e si  avrà  una 

nuova  serie  (x")  che  servirà  a trovar  le  parti  intiere  dei  valori 
di  x".  Si  continuerà  così  per  quanto  si  crederà  conveniente  ; e 
per  facilitar  il  calcolo  potranno  in  ciascuna  funzione  delle  serie 
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x' , x" . . . ridursi  tutti  i termini  allo  stesso  denominatore  e non 
tenerne  più  alcun  conto  purché  desso  sia  positivo 

MA.  Questo  teorema  dà  ancora  un  mezzo  semplicissimo  per 
istabilìr  le  condizioni  della  realtà  delle  radici.  Siccome  le  radici 
reali  son  tutte  comprese  fra  due  limiti  — -L'  e -+-L,  l’uno  ne- 
gativo e l’altro  positivo,  che  possono  scegliersi  quanto  si  vogliano 
grandi , la  quistione  si  riduce  a cercar  te  condizioni  necessarie 
perchè  da  «=— • L'  ad  xsx-f-L,  la  serie  X,  X»,  Xg,  eoe. 
perda  un  numero  di  variazioni  eguale  al  grado  dell’equazione. 

Supponendo  questo  grado  eguale  ad  m bisognerà  dunque  che 
essa  perdi  m variazioni.  Or  perchè  essa  abbia  m variazioni,  bi- 
sogna che  abbia  almeno  m-f-1  termini  ; e siccome  essa  non  può 
averne  di  più,  è certo  che  le  quantità  X,  Xx,  X»,  ecc.  son  al 
numero  di  m-+- 1 , e che  per  conseguenza  esse  sono  rispettivamente 
del  grado  tn,  m— 1,  m — 2,  ecc.  L’ultima  che  non  contiene  più 
x sarà  allora  rappresentata  per  X„. 

Allorché  nei  polinomi  in  x , si  sostituiscono  ad  x dei  numeri 
molto  grandi,  positivi  o negativi,  sappiamo  che  i risultati  sono 
dello  stesso  segno  del  primo  termine  di  ciascun  polinomio*,  quindi 
nella  ricerca  che  andiamo  a fare,  non  faremo  attenzione  che  al 
primo  termine  di  ciascun  polinomio.  Prendiamo  l’eq.'  X=xO  sotto 
la  forma  ordinaria 

x^+Px"^*  -t-Q*- *■ -f-  ecc.  =0. 

Il  primo  termine  di  X sarà  xm,  e quello  del  polinomio  derivato 
X, , sarà  mz*-1.  Quelli  poi  dei  polinomi  X,,  X,  ecc.  son  delle 
funzioni  formate  dai  coefficienti  P,  Q,  ecc.  e che  si  determinano 
per  le  divisioni  successive  conformemente  alla  regola.  Chiamiamo 
queste  funzioni  G, , G, , , . . G„ , e scriviamo  per  ordine  le  m-f-1 
quantità 

xm,  Gtx*~\  G,x*-J,... 

La  quistione  sarà  ridotta  a cercar  le  condizioni  che  fanno  perdere 
m variazioni  a questa  serie  nel  passar  da  <c= — L'  ad  L. 
Perché  ciò  sia,  bisogna  che  essa  abbia  m variazioni  dopo  la  sosti- 
tuzione di  — L',  ed  m permanenze  dopo  quella  di  -+-L.  Ma 
d’altra  parte  in  questa  serie  le  potenze  di  x vanno  diminuendo 
di  un’unità;  quiudi  se  essa  non  à che  permanenze  facendo 
.-r=-f-L,  non  avrà  che  variazioni  facendo  x= — L'.  Cosi  le  con- 
dizioni richieste  si  riducono  semplicemente  a quelle  necessarie 
perchè  questa  serie  non  abbia  che  coefficienti  positivi  : cioè  a 
queste  Gt>0,  Gs>0,...  G„>0. 
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Queste  condizioni  non  saranno  giammai  di  numero  maggiore 
di  m — 1 ; ma  esse  potranno  essere  di  numero  minore,  mentre 
talune  delle  ineguaglianze  precedenti  possono  rientrare  nelle  altre. 

Servendosi  deli' equazione  ai  quadrati  delle  differenze  (49A), 
queste  condizioni  si  presentano  al  numero  di  (m— 1),  clic  è 

un  numero  molto  considerevole.  11  perfezionamento  che  il  teorema 
di  Stubh  à dato  a questa  ricerca  importante  merita  quindi  di 
essere  osservato.  < , 

4OT.  Come  applicazióne,  cerchiamo  le  condizioni  necessarie 
per  la  realtà  delle  radici  dell’eq.*  x*4-Q«-+-R=0.  Abbiamo  qui 
m=3,  e le  condizioni  son  solamente  al  numero  di  due,  G,>0 
e G,>0,  Per  aver  G,  e G,  ci  calcoleremo  X,  ed  X,  per  le  divi* 
sioni  successive  come  qui  appresso 


Prima  divisione. 

Seconda  divisione. 

x*-f-  Qx-f.  R 

3x»+Q 

3x*-f-  Q 

— 2Qx  — 3R 

3xJ-f-3Qx -t-3R 

X 

12Q*x*-|-  4Q* 

-j-  9R 

— 3xJ—  Qx 

—12Q*x»— 1 8QRx 

+2Qx^3R 

— 18QRx-+-  4Q» 

» ! ^ Ì-'>V 

— 2Qx— 3H 

-t-18QRx-f-27R* 

4Q*+27R» 
-*4QJ — 27R». 

Per  evitare  i denominatori  abbiamo  moltiplicato  il  dividendo 
per  3 nella  prima  divisione  e per  4Q*  nella  seconda.  I resti  si' 
trovano  così  moltiplicati  per  fattori  positivi  il  che  è indifferente. 
Abbiamo  d*  altronde  avvertito , giusta  la  regola , di  cambiar  segno 
al  resto  dopo  ciascuna  divisione. 

Per  tal  modo  si  à Xt= — 2Qx — 3R,  X,=s — 4QJ  — 27R»; 
quindi  le  ineguaglianze  G,  > 0 , G,  > 0 diventano  — 2Q  > 0 o 
— -4Q* — 27R*>0.  Ma  cambiando  segno  ed  osservando  che  la 
prima  ineguaglianza  è contenuta  nella  seconda,  si  avrà  la  sola 
condizione  già  conosciuta,  4Q5+27R*<0. 

Teorema  di  Rotte — ■ Condizioni  delia  realtà  delle  radici. 

AIO.  Sia  l'eq.*  F(x)=iO  che  non  à più  radio!  eguali.  Abbiamo 
veduto  che  facendo  crescere  x d’una  maniera  continua,  la  serie 
di  Stimi  perde  una  variazione  ogni  volta  che  x passa  per  una 
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radice  dell’eq/  F(x)==0,  e che  non  può  perderne  altrimenti. 
Di  più  abbiamo  veduto  che  questa  variazione  si  perde  al  comin- 
■ ciamento  delle  serie  poiché  F(x)  cambia  segno  e F'(x)  noi  cam- 
bia : di  maniera  che  F(x)  è sempre  di  segno  contrario  a F'(x) 
per  un  valore  di  x poco  minore  di  una  radice,  e sempre  dello 
stesso  segno  per  un  valore  poco  maggiore. 

Cosi  passando  da  una  radice  r ad  una  radice  r'  che  è immedia- 
tamente maggiore  di  r,  F(x)  dee  essere  dello  stesso  segno  di  F'(x) 
per  un  valore  di  x poco  maggiore  di  r,  e di  segno  contrario  a F'(x)  per 
un  valore  di  x poco  minoro  di  r'.  Or  nell’  intervallo  da  r ad  r', 
F(x)  non  cambia  segno  ; dunque  F'(x)  dee  cambiarlo  almeno  una 
volta;  dunque  F'(x)=0  à almeno  una  radice  fra  r ed  r'. 

Sieno  a,  b,  e,  d, g le  radici  reali  di  F(x)=0  ordinate  se- 

condo la  loro  grandezza  cominciando  dalla  maggiore , e siano 
alt  bt,  ct,  dIt. . . gt,  le  radici  reali  di  F'(x)=0  disposte  simil- 
mente. Abbiamo  veduto  che  queste  ultime  son  comprese  parte 
fra  a e b,  parte  fra  b e c,  ecc.;  e niente  impedisce  d’altronde 
che  ve  ne  abbiano  talune  prima  di  b , e talune  dopo  di  c.  Da 
ciò  conchiudesi  che  l’eq.*  F(x)=0  non  può  aver  che  una  sola 
radice  prima  di  a, , che  una  sola  fra  t,  e che  una  sola  fra 

bI  e c, e finalmente  una  sola  dopo  g,.  Questa  proprietà 

conosciuta  dopo  lungo  tempo , non  è altro  che  il  teorema  di 
Rolle. 

511.  Questo  teorema  si  è presentato  come  una  conseguenza 
di  quello  di  Sturx,  ma  può  dimostrarsi  ancora  direttamente  come 


segue. 

Sieno  a,  b,  e,. . . g le  radici  reali  di  F(x)=0,  e sieno  a',  b',  c',... 
le  radici  immaginarie  : facendo 

(x — a)  (x — b)  (x — c)  ■ • • =<f  (x) , 

(x — a')  (x — b')  (x — e')-  • •=4-(x) , 
si  avrà  F(x)=<p(x)x4-(a;) ; e,  per  ciò  che  abbiam  detto  (515) 
sulla  composizione  del  polinomio  derivato  F'(x),  si  à 


ovvero 


v(x)x4-(x) 

■4- per 

x — a ‘ 

x — b 

^(jc)x4-(®) 

+ x-a'  4 
X*)  *(x) 

x— V 

1-  *{X)  1 co 

c.  )x;(x), 
c.)x<p(x). 

kx  — a ‘ x — b 

’«*)  m 

hx-c  + C0 
1 Um)  1 ec 

.x— ci'  x — V 

x— c' 
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Supponiamo  che  le  radici  a,  b,  e,  d. . . . g siano  disposte  per 
ordine  di  grandezza  cominciando  dalla  più  grande,  facciamo  succes- 
sivamente x=a,  b,  c, . . . . ed  esaminiamo  i segni  dei  valori  cor- 
rispondenti di  F'(x), 

Da  prima  è chiaro  che  ogni  sostituzione  farà  svanire  <p(x),  ma 
■ì(x)  che  non  contiene  alcun  fattore  reale  non  potrà  diventar  nullo 
nè  negativo.  In  seguito,  osservando  die 


?» 

x — a 


= (x — b)  (x — c) . . . , 


?» 

x — 6 


= (x — o)  (x — c) . 


ì 


(*— a)  (*— *)  • • • , ecc. , 

sarà  facile  vedere  che  le  sostituzioni  di  a,  b,  c,. . . danno  i ri- 
sultati seguenti 

x=a,  dà  dunque  F'(a)>0; 


r=è,  dà  -^7<0»  dunque  F'(6)<0; 


■,  dà  >0,  dunque  F'(c)>0; 


ecc. 

Questi  risultati  essendo  alternativamente  positivi  e negativi , 
T equazione  F'(x)=0  à almeno  una  radice  reale  fra  a e b,  almeno 
una  fra  b e c,  una  fra  c e d,  e così  di  seguito. 

Dunque , chiamando  come  precedentemente  at , ft, , e, , glt 

le  radici  reali  di  F'(x)  disposte  per  ordine  decrescente,  è certo 
che  esse  son  comprese  parte  fra  nei,  parte  fra  b e c ecc.  E 
qui  ancora  dee  osservarsi  che  possono  esservene  delle  maggiori 
di  a e delle  minori  di  g.  Dunque  anche  l’equazione  F(x)=0 
non  può  aver  che  una  sola  radice  prima  di  a, , che  una  sola  fra 

n,  e blt  che  una  sola  fra  bt  e e, e finalmente  una  sola 

dopo  g,. 

Il  teorema  di  Rollb  si  trova  così  dimostrato.  Questo  teorema 
non  stabilisce  adatto  che  due  radici  consecutive  dell’ equazioni 
derivate  F'(x)=0  comprendono  necessariamente  una  radice  della 
proposta;  ma  che  ette  non  possono  comprenderne  più  d'una. 

Da  ciò  ricavasi , che  in  una  equazione  il  numero  delle  radici 
reali  comprese  fra  due  quantità  » e p non  può  sorpassare  più 
di  un’unità  il  numero  delle  radici  della  derivata  comprese  fra  1* 
Stesse  quantità  * c p.  Dunque  anche  il  numero  delle  radici  reali 
di  un'equazione  non  può  sorpassare  più  di  un'unità  quello  delle 
Lei.  di  Mg.  53 
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radici  reali  della  derivata.  S' intende  bene  d' altronde  che  potrà 
esser  minore. 

Ciò  che  precede  sembra  non  essere  applicabile  che  all'  equa- 
zioni le  cui  radici  sieno  ineguali , ma  è applicabile  ancora  al  caso 
delle  radici  eguali.  In  effetti,  può  arrivarsi  a questo  caso  par- 
tendo da  un’equazione  non  avente  che  radici  ineguali,  e suppo- 
nendo che  più  radici  prese  consecutivamente  si  ravvicinassero 
gradatamente  sino  a divenir  eguali  fra  loro.  Allora  ciascuna  ra- 
dice di  F'(x)  = 0 , compresa  fra  due  radici  che  diventano  eguali 
dovrà  essere  anche  essa  eguale  a queste  radici. 

fttt.  Le  considerazioni  che  conducono  al  teorema  di  Rollb 
forniscono  ancora  dei  caratteri  per  conoscere  se  le  m radici  del- 
l’equ.*  F(a?)=0  son  reali  ed  ineguali. 

Ammettiamo  che  esse  lo  siano,  ed  indichiamole  sempre,  se- 
condo l’ordine  delle  loro  grandezze,  con  a,  b,  e,...  Abbiam 
veduto  che  F'(x)=0  dee  aver  almeno  una  radice  reale  fra  a e b , 
almeno  una  fra  b e c ccc.  Ma,  siccome  essa  non  dee  aver  in 
tutto  più  di  m — 1 radici , è certo  che  fra  due  numeri  consecutivi 
della  serie  a,  b,  c ecc.  v’à  una  radice  dell’ eq.  F’(x)=0e  non 
ve  n’à  che  una.  Situiamo  così  queste  m — 1 radici  per  ordine 
di  grandezze,  e chiamiamole  o, , 6,,  et , ecc. 

Poiché  a,,  è fra  a e b,  b , fra  b e c ecc.,  se  si  sostituisce 
ad  x successivamente  a,,  b,,  ecc.  in  F(ar) , i risultati  saranno 
alternativamente  negativi  e positivi,  di  maniera  che 

Per F(o,),  F(6,) , F(c.)  ecc. 

si  à....  —,  —,  ecc. 

D’altra  parte  può  applicarsi  alla  funzione  ¥'(x)  ed  alla  sua 
derivata  F"(a;)  tutto  ciò  che  si  è detto  di  F(jj)  e F'(as),  n.°  Sii  ; 
dunque, 

Per....  F"(«J,  F"(òt),  F"(c,)  ecc., 
sià....  — , +,  ecc. 

Dunque  i prodotti  F(o,)xF"(a1) , F(6,)xFw(6J , ecc.  saran 
tutti  negativi. 

Or  facendo  Fjz)xF"(x)=y , ed  eliminando  x fra  le  due  equa- 
zioni 

[2]  F'(*)=0,  F(*)xF"(*)=y, 

le  radici  dell’equazione  finale  in  y saranno  precisamente  i pro- 
dotti precedenti  ; dunque , poiché  tutti  questi  prodotti  son  nega- 
tivi, l’eq.  in  y non  avrà  che  radici  negative,  ed  in  seguito  tutti 
i suoi  termini  avranno  il  segno  -K 
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Così  quando  l’eq.  F(x)=0  non  à che  radici  reali  ed  ineguali, 
tutte  quelle  di  F'(#)=dO  debbono  essere  anche  reali  ed  ineguali, 
ed  in  oltre  l’eq.*  in  y,  risultante  daU’eliminazionc  di  x fra  le 
eq.*  [2]  dee  aver  soli  segni 

Reciprocamente  queste  condizioni  essendo  soddisfatte  può  di- 
mostrarsi che  tutte  le  radici  di  F(x)=0  saran  reali  ed  ineguali. 
Da  prima  le  m— 1 radici  di  F'(x)=0  essendo  reali , è evidente 
che  gli  to— 1 valori  di  y o F(i)xF"(i)  son  reali  ; e,  queste  radici 
essendo  ineguali,  pel  n.°  Sii  le  quantità  F"(a,),  F"(6,) , ecc. 

debbono  aver  i segni  alternativi  ecc.  In  seguito , poiché 

l’eq.*  in  y non  à che  segni  +,  conchiudesi  che  essa  non  à radici 
positive;  e,  poiché  d'altronde  tutte  le  sue  radici  sono  reali,  non 
possono  essere  che  negative;  dunque  gli  m — 1 prodotti 
F(a,)xF"(0l),  F(6.)xF "(ft,),  ecc. 
son  negativi.  Or  i secondi  fattori  anno  i segni  alternativi  +— ecc.; 
dunque  le  quantità  F(a,)  F(ò,)  ecc.  dovranno  avere  alternativa- 

mente  i segni hecc.  Dunque  esiste  fra  a,  ed  il  limite  superiore 

delle  radici  dell’eq.  F(x)=0  una  radice  di  questa  equazione,  e 
n’esiste  una  fra  at  e bt,  una  ancora  fra  bt  e c,  ecc.  Dunque 
in  fine  le  m radici  di  questa  equazione  son  reali  ed  ineguali. 

Le  condizioni  che  si  ricavano  dall'  eq.'  in  y debbon  riguardarsi 
come  attualmente  conosciute;  poiché  quest’equazione  si  ottiene 
mercè  una  semplice  eliminazione.  In  quanto  alle  altre  condizioni 
che  esigono  non  esservi  che  radici  reali  nell’  eq.  F'(x)=0,  sono 
ancora  a cercarsi.  Or  quest’equazione  non  è che  del  grado  m — 1, 
ed  applicandoci  lo  stesso  ragionamento  che  a F(x)=0,  si  ridurrà 
ancora  la  quistione  a cercar  le  condizioni  della  realtà  delle  radici 
della  seconda  derivata  F"(x)=0  la  quale  non  è che  del  grado 
m — 2.  Continuando  similmente  si  arriverà  fino  ad  un’  equazione 
del  secondo  grado , la  cui  derivata , essendo  del  primo  grado  non 
potrà  aver  radici  immaginarie  ; allora  la  sola  condizione  a soddis- 
farsi sarà  che  l’eq.  in  y che  è anche  del  primo  grado  abbia  i 
suoi  due  termini  dello  stesso  segno. 

Osiervazione.  Riportandoci  ai  ragionamenti  che  àn  condotto  a 
servirci  deil’eq.'  y=F(x)xF"(i) , si  vedrà  facilmente  che  ad  essa 
può  sostituirsi  quest’  altra  y=MxF(x)xF"(x) , essendo  M una 
quantità  positiva  qualunque.  Dunque  possono  introdursi  o sop- 
primersi nei  polinomi  F(x) , F'(.r),  ecc.  dei  fattori  positivi  per 
semplificare  i calcoli.  ‘ • 

ttlS.  Il  numero  delle  condizioni  alle  quali  si  arriva  con  questo 
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processo,  per  un’equazione  di  grado  qualunque  m,  è facile  a de- 
terminarsi. Esse  debbon  tutte  ricavarsi  dall’ equazioni  successive 
in  y.  Or  la  prima  di  queste  equazioni  risulta  dall’eliminazione 
di  x fra  le  eq.;. 

[2]  F'(x)=0,  y=F(!r)xF"(x)  ; 

e siccome  F’(x)=0  à m — i radici,  y dee  aver  m — 1 valori.  Dunque 
l’eq.  in  y sarà  del  grado  m — 1;  dunque  perchè  tutti  i suoi 
termini  sieno  dello  stesso  segno,  si  avranno  m — i condizioni. 

Similmente  la  seconda  equazione  in  y,  risultante  dall’elimi- 
nazione di  x fra  F'(x)=0  ed  iy=F'(x)xF''(x)  dovrà  dare  m— 2 
condizioni;  e cosi  di  seguito  finché  si  arrivi  ad  una  equazione 
di  primo  grado  in  y la  quale  non  darà  più  che  una  condizione. 
Dunque  prendendo  tutte  queste  condizioni  in  ordine  inverso  il 
loro  numero  sarà 

l+2+3+(m— 1)=— L__'. 

Si  osservi  intanto  che  questo  numero  è precisamente  quello  che 
si  ottiene  con  l’equazione  ai  quadrati  delle  differenze  (493). 
314.  Fer  prima  applicazione  sia  l’equazione 
xa  “1—  Far  -|"0— 0. 

In  questa  abbiamo  F(x}==xa-+-Px-|-Q,  F'(x)=2x+P,  F"(x)=2; 
ed  immediatamente  vedesi  che  l’equazione  F'(x)=0  non  à radici 
immaginarie  poiché  essa  è del  primo  grado. 

Per  aver  l’eq.'  in  y , le  due  equazioni  tra  cui  dee  eliminarsi 
x sono  2x-t-P=0,  e y = (xa-|-Px-t-Q)x2.  Or  l’elimina- 
zione dà 

P* — Q)=0; 

dunque,  perchè  i termini  di  quest’equazione  siano  dello  stesso  segno 
bisogna  che  s’abbia  ^Pa — 0>  0;  e questa  condizione  è la  sola 
necessaria  per  assicurar  che  le  radici  dell’  eq.*  del  2.*  grado  sian 
reali. 

Consideriamo  ancora  l’equazione  del  3.°  grado.  Essa  può  libe- 
rarsi dal  suo  2.“  termine , senza  che  il  numero  delle  radici  reali 
si  cambia;  quindi  la  prenderemo  sotto  la  forma 
a:5-f-Qx-|-R  = 0. 

In  questo  caso  F(x)=xa-|-Qx-|-R,  F'(x)=3x*-f-Q,  F"(x)=6x. 
Si  osservi  da  prima  che  l’equazione  derivata  3x*ri-0=:0  non  à 
che  radici  reali  ed  ineguali , quindi  la  condizione  è evidentemente 
Q < 0 , in  seguito  bisogna  eliminare  x tra  le  due  equazioni 
3x*-+-Q=0,  y=(x»-i-Qx+R)Gx 
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La  2.*  si  riduce  a questa  y = 6x*  -}-  6Qx*  -f-  0>Rx  ; c la  prima 
dà  x*= — ’-Q,  x*  = 1Q*.  In  seguito  si  à y= — |Q*+6Rx, 
, . 3u-e4o* 

da  cui  x = —j^—;  emettendo  questo  valore  ncircq.'3x*+Q=0f 
e riducendo,  si  à 

y*+  rQ*y+iO(4Q’+27R*)=o. 

Perchè  i tre  termini  di  questa  equazione  abbiano  lo  stesso  se- 
gno è necessario  e sufficiente  che  il  termine  tutto  cognito  sia 
positivo.  Abbiamo  già  visto  che  Q dee  esser  negativo  ; dunque 
Ja  nuova  condizione  è iQ5-(-27R*  <0. 

1 inalmente  siccome  questa  condizipne  non  può  aver  luogo  senza 
che  Q sia  negativo,  conchiudesi,  come  al  n.°  401  che  essa  è 
la  sola  necessaria  perchè  le  radici  dell’eq.'  del  3."  grado  sieno 
reali  ed  ineguali. 

515.  11  sig.r  Cauchv  à dato  ancora  sulle  equazioni,  un  teo- 
rema notevolissimo , che  abbiamo  inserito  in  un’  edizione  prece- 
dente di  queste  Lezioni  di  Algebra  ; ma  siccome  esso  esige 
delle  considerazioni  proprie  della  Geometria  Analitica,  quindi  lo 
abbiamo  esposto,  in  quel  libro. 

CAPITOLO  XX. 

Abbassamento  delle  equazioni.  — Equazioni  reciproche. — 
Equazioni  binomik. 


Abbonamento  delle  equazioni,  quando  ti  conosce  qualche  relazione 
particolare  fra  le  radici. 

510.  Un’equazione  è sempre  suscettibile  d’abbassamento, 
quando  si  conosce  qualche  relazione  particolare  fra  le  sue  radi- 
ci ; ma  in  tutti  j diversi  casi  siamo  condotti  a questa  quistione 
generale  che  bisogna  da  prima  risolvere  : Come  si  possa  conoscere 
che  un' equazione  X=0  à delle  radici  comuni  con  un’altra  Y = 0, 
e come  allora  se  ne  possa  abbassare  il  grado. 

Supponiamo  che  x rappresenti  l’ incognita  nelle  due  equazioni: 
poiché  esse  anno  delle  radici  comuni  a,  b,  c ,, . . i fattori  x — a, 
x — b,  x — e,...  dovranno  ancora  esser  loro  comuni;  ed  il  pro- 
dotto di  questi  fattori  è il  massimo  coinun  divisore  de’  loro  pri- 
mi membri  X ed  Y.  Si  cercherà  dunque  questo  massimo  comun 
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divisore,  e,  chiamandolo  D,  le  radici  comuni  di  cui  si  tratta 
saran  quelle  dell’jeq.'  D — 0.  Dividendo  in  . seguito  X per  D,  e 
chiamando  X,,  il  quoziente,  le  altre  radici  dell’eq.'  X=0  sa- 
ran quelle  dell’eq.*  X,=0. 

Sieuo , ad  esempio , le  due  equazioni 

x* — 15x*-{-10x-l-2l  = 0, 
x'  H-  4x* — 4x — 16=0. 

Cercando  il  loro  massimo  comun  divisore,  cd  uguagliandolo  a 
zero,  si  avrà  l’eq.*  xa-f-2x — 8 = 0,  da  cui  ricavansi  le  radici 
comuni  x = 2,  x = — 4.  Per  avere  in  seguito  le  altre  radici 
della  l.“  eq.%  si  divide  essa  per  x»-|-2x  — 8:  si  avrà  xa — 2x 
— 3=0,  da  cui  x— — 1,  x= 3.  La  3*  radice  della  2a  eq.® 
è x= — 2. 

511.  Passiamo  ora  ad  esporre  in  qual  modo  si  abbassi  il  grado 
di  un’  equazione , quando  esiste  una  relazione  particolare  fra  ta- 
lune delle  sue  radici.  Le  relazioni  generali  sarebbero  per  ora 
troppo  difficoltose  ; quindi  cominciamo  con  un  esempio  sempli- 
cissimo. 

Si  voglia  abbassare  un’  equazione  F(x)  = 0,  nella  quale  si  conosca 
esserci  due  radici , la  cui  somma  è uguale  ad  una  quantità  co- 
gnita k. 

Chiamando  x ed  x'  queste  due  radici , dovranno  aversi  le  tre 
equazioni  F(x)  = 0,  F(x')  = 0,  x-f-x'=fc.  L'ultima  di  esse  dà 
x'—k — x;  e,  sostituendo  questo  valore  nella  seconda,  si  avranno 
due  equazioni  in  x che  dovranno  aver  luogo  nello  stesso  tempo, 
cioè 

[1]  F(x)=0,  F {k — x)  =0. 

L’eq.c  F (/; — x)  = 0,  considerata  isolatamente,  à per  radici 
tutte  le  quantità  che,  sottratte  da  k,  danno  per  resto  una  ra- 
dice di  F x)=0,  dunque  le  eq.‘  [1]  debbono  aver  per  radici 
comuni  tutte  quelle  dell’eq.e  F(x)  = 0 che,  sottratte  da  k,  ri- 
producano una  radice  di  questa  stessa  equaziona  F(x)=0.  Quin- 
di, si  cercherà  il  massimo  comun  divisore  D di  F(x)  e di  F(A — x); 
e tutte  queste  radici  saran  contenute  nell’eq.v  D=0.  Si  divi- 
derà in  seguito  l’eq.®  F’(x)=0  per  D,  e si  avrà  quella  che  dee 
contener  le  altre  radici. 

Se  l’eq.®  contiene  etTettivamepte  due  radici  a e b tali  che  si 
abbia  a-\-b=zli , deve  aversi  ugualmente  k — <i=6  e k — ft=«; 
quindi  il  divisore  comune  D sarebbe  allora  almeno  di  2*  grado. 
Sarebbe  di  un  grado  superiore  quando,  fra  le  radici  dell’eq.®. 
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tì  fossero  più  maniere  di  prenderne  due  la  cui  somma  sia  k.  Po- 
trà anche  essere  del  1.®  grado,  o ciò  quando  neircq.®  vi  sarà 
una  sola  radice  eguale  ad  ; k. 

Niente  più  facile  che  formar  a priori  degli  esempi  che  presen- 
tano questi  differenti  casi.  Eccone  alcuni  in  cui  k=  6. 

1»  F(x)  = (x — 2)  (x — 4)  (x — 5) 3 (x — 8)», 

F(6 — x)  = (x — 4)  { x — 2)  (x — l)»(x-+-2)* , 

D = (x — 2)  (x — 4). 

r _ F(x)=(x — 2)  (x — 3)  (x — 4)*  (x — 8)® , 

F(6 — x)=(x — l)(x — 3)  (x — 2)*  (x-f-2)* , 

D=(x— 2)  (x — 3)  (x — 1). 

3*  F(x)=s(x — 3)  (x — 4)  (x — 5)*  (x — 8)* , 

F(6— x)  = (x — 3)  (x — 2)  (x — 1)*  (x-|-2)* , 

D = (x — 3). 

Osservazione.  Quando  vi  sono  delle  radici  uguali  ad  ~k  in 
F(x)=0,  è facile  riconoscerlo,  sostituendo  ~ k in  quest’equazione, 
ed  è buono  sopprimerle  con  la  divisione.  Quando  inoltre  l’eq.® 
contiene  altre  radici  uguali  fra  loro , sappiamo  ancora  sopprimer- 
le ; di  maniera  che  se , dopo  queste  semplificazioni , esistono  nel- 
l'equazione delle  radici  che  sottratte  da  k riproducano  delle  ra- 
dici di  quest’equazione,  è evidente  che  esse  potranno  esser  di- 
stribuite a coppie  a e b , c e d , ecc.  tali  che  s’abbia  a-j-b=k, 
c + d=k , ecc. 

A18.  Le  spiegazioni  precedenti  non  soffrirebbero  che  piccole 
modificazioni , se , in  vece  della  somma  di  due  radici , si  suppo- 
nesse che  il  loro  prodotto,  o la  loro  differenza,  o il  loro  quo- 
ziente fosse  uguale  ad  un  numero  dato  k. 

Abbiamo  veduto  che  se  le  equazioni  contengono  radici  uguali, 
posson  subire  un  considerevole  abbassamento.  Questo  è il  caso 
di  più  radici  aventi  fra  loro  una  differenza  k che  si  farebbe  uguale 
a zero,  o un  quoziente  k che  si  farebbe  uguale  all’unità. 

Volendo  considerar  la  quistione  sotto  un  punto  di  vista  più 
generale , bisognerà  supporre  che  tra  più  radici  di  un  equazione 
esistano  delle  relazioni  qualunque.  È facile  vedere  che  allora  si 
avranno , fra  queste  radici  incognite , più  equazioni  che  radici  ; 
di  maniera  che  siam  sempre  condotti  a riconoscere  che  più  equa- 
zioni ad  una  sola  incognita  debbono  aver  delle  radici  comuni. 
Ma  per  arrivare  a queste  equazioni , 1’  uso  dei  metodi  d’ elimi- 
nazione può  esser  necessario. 

519.  V’àn  de’ casi  in  cui  l' abbassamento  non  può  effettuarsi 
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che  per  mezzo  di  nuovi  processi.  Per  meglio  spiegarci , ripren- 
diamo l'esempio  del  n.'  ai 7,  in  cui  debbe  aversi  fra  x ed  x' 
la  relazione  x-\-x'=k;  e,  per  maggior  chiarezza,  supponiamo 
che  si  siano  effettuate  le  semplificazioni  di  cui  abbiam  parlato 
nell’ osservazione.  Siano  allora 

[3]  F(x)=0,  F!k—x)=0, 

le  due  equazioni  che  debbono  aver  delle  radici  comuni. 

Può  succedere  che  tutte  le  radjci  di  F(x}=0  si  dispongano  a 
coppie  a e b , c e d , ecc. , per  ciascuna  delle  quali  si  abbia  la 
stessa  relazione  n-f-ò=A,  c-\-d=k,  ecc.  Allora  è chiaro  che 

sostituendo  successivamente  ad  x ciascuna  radice  a,  b,  c, , 

nel  valore  x’=k — x,  si  troverebbero  tutte  queste  stesse  radici 
in  un  ordine  differente  : di  tal  che  le  due  cq.*  [3]  sarebbero 
identiche , e l’ abbassamento  non  avrebbe  più  luogo.  Ciò  succede 
nell’ esempio  seguente,  in  cui  si  suppone  k= 6: 

F(x)=  (x — 1)  (x — 2)  ( x — 4)  (x — 5) , 

F(6 — x)=(x — 5)  (x — 4)  (x — 2)  (x — 1). 

Nonpertanto,  noi  andiamo  a far  vedere  che  l’equazione  pro- 
posta può  abbassarsi  ad  un  grado  minore  per  la  metà,  mercè 
un’incognita  ausiliaria  z,  convenevolmente  scelta.  La  condizione 
essenziale  a soddisfarsi  nella  scelta  di  questa  incognita,  si  è che 
essa  sia  eguale  ad  una  funzione  talmente  formata  con  le  due 
radici  x ed  x'  d’uua  stessa  coppia,  che  siesi  certo  da  principio 
che  i diversi  valori  di  z dipendano  da  un’  equazione  di  grado 
minore  della  proposta.  Il  più  semplice  sarà  di  prendere  per 
incognita  la  differenza  delle  due  radici  x ed  x' , o meglio  ancora 
la  loro  semidifferenza , e porre  x — x'=2z.  Per  tal  modo  è certo 
che  ogni  coppia  di  radici  darà  per  z due  valori  eguali  e di  segno 
contrario  cioè 

{ 2=  i , (2=1  (e— <1) , 

\ z=i  [b— «) , \ z=  l (d—c) , ecc. 

Per  verità  l’eq.c  in  s sarà  dello  stesso  grado  di  F(x)=0;  ma 
essa  non  dovrà  contenere  che  potenze  pari  di  z;  quindi,  pren- 
dendo z*  per  incognita  , essa  sarà  di  un  grado  minore  per 
metà. 

Niente  più  facile  poi  che  il  modo  di  avere  quest’  eq.c  in  z. 
Abbiamo  le  eq."  F(x)=0 , x-+-x'=à  , x — x'=2z , dalle  due  ul- 
time ricavasi  x=z-\-\k;  c,  sostituendo  questo  valore  uella  l.“, 
si  à la  trasformata  in  z. 

F(z-f-;-*)=0. 
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Phò  facilmente  vedersi  o posteriori  che  questa  trasformazione 
attinge  veramente  lo  scopo  prefisso.  Infatti , decomponendo  F(x) 
nei  suoi  fattori  semplici,  si  avrà 

F(x)=(x — a)(x — b)[x — e)(x — d). ...» 

F(z+  ì k)=[z+ì  k-a)[z+  i k-b) 

Ma,  per  ipotesi,  k=a-\-b=c-\-d=-  • • \ dunque 

F(xH-i*)=[x-l-  J(a-+-6) — aKar-f-Ì(a-l-6) — **3  • • • 

=[*+¥(*—< “)][*— ì(6 — a)]*  • • 

==[*•— *(&-*)•]. . . 

Non  abbiam  posto  in  evidenza  che  i due  fattori  corrispondenti 
ad  una  coppia  di  radici , ma  ciò  basta  per  comprendere  che 
l’eq.c  in  z non  conterrà  che  potenze  pari  di  z. 

La  trasformazione  precedente  non  è la  sola  che  si  possa  far 
con  successo.  Cosi , facendo  z=xx' , le  due  radici  d’una  stessa 
coppia  non  faranno  prendere  che  un  sol  valore  a z , e quindi  la 
trasformata  sarà  di  grado  minore  per  metà  rispetto  alla  proposta 
F(x)=0.  Per  una  simil  ragione , potrebbe  farsi  z=x,^-x',  ; ed 
in  generale,  potrà  farsi  l’ incognita  ausiliaria  z uguale  ad  una 
funzione  qualunque  di  x ed  x' , purché  questa  funzione  resti  la 
stessa  cambiando  queste  radici  Cuna  nell’altra.  Solamente  la 
somma  x-f-x'  dovrà  evitarsi,  come  già  abbiam  veduto. 

Equazioni  reciproche. 


5*0.  Applicheremo  qui  le  considerazioni  precedenti  ad  una 
classe  di  equazioni,  di  cui  la  sola  forma  fa  conoscere  una  rela- 
zione tra  le  radici , cioè  alle  equazioni  reciproche. 

Diconsi  equazioni  reciproche  quelle,  le  cui  radici  vengono  a 
riprodursi , ma  in  un  ordine  differente , dividendo  successivamente 
l'unità  per  ciascuna  di  esse.  Tal  sarebbe  l’equazione 
x4-f-Px3-f-Qx*-|-Rx+l=0 , 

poiché , cambiando  x in  - 1 essa  diventa 


e questa , moltiplicandola  per  x* , ed  invertendo  l’ ordine  de’  ter- 
mini non  è altro  che  la  proposta. 

5*1.  Anzi  ogni  altro,  vediamo  quali  relazioni  debbano  aversi 
fra  i coefficienti  di  ini’  equazione , perchè  essa  sia  reciproca.  Sia 
da  prima  un’equazione  di  grado  impari 

xs-(-Px  4+Qx*-f-R  x'-f-Sx-f-T =0 . 

Ltz.  di  Alg.  al 
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Sostituendo  - ad  x , la  trasformala  dovrà  avere  le  »tessc  radici  ; 

dunque , riducendola  alla  forma  ordinaria  x“-f-  ecc.=0,  essa  do- 
vrà essere  identica  alla  proposta.  Or  questa  trasformata  è 
, s , , a . o p i . 

dunque , perchè  essa  sia  identica  alla  proposta , è necessario  cho 
s' abbia 


L’ultima  uguaglianza  dà  T*=l , da  cui  T=-t-l  : ed  in  seguito 
le  altre  si  accordano  a dare  S=±P,  R=±:Q.  L’equazione  pro- 
posta, per  esser  reciproca,  dee  dunque  avere  l’una  di  queste 
forme 

[1]  x*-t-Px*4-Qxs-}-Qx*4-Px-l-l=0, 

[2]  x‘-)-Pxi-f-Qxs — Qx*' — Px — 1=0. 

Dunque,  perchè  un’ equazione  di  grado  impari  eia  reciproca,  è 
necessario  e sufficiente  che  i termini  ad  eguale  distanza  dagli  estre- 
mi abbiano  de’  coefficienti  uguali  e dello  stesso  segno , o eguali  e 
di  segno  diverso. 

In  secondo  luogo,  sia  un’equazione  di  grado  pari 
xfl  4-  Px*  — 1-  Qx*  Rx5  Sx*  -J-Tx  U = 0 , 


Cambiando  x in  — e riducendo  ancora  la  trasformata  alla  forma 

X 

ordinaria,  si  à 

T S HO  Pi 

x*- 1 — x*-t — x*  -4 — x’  + — x*-4—  x-l — =0  ; 

~U  ~U  il  u ’ 


e per  rendere  quest’equazione  identica  alla  proposta,  bisogna 
porre  le  condizioni 


Dall’ultima  ricavasi  U=±  1.  Prendendo  U=-f-l , le  altre  danno 
T=P,  S=Q,  R=R.  Prendendo  U= — 1,  esse  danno  T= — P, 
S= — Q,  R=0.  Dunque  l’ equazione  proposta  dee  avere  una  di 
queste  forme 

[3]  x*-t-Pxs  + Qx4-f-Rx3-q-Ox*-+-Px-+-l=0, 

[4]  x«  + Px=-)-0x* — Qx* — Px — 1=0. 

e tutta  volta  bisogua  osservare  che  R può  essere  zero  anche 
nella  prima. 

Cosi , perchè  un’  equazione  di  grado  pari  sia  reciproca , è ne- 
cessario e sufficiente , generalmente , che  i coefficienti  ad  eguale 
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distanze  dagli  estremi  sieno  eguali  e dello  stesso  segno,  ma  quando 
manca  il  termine  medio , essa  sarà  anche  reciproca  se  questi  coef- 
ficienti sono  eguali  e di  segno  contrario. 

Stt.  Passiamo  ora  a vedere  come  si  abbassino  le  equazioni 
reciproche.  Consideriamo  l’eq.e  [1]:  ravvicinando  i termini  ugual- 
mente distanti  dagli  estremi,  essa  può  scriversi  così: 

(xs  + l)  + P;r  (x’+lJ  + Qx*  (x+ 1)=0. 

Allora  è chiaro  che  x — — 1 è una  radice;  e dividendo  per  a: +Ì 
ciascun  de' binomi  a:5 -hi,  x* -hi»  x + 1 , si  à l’equazione 
ari — 1 x»  + l x * — 1 x + l=0. 

+ P — P + P 

+Q 

ehe  è ancora  reciproca  ma  della  stessa  forma  doU’eq.1-  [3]. 

Consideriamo  ora  l’ eq."  [2]  : è chiaro  che  jc  = 1 è una  sua  ra- 
dice. Per  facilitare  la  divisione  per  x — 1 , la  scriveremo  così  : 

( x ‘ — 1)  +Px  (x3 — i)-hQx*(j — 1)=0  ; 
da  cui  si  troverà  facilmente  l’equazione  seguente  anche  della 
stessa  forma  dell’  eq„c  [3] , 

x4+l  x3+l  x*+i  <*'+1=0. 

+P  +P  +P 

+Q 

Consideriamo  ora  l’eq.®  [4]  : è chiaro  che  essa  ammette  evi- 
dentemente + 1 e — 1 per  radici.  Scriviamola  così 
(x* — 1 ) +Px  (x4 — i)  +Qx*  (x* — 1)=0  : 
è chiaro  in  effetti  che  essa  è divisibile  per  x* — 1 , e si  à per 
quoziente  un’  equazione  anche  della  stessa  forma  dell’  eq."  [3],  cioè: 
x4+Px,+  (l+Q)x,+Px+l=0 . 

Quantunque  abbiam  ragionato  su  di  equazioni  di  un  grado  de- 
terminato , pure  è chiaro  che  semplificando  convenevolmente  una 
equazione  reciproca  qualunque  , si  ridurrà  essa  sempre  alla  forma 
dell’eq.e  [3].  Per  tal  ragione  la  denominazione  ili  equazioni  re- 
ciproche è più  specialmente  applicata  a queste  ultime  ; e di  queste 
sole  dobbiamo  occuparci. 

&93.  Consideriamo  d’ una  maniera  generale  I’  equazione  re- 
ciproca 

[a]  x*n,+Px,l"-,-hQx:“**-c+Q.t«+Px+li=0. 

Poiché  tutte  le  sue  radici  dcbbon  riprodursi  dividendo  successi- 
vamente l’ unità  per  ciascuna  di  esse  , conchiudtsi  , che  esse  pos- 
sono distribuirsi  a coppie  come  a -ed  — , b ed  7 , c ed  - , éce.,  in 

‘ * a b c 
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ciascuna  delle  quali  si  trovan  due  radici  il  cui  prodotto  è 1.  Per 
le  considerazioni  del  n°  51»,  potrà  dunque  trasformarsi  l’equa- 
zione in  un’  altra  , di  un  grado  metà  , mediante  un  incognita 
ausiliaria  ; cd  il  meglio  sarà  di  prendere 

[0]  *+!=*• 

È d’  altronde  evidente  che  [mettendo  successivamente  ciascuna  ra- 
dice in  luogo  di  x in  questa  espressione,  il  numero  dei£diflè- 
renti  valori  di  z è uguale  a quello  delle  coppie  ; quindi  è che 
l’eq.c  in  s dev’ esser  di  un  grado  per  metà  minore  di  quello 
della  proposta. 

Per  formar  quest’  equazione , bisogna  eliminar  x fra  [o]  e [6], 
e vi  si  arriverà  per  un  mezzo  semplice  ed  elegante.  Dividendo 
l>er  xn  , e ravvicinando  ijtermini  ugualmente  distanti  dagli  estre- 
mi , 1’  eq.c  [5]  diventa 

e la  quistione  si  è ridotta  ad  esprimere  i binomi  x*+i,  , 

in  funzione  di  s.  A tal  uopo  osserviamo  general- 
mente , che  moltiplicando  por  x-f~  , si  à 


(*'+Ì)  (•r+i)=(-r*^^r)+(x’" 

da  cui,  sostituendo  z ad  x-1 — , ricavasi 

cc 


X" 


-—=(  (V-4 — — ) • 

V I / V W-l/ 

Questa  formula  risolve  la  quistione , poiché  essa  mostra  come 
ciascun  binomio  possa  dedursi  dai  due  precedenti.  Facendo  succes- 
sivamente n=0 ,1,2,3,....,  si  trova 

x+-=z,  *M-4=s*— 2,  x*+-t=z»— Sz, 


x*-| — 7—z* — , x5 


ecc. 


Si  scorge  , dalla  forma  di  queste  espressioni , che  la  trasformata 
in  : sarà  del  grado  m , come  avevamo  già  osservato. 

Ottenuti  i valori  di  z , si  avranno  le  radici  della  proposta  per 
mezzo  della  eq.f  [6].  Or  essa  equivale  ad 

x» — zx-\~l—Q  , da  eui  x=-s±^l/ z * — 4 ; 

« 2 
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dunque , dovranno  sostituirsi  a x successivamente  i suoi  m va- 
lori , per  avere  i 2m  valori  di  x. 

Troveremo  degli  esempi  di  equazioni  reciproche  nelle  equazioni 
binomie , di  che  passiamo  ad  occuparci. 

Equazioni  binomio. 

594.  Diconsi  equazioni  binomie  quelle  della  forma 

[1]  xm=A , ovvero  xm — A=0 , 

essendo  A una  quantità  cognita  qualunque. 

È chiaro  immediatamente  che  le  m radici  di  quest'  equazione 
son  differenti  fra  loro  ; poiché  il  primo  membro  xm — A non  à 
alcun  fattore  comune  con  la  sua  funzione  derivata  mxm~'. 

Queste  radici  innalzate  alla  potenza  m , debbon  riprodurre  A ; 
dunque  esse  sono  le  stesse  che  i valori  dell’  espressione. 

m 

x=y\. 

Cosi , è certo  che  questo  radicale  à m valori  differenti , e la  pro- 
posizione ammessa  al  n°  945  resta  dimostrata.  Anzi  può  aggiun- 
gersi che  se  A è una  quantità  della  forma  — 1 , i valori 

del  radicale  saranno  anche  di  questa  forma  ; poiché  si  è dimo- 
strato (999)  che  questa  è la  forma  delle  radici  dell'  eq.e  [1], 

595.  Quando  m è un  numero  composto,  la  risoluzione  deU 
1’  eq.c  [1]  si  riduce  a quella  di  più  equazioni  binomie  , i cui  gradi 
sono  i fattori  di  m.  Supponiamo  m=pqr  : possiamo , all’  eq.c 
x^—A  , sostituir  le  altre 

xp=x' , xN=x" , x"r=A , 

in  cui  x’  ed  x"  sono  delle  nuove  incognite.  Egli  è chiaro , in 
effetti , che  dopo  aver  risoluta  x"r=Ar  1’  eq.e  precedente  x’^—x" 
farà  conoscere  i valori  di  x' , ed  in  seguito  1’  eq.c  x'—x'  darà 
tutte  le  radici  della  proposta. 

Per  altro  questa  osservazione  ricade  su  di  una  forinola  già 
conosciuta  per  la  teoria  dei  radicali  (959),  cioè 

f/fWT=!/  a. 

599.  Chiamiamo  a una  quantità,  la  cui  potenza  t n"’“  é A, 
c facciamo  x=ay.  L’equazione  xm—A  diventa  amym=am,  e, 
dividendo  per  a"», 

!T=1  ’ 

dunque  y=l/i~,  «1  in  seguito  x=a\/T!  , 
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Da  ciò  conchiudesi , che  le  radici  dell’  eq.e  xm=\  posson 
formarsi  moltiplicando  una  qualunque  di  esse  per  quelle  dell’eq.® 
y“=l:  ovvero,  come  al  n.°  *46,  che  le  differenti  radici  m'”M' 
d'una  quantità  possono  ottenersi  moltiplicando  Tutta  di  esse  per 
le  radici  dell' unità. 

A*  7.  Consideriamo  più  specialmente  il  caso  in  cui  A è una 
quantità  reale;  e per  distinguere  le  ipotesi  di  A positivo  o ne- 
gativo, scriviamo  cosi 

ac“=±A . 

Sappiamo  determinare  almeno  per  approssimazione , una  quantità 
positiva  a tale  che  s’abbia  a"=A.  Facciamo  ancora  .r=oy,  Teq.e 
precedente  addiverrà 

JT=±1, 

c di  questa  ci  occuperemo  esclusivamente. 

A*».  Possiamo  far,  su  questa  equazione,  varie  osservazioni. 

Quando  tn  è impari,  e l'equazione  è y”*=l  ovvero  y®1 — 1=0, 
essa  ammette  evidentemente  la  radice  y=  1.  Essa  non  à altra 
radice  reale;  poiché  ogni  altro  valore  positivo  di  y darebbe  y"*>  l 
o y”*<l,  ed  uu  valore  negativo  darebbe  y®*  negativo.  Peravere 
l'equazione  da  cui  dipendono  le  m — 1 radici  immaginarie  divi- 
deremo ym — t per  y — 1 , e si  avrà  T equazione 
ym— ■— (— 3/"~ y"*~3 . . . . — f— y— 1=0. 
che  appartiene  alla  classe  di  quelle  che  dieonsi  reciproche. 

Quando  w è impari,  e l’equazione  è ym= — 1,  essa  à eviden- 
temente per  radice  y= — 1.  Hagionamcnti  analoghi  ai  precedenti 
proverebbero  che  le  altre  radici  sono  immaginarie  ; e si  avrebbe 
T equazione  da  cui  esse  dipendono , dividendo  ym-f-l=0  pery-4-1. 
Ma  per  aver  tutte  le  radici  dell’eq.0  ym= — 1 , è meglio  osser- 
vare che  questa  equazione  si  deduce  dall’altra  y”*=l  cambiando 
y in  — y;  di  tal  che;  basterà  prendere  tutte  le  radici  di  y"*=t 
con  segni  contrari. 

Supponiamo  »i  pari,  e sia  m=2»t:  Teq.fi  y**=l  o y*" — 1=0 
à per  radici  y=-f-i  ed  y= — 1.  Le  altre  sono  immaginarie,  e 
l’equazione  che  le  contiene,  si  otterrebbe  dividendo  y2"— 1=0 
per  (y — 1 ) (y-M  ) ovvero  y* — 1 ; ma  sarà  meglio  osservare  che 
ytn — l=(y» — l)(y“-pl),  e che  in  seguito  all’eq.'’  y2" — 1=0  pos- 
son sostituirsi  le  altre  due  piu  semplici 

y" — 1=0,  y"-f-l=0. 

Finalmente,  quando  l’equazione  è ytn= — 1 o y*n-(-l=0,  si 
osserverà  che  le  potenze  pari  di  quantità  reali  danno  sempre  ri- 
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sultati  positivi  ; quindi  tutte  le  radici  di  quest’  equazione  dovranno 
essere  immaginarie.  Facendo  y*—z,  l’equazione  si  abbassa  al 
grado  n,  e diventa  semplicemente  z"= — 1. 

5*9.  Passiamo  ora  a sviluppare  le  soluzioni  delle  equazioni 
ym  — 1=0  ed  ym  -f- 1 = 0 in  taluni  casi  particolari. 

Sia  m = 2:  l' equazioni  a risolversi  sono 

y“ — 1=0,  da  cui  y=±  1, 
y114-l  = 0,  da  cui  y=±l/ — 1. 

Sia  m = 3:  per  risolvere  l’eq.*  y* — 1=0,  osserveremo  che 
essa  à per  radice  y=  1 , dunque  la  divideremo  per  y — 1 ed 
avremo 


y*  + y+l=0,  da  cui  y= 


— l±l/^3 


Dunque  le  tre  radici  sono,  come  già  sapevamo  (#4»), 

y=— i,  v=-—t, — > y= — , — 


Per  risolvere  poi  1’  eq.e  ys+l=0 , osserveremo  che  le  sue  radici 
sono  |e  stesse , ma  coi  segni  contrari , della  precedente  : quindi 
saranno 


y=-l, 


1-4/— 3 1-4/— 3 

— »=— i 


Sia  m=4:  l’eq.e  y* — 1=0  si  decomporrà  in  due  altre,  y* — 1=0 
ed  y*-+-l=0;  e da  queste  si  ricaveranno  le  quattro  radici 
y=±l , y=±I/^4. 

L’eq.0  y*-f-l=0  si  risolverà  dilTerentemente.  Aggiungendo  2y* 
ai  due  membri,  potrà  scriversi  cosi:  (y*4-l),=2y* ; poi  si  de- 
comporrà in  due  altre,  1 

y*-+-l=yl/2,  y-M=— y|/2; 

c finalmente  da  queste  si  ricaveranno  i quattro  valori  di  y 

y=ìl/2±  il/Il2,  y=— i*/2±il/=2. 

Si  avrebbe  potuto  trattar  l’eq.*  y*-f-l=0  come  reciproca.  Si 
avrebbe  potuto  ancora  osservare  che  essa  dà  y*=±l/ — 1 , e che 
prendendo  successivamente  +1/ — 1 , e — 1/ — 1 , si  à 


y=rt|/-H^l,  ed  y=±l/-t/Zr1; 
allora  non  resterebbe  che  a ridurre  questi  valori  alla  forma 
«-H3!-/— ì,  il  che  si  è già  fatto  al  n.°  19». 

Progredendo  successivamente  fino  10°  grado , si  vedrà  che 
l’eq.'  ymif:l=0  si  risolve  o per  i casi  precedenti  o per  equa.-. 
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woui  reciproche  che  si  abbassano  ad  un  grado  minore  del  5.». 
Percorriamo  da  prima  i gradi  impari. 

Sia  l’eq.0  y1 — 1=0:  dopo  aver  osservato  che  essa  ammette 
la  radice  y=l,  la  divideremo  per  y — 1,  ed  avremo: 

yH-yH-y'+y+l^ , 

equazione  reciproca  che  si  abbasserà  al  2.°  grado.  A tal  uopo 
la  scriveremo  da  prima  so:to  questa  forma 

Allora  porremo  y-(-^=z,  il  che  darà  y*+ — =z* — 2;  «d  in  se- 
guito l’eq.0  in  y si  cangerà  in  questa 

z»+z — 1=0,  da  cui  s= 


Questi  valori  essendo  conosciuti,  quelli  di  y lo  saranno  per  la 


relazione  y+^=z 


In  effetti  questa  relazione  dà 
z±  \Z7^i 


y=- 


-ì 


e non  si  avrà  che  a sostituir  successivamente  ciascuu  dei  suoi 
due  valori  a z , per  trovar  i quattro  valori  immaginari  di  y. 
Aggiungendo  a questi  il  valore  y=l , si  avranno  dunque  le  cinque 
radici  deU’eq.e  y5 — 1=0,  cioè: 

'1#+'4/-V=i7 

V=T. 


L’eq.0  y — 1=0  condurrebbe  aH’eq.0  z3+;* — 2r — 1=0;  e l’eq.° 
\f — 1=0  a quella,  z‘+z* — 3z* — 2z-|-l=0. 

Le  eq.‘  y»+l=0,  y’+i=0,  ^+1=0,  ànno  le  stesse  radici 
che  l’ equazioni  precedenti  ma  col  segno  contrario. 

Percorriamo  i gradi  pari.  L’eq.’  y* — 1=0,  y* — 1=0,  y30 — 1=0, 
non  offrono  alcuna  difficoltà , poiché  ciascuna  di  esse  si  decom- 
pone in  due  altre  le  cui  radici  son  conosciute. 

' Prendendo  +1  in  vece  di  — 1,  l’ equazioni  analoghe  sono 

y +1=0,  da  cui  y=l/|^^T; 
y*  +1=0,  da  cui  y=| ; 
y,o+l=0,  da  cui  y=I 

1 t s 

Or  i valori  di  1/ — 1,  1/ — 1,  I / — 1 li  conosciamo,  non  resta 
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dunque  che  ad  estrarne  le  radici  quadrate  per  i metodi  del 
u.»  197.  Ma  sarà  meglio  trattar  queste  equazioni  come  re- 
ciproche ; poiché  le  traformate  in  z , da  cui  esse  dipendono 
àimo  le  loro  radici  reali,  e son  facilissime  a risolversi. 

A SO.  L’eq.*  in  z del  3.°  e 4.»  grado,  alle  quali  conducono 
l’eq.'  y7 — 1=0  ed  y* — 1=0  son  complete,  e noi  daremo  in 
appresso  dei  metodi  per  risolvere  le  equazioni  generali  di  questi 
due  gradi.  Per  ora  ci  limiteremo  ad  osservare  che  questi  metodi 
essendo  conosciuti  da  molto  tempo , la  risoluzione  dell'  equazione 
ym~|-l=0  lo  era  ancora  per  i primi  dieci  gradi.  Nei  gradi  supe- 
riori si  potevano  ancora , per  l' osservazione  del  n.°  S*S , ri- 
guardar come  risoluti  quelli  i cui  esponenti  sono  de’  numeri 
composti  de’  fattori  primi  2,  3,  5,  7.  Ma  passando  all’  equazione 
y” — 1=0,  tutto  ciò  che  potea  farsi  era  di  ridurla  ad  una  tra- 
sformata del  3.°  grado , anche  completa , ma  che  non  sapeasi 
risolvere. 

In  questo  punto  stava  la  cosa  , quando  Vavdermondb  diede 
l’espressione  delle  radici  dcll’eq.®  y“ — 1=0,  in  una  memoria 
inserita  fra  quelle  dellMceod.  delle  Scienze,  1771.  Essa  restò  lungo 
tempo  ignorata  , e l’ era  ancora  nel  1801  quando  Gauss  diede  un 
metodo  iugeghosissimo  per  risolvere  tutti  i casi  dell’  eq.e  y" — 1=0. 
Poco  dopo  questo  metodo  fu  ancora  perfezionato  di  molto  da  La- 
gbange , ed  è questo  a preferirsi  ad  ogni  altro:  veggasi  Risoluzioni 
dell’  equazioni  numeriche  Nota  XIV.  Per  altro , le  espressioni  che 
egli  trova  per  le  radici , sono  generalmente  poco  utili , a causa 
dei  molti  immaginari  di  che  sono  affette.  Volendo  averle  sotto 
la  forma  — 1 , e meglio  ricorrere  ad  altri  metodi , fon- 

dati sulle  proprietà  delle  linee  trigonometriche.  Vedi  Fourcy  Tri- 
gonometria , o Geometria  analitica. 

4SI.  Esporremo  ancora  qui  una  proprietà  delle  radici  dell’uni- 
tà , curiosa  di  per  se  stessa , di  cui  gli  analisti  se  ne  servono 
spesso.  L’abbiamo  già  osservata  in  particolare  pel  3.°  grado  .(* 4 ì ) 
e consiste  in  eiò  che  le  potenze  di  una  delle  radici  immagina- 
rie dell’unità,  possono,  in  ogni  grado  riprodurre  tutte  le  radici 
dell ’ unità. 

Riprendiamo  l’ equazione 

[2]  y“— 1=0 , 

e supponiamo  da  prima  che  m sia  un  numero  primo.  Sia  * una 
qualunque  delle  radici  immaginarie  di  quest’  equazione  : dovrà 
aversi  *"=i  : quindi  rappresentando  per  n un  numero  infioro 
I.tz.  di  Alg.  33 
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qualunque  positivo  o negativo  , si  avrà  a"“=i  ovvero  (*')“=1  ; 
dunque  tutte  le  potenze  di  * soddisfano  all’  eq.c  [2]. 

Non  si  anno  in  oltre  più  di  m valori  per  y;  poiché  dà  *m=i, 
conchiudesi  ecc.  : cioè  che  non  si  ottengono 

nuove  radici  al  di  là  di  a".  Lo  stesso  succederebbe  prendendo 
delle  potenze  negative;  poiché  si  à am~* 

, ecc. 

D’  altra  parte  sarà  facile  dimostrare  che  se  »n  è un  numero 
primo  le  m quantità  1 , aa...*",“,  sono  ineguali.  In  effetti, 

ammettiamo  per  un  momento  che  n ed  n-f-r  essendo  due  nu- 
meri minori  di  m , si  possa  aver  »"+'=*" , se  ne  dedurrebbe 
»'=i  ; dunque  « sarebbe  una  radice  comune  alle  due  equazioni 
y — 1=0  ed  y” — 1=0. 

Or  ciò  è impossibile  quando  m è un  numero  primo  ; poiché  cer- 
cando il  loro  massimo  comune  divisore  , le  riduzioni  successive 
che  s’ elfettuiranno  negli  esponenti  di  y saranno  le  stesse  che 
quelle  de’  resti  che  si  ànno  cercando  il  massimo  comun  divisore 
fra  m ed  r ; e siccome  m è un  numero  primo,  si  vedrà  che  y — 1 
è il  massimo  comun  divisore  delle  due  equazioni.  Dunque  a non 
può  esser  radice  comune  a queste  equazioni  ; dunque  tutte  le  ra- 
dici dcll’eq.0  [2]  son  rappresentate  dalla  serie 
1 , a , a*  , aJ , . . . . a"—1 . 

La  stessa  proprietà  si  estende  al  caso  in  cui  l’ esponente  m 
è un  numero  composto , ma  allora  bisogna  fare  una  scelta  fra 
le  radici  immaginarie  dell’  equazione  per  averne  una , le  cui  po- 
tenze riproducano  le  altre  radici.  Per  questi  dettagli  potrà  ri- 
scontrarsi la  Risoluzione  dell'  equazioni  numeriche,  Nota  XIII. 

CAPITOLO  XXI. 

F li  RZIORI  SIMMETRICHE, 


Calcolo  delle  funiioni  timmelriche  delle  radici  <f  un'  equa  t ione. 

5SC.  Esistono  certe  funzioni  delle  radici , che  si  sanno  espri- 
mere d’  una  maniera  generale  per  mezzo  de’  coclfìcieuti  delle  equa- 
zioni , senza  aver  bisogno  di  risolvere  1’  equazioni.  Queste  fun- 
zioni , che  forinone  una  classe  estesissima  , diconsi  funzioni  ra- 
zionali e timmelriche  , o semplicemente  funzioni  simmetriche. 
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Esse  diconsi  razionali , perchè  in  esse  le  radici  non  sono  af- 
fette da  radicali , cioè  che  esse  son  combinate  semplicemente  per 
addizione , sottrazione  , moltiplicazione  e divisione  ; e diconsi  sim- 
metriche , perchè  in  esse  le  radici  debbono  esser  combinate  in 
modo  che  possano  scambiarsi  fra  loro , ed  ordinarsi  come  si  vo- 
glia , senza  che  la  funzione  si  cambia. 

Ad  esempio,  l’ espressioni 


. ab  ac  bc  „ , 

—3flèc, 

sono  funzioni  di  a,  b , c,  razionali  e simmetriche.  La  prima  è 
intiera,  e la  seconda  è frazionaria. 

Essendo  date  più  quantità  a , b,  c,  d,  ecc. , se  si  dispongono 
a due  a due  in  tutti  i modi  possibili,  ed  in  ogni  disposizione, 
come  ab,  si  dà  l’esponente  * al  primo  fattore,  e l’ esponente? 
al  secondo , si  avrà  una  serie  di  prodotti  come  a*b? , la  cui  somma 
è evidentemente  una  funzione  simmetrica  delle  quantità  a , b,  c , 
d,  ecc.  Questa  funzione  allora  dicesi  doppia,  perchè  ogni  termine 
contiene  due  di  queste  quantità,  e rappresentasi  d’una  maniera 
abbreviata  per  S(a®6^);  la  lettera  S facendo  le  veci  della  parola 
somma.  Si  comprende  ora  ancora  che  s’intendano  per  funzioni 
simmetriche  triple,  quadruple,  ecc.  rappresentate  per 


S(a*6/3cy) , S [a*b^c^ds),  ecc. 

Per  una  tal  convenzione  di  scrittura,  le  funzioni  semplici  r 
come  a*+è*-f-c*-f-ecc.  verrebbero  rappresentate  con  S(aa)  ; ma 
per  abbreviar  di  più , comunemente  si  scrive  S„.  Cosi , si  à 
S, — a — |—  b -J-c  — f—  ecc. , 
Sg=a*-+-ò*+c,*-J-ecc. , 
S,=o*-f-ò*-f-c,-f-ecc. , 
ecc. 

Quando  le  funzioni  sono  frazionarie , si  comincerà  dal  ridurle 
allo  stesso  denominatore,  ed  allora  si  avrà  una  frazione  i cui 
due  termini , sono  funzioni  simmetriche  ed  intiere  ; quindi  è che 
di  queste  ultime  solamente  dovremo  occuparci. 

SS3.  La  prima  quistione  a risolversi  è questa:  Essendo  data 
un’equazione,  trovar  le  somme  St,  St,  ecc.,  delle  potenze  sìmili 
ed  intiere  delle  sue  radici. 

Sia  l’equazione  data  X=0,  ovvero 

[1]  ar'-t-Pa^-'+Q^-'+Ra^*-3*  • •-t-Ta:-+-U=^), 

le  cui  m radici  indicheremo  con  a,  b,  c,  d,...  Abbiamo  trovato 
al  n.°  SSO  il  quoziente  di  X per  x—a , e possiamo  avere  ai*- 
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eora  i quozienti  ili  X per  ciascuno  degli  altri  fattori  x — b,  x — e,  eoe. 
Or  addizionando  questi  m quozienti , sappiamo  che  la  loro  6onima 
debb’ essere  uguale  al  polinomio  derivato  X',  ovvero 

— 2)Q.r"'— 3-f-(m — 3)Rx“-4-  • *-f-T  ; 
bisognerà  dunque  che  i moltiplicatori  delle  stesse  potenze  di  x 
sieno  eguali  da  una  parte  e dall' altra.  Da  ciò  risulta  la  deter- 
minazione delle  somme  S,,  S,,  ccc. 

Riprendiamo  dunque  il  quoziente  di  X per  x — a, 


xra— -f-o« 

a.m-3_^_as 

XM-I> 

4-P 

4-Pa 

-f-Pfl» 

+Pa™-* 

+Q 

+0» 

-f-Qa"1-5 

4-R 

-J-Ra"*-* 

-+-T. 


Per  avere  gli  altri  quozienti  bisognerà  cambiare  in  questo  suc- 
cessivamente a in  b,  in  c , in  d,  ecc.  Addizionandoli  poi , e 
mettendo  S,,  St,  S,,  ecc.  in  vece  delle  somme  a-|-6-{-c...  , 
• • > a’+à'+c’  » • • • » ccc.,  si  à 


-f-mP 


I*"— +s. 

1 +ps. 

+PS. 

+mQ 

-i-QS, 

-4-mR 

x' 


•*. 


4-PS™— ■ 
+QS"-3 
+RS"-* 


— f-wiT. 

Dunque , paragonando  questo  risultato  col  polinomio  derivato  Xf, 
debbono  aversi  queste  relazioni: 

S,-f-mP  = (»n — 1)P , 

S,+PSl+»nQ  = (m— 2)Q , 

S,  -f-  PSa  -j—  QS,  -1-  mR  = (m— 3)R , 

S„_1+PS._.+Q8-_j...-HwT=T,  ’• 

ovvero,  semplificando, 

ÌS,+P=0, 

S.+PS,-1-2Q=0, 

S,-b-PS,+QSI+3R=0, 

S.-,-l-PSM_J-K»S— J.  • ■ +(m — 1)T=0. 

Per  mezzo  di  queste  equazioni,  si  potranno  calcolar  successiva- 
mente S,,  S,,  S,,...  e finalmente  S»_,. 


Digitized  by  Google 


LEZIOSI  SI  ALGEBRA.  437 

Queste  determinazioni  si  arrestano  alla  somma  S»_,;  ma  è facile 
proseguirle  ancora  per  SM,  S»-*.,,  Sh-m,  ecc.  A tal  uopo,  osserviamo 
che  sostituendo  successivamente  a,  b,  e,...  nell’eq.*  [1],  dee  aversi 

o"+Pa"t-  '-|-Qa"— |-Ta+U=0 

à”+Pir*— -f-Q6*— » hTH-U=0 . 

ecc.  : 

moltiplichiamo  queste  muguaglianze  rispettivamente  pera",  6", ecc., 
indi  addizioniamole:  per  le  convenzioni  stabilite,  si  avrà 
S»-i-n-|— PS,.;  — i-f- QSm-i-B— »•  • ■ +T  S„+  i — f — U — .0 . 

Può  farsi  successivamente  ti=0,  1,2,  ecc.,  e si  avranno,  per 
determinare  S„ , Sm+, , Sm+1 , ecc. , queste  relazioni  : 

/ S„  +PS„_+QS1W_. . ,+TS,+USo=0, 

n Sn+,+P8m  +QS„_ . . . -f-TS4-f-US,=0 , 

1 J ) S,+,+PS^,+QS„  ...+ts,+us1=o, 

• \ ecc. 

Nella  prima  può  sostituirsi  mU  ad  USp,  mentre  S0=o°  + ò<>+ 
c°-f-ecc.=m;  ed  allora  è chiaro  che  essa  è compresa  nella  stessa 
legge  dell’eq.1  [2].  Questa  relazione  farà  trovare  Sm  per  mezzo 
delle  somme  S, , S, , . . . S*—,  già  conosciute  ; e passando  suc- 
cessivamente a ciascuna  delle  relazioni  seguenti , ogni  nuova 
somma  verrà  a determinarsi  per  mezzo  delle  somme  già  calcolate. 
Giova  osservare  che  tutte  le  somme  S„  S,,  ecc,  saranno  espresse, 
senza  alcun  denominatore,  in  funzione  de’  coefficienti  P,  Q,  R,  ecc. 
Questa  conseguenza  risulta  dal  perchè  il  primo  termine , in  cia- 
scuna delle  relazioni  [2]  e [3] , à l’ unità  per  coefficiente. 

Per  offrir  un  applicazione  numerica , prendiamo  l’ equazione 
x* — 7x-f-7=0. 

In  quest’esempio  si  à P=0,  Q= — 7,  R =7.  Poiché  P=0, 
la  relazione  S,-(-P=0  da  S,=0;  in  seguito  le  relazioni  che  deter- 
minano le  somme  S, , S„ , ...  S,  si  riducono  a queste 
Sx=0,  S„  + 2Q=0,  S,  + 3R=0, 

S*+QS,=0,  S,  + QSj  + RS,=0 , S<-)-QS1  + RSJ  = 0, 
e , sostituendovi  i valori  di  Q e di  R , si  trova  facilmente 
Sj=0,  Sa=14,  S,=— 21,  S*=98,  S,=— 245,  S.=833. 

534.  Osservazione.  Nell’eq.®  S«-H,+ecc.=0,  trovata  prece- 
dentemente , n può  essere  un  numero  negativo , ed  in  seguito  que- 
sta equazione  può  determinare  le  somme  delle  potenze  negative 
delle  radici.  Cosi,  facendo  n= — 1,  — 2,  ecc.,  si  avrà 
S«_,-|-PS»_,  • • • 4-TSo-f-US — i =0 , 
S„_,+PS„_j  • . . +TS-,-+-CS-t=0; 
ecc. 
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Queste  equazioni  fan  conoscere  successivamente  S_,,  S— . , ecc.  ; 
ma  sarà  più  semplice  di  cangiar  x in  -,  e di  cercar  in  seguito, 

per  mezzo  delle  formole  [2]  e [3] , le  somme  delle  potenze  po- 
sitive delle  radici  della  trasformata.  È chiaro  in  effetti  che  queste 
potenze  sono  le  potenze  negative  di  a,  b , c , . . . 

585.  Passiamo  ora  alla  determinazione  delle  funzioni  doppie, 
triple , ecc. , rappresentate  con  S(a*b^) , S(a*lH3ey) , ecc. 

Per  trovar  S(aaò^) , si  moltiplicano  tra  loro  le  due  somme 

-=s.f 

Il  prodotto  contiene  due  sorti  di  termini;  1°  la  somma  di  tutte 
le  potenze  *-+-£  delle  radici;  2°  la  somma  di  tutti  i prodotti  che 
si  formano  combinando  la  potenza  » d’ una  radice  qualunque  con 
la  potenza  p d'un  altra  radice.  Or,  la  prima  somma  è indicata 
per  S»+p,  e la  seconda  per  S(oa6^);  dunque 

S*+js+S(o*W3)=SaS^; 

e da  questa  ricavasi,  per  le  funzioni  doppie  la  formola 
S(a*bP)  = SxSp— Sa+£. 

Per  trovare  la  funzione  tripla  S(a*i>*3ey) , si  moltiplicano  tra 
loro  le  tre  somme 

a*  -j-  i*  + c*  • • • = S* 
o0_|_èi3_|_c£  . . . =Sp 

fly+6y+cy...= sy. 

Il  prodotto  è una  funzione  simmetrica  che  conterrà  evidentemente 
tutti  i termini  compresi  in  ciascuna  delle  cinque  forme 
n*+p+yt  a*+PbY,  (P+VbP,  aVc*; 

dunque,  in  virtù  delle  convenzioni  stabilite,  si  avrà 

Sa+/}+y + S(«*+fty)  -f-  S(a*+VbP)  i _s  s s 
+ S(a/3+ré«)  + S{a*6/3Cy)  j * P y‘ 

Ma,  la  formola  delle  funzioni  doppie  dà 

s(o«+fty)=sM.jSsy~s(W./t+y, 

S(a«+y^)=Sa 

S(Ofl  + yà*)  — Sa — Sa+|j+y; 
dunque  sostituendo  questi  valori  nell’ uguaglianza  precedente,  e 
ricavando  in  seguito  da  essa  il  valore  di  S(a*bPcY),  si  ottiene, 
per  le  funzioni  triple,  la  formola 

S^bPcY)  _ SaS^Sy_Sa+/JSy-Sa+yS^-Sjl+ySa-»-2Sa+<jH.y. 


a*+à*-+-c* 
aP+lf  + c? 
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Per  avere  le  funzioni  quadruple , ecc. , si  opererà  similmente  : 
e l’andamento  a tenersi  non  offre  più  difficoltà. 

E qui  bisogna  ancora  osservare  che  S, , S, , S, , ecc. , espri- 
mendosi senza  denominatori,  in  funzione  de’ coefficienti  dell’eq,0 
proposta,  deve  esser  lo  stesso  per  le  somme  S(a*i£),  S(a*fc£cy),ecc. 

536.  Le  formole  che  abbiamo  trovate  per  queste  ultime  som- 
me debbon  modificarsi , quando  taluni  degli  esponenti  sono  uguali. 
In  effetti,  una  somma  qualunque  S(o *6^...),  in  cui  ogni  ter- 
mine contiene  n lettere,  si  compone  formando  le  disposizioni  a 
n a n delle  n lettere  a,  b,  c, . . . e dando  rispettivamente  alle  n 
lettere  di  ciascuna  di  esse  gli  esponenti  »,  p,  y, . . . Or,  suppo- 
niamo che  in  un  termine  la  lettera  a abbia  l’esponente  »,  e b 
l' esponente  p , vi  sarà  necessariamente  un  altro  termine  non  dif- 
ferente da  questo  che  per  essersi  cangiati  a e b;  dunque  se  £=*, 
l’ insieme  de’  termini  differenti  non  è più  che  la  metà  di  quelli 
della  forinola  generale. 

Se  vi  son  tre  esponenti  eguali , è chiaro  che  ciascuno  dei  ter- 
mini differenti  delia  forinola  vi  sarà  ripetuto  tante  volte , quanto 
è il  numero  delle  disposizioni  a 3 a 3 di  tre  lettere  ; dunque  per 
non  aver  che  la  somma  dei  termini  differenti , la  forinola  gene- 
rale dovrà  dividersi  per  2x3.  Ed  in  generale  se  p è il  numero 
degli  esponenti  eguali,  la  formula  generale  dovrà  dividersi  per 
2X3  ...Xj>. 

Queste  divisioni  si  effettuiranno  senza  introdurre  denominatori 
nelle  formole  ; ma  sarebbe  diffìcile  vederlo  con  l’andamento  finora 
seguito;  quindi  col  processo  seguente  metteremo  meglio  in  evi- 
denza questa  proprietà. 

Metodo  del  Signor  Ciccar  pel  calcolo  delle  funiioni  simmetriche. 

337.  Questo  metodo  consiste  ad  eliminar  successivamente 
dalla  funzione  simmetrica  ciascuna  delle  radici  a,  b,  c,  d, . . . ; e 
desso  poggia  sulla  proposizione  seguente. 

Sia  5 una  funzione  simmetrica,  razionale  ed  intiera,  delle  radici 
di  un’equazione  X=0,  ovvero 

[1]  x'M-Px—  ‘-(-Qx^-’+Rx"-3 . . . 4-U=0. 

Chiamiamo  a una  delle  sue  radici , ed  ammettiamo  che  d'  una 
maniera  qualunque  si  trasformi  2 in  un  polinomio  ordinato  per 
rapporto  ad  a,  di  maniera  che  s’abbia 

2-=La»+Ma^*  -+-Na*— ..... 
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L,  M,  Nf . . . essendo  de’  coefficienti  composti  con  P,  Q,  R, . . .U. 
Se  si  divide  questo  polinomio  per 

am+Pa“->-Hìa‘*->Ro— J. . . .-+-U , 
dovrà  aversi  un  resto  indipendente  da  a,  e sarà  questo  preci- 
samente il  valore  di  2. 

Qualunque  sia  a questa  divisione  dee  dar  un  resto  della  forma 
. .-j-Oo+p.  Per  abbreviare , chiamiamo  r questo 
resto , q il  quoziente , ed  A il  divisore  : sarà  2=A^-f-r.  Or, 
essendo  a una  radice  dell’equazione  data  dee  aversi  A=0;  dun- 
que 2=r,  cioè 

. ,-H>a-hp. 

Si  avrebbe  potuto  mettere  nel  calcolo  in  vece  di  a , una  qua- 
lunque delle  altre  radici  dell’ eq.*  X=0;  e siccome  2 è una 
funzione  simmetrica  delle  m radici , cosi  è chiaro  ehe  si  sarebbe 
avuto  un  valore  del  tutto  simile  al  precedente,  con  questa  sola 
differenza  che  a sarebbe  stata  sostituita  da  una  qualunque  delle 
altre  m — 1 radici.  Or  il  valore  di  2 resta  lo  stesso,  qualunque 
sia  la  radice  che  si  ritenga  nel  calcolo;  dunque  ponendo 
Ix"—' '-t-fia:"-*. . . -f-0x-f-p=2 , 

quest’equazione,  di  grado  inferiore  ad  m , dovrebbe  ammettere 
m radici , il  che  è impossibile , a meno  che  non  si  abbia  X=0, 
j*=0, . . .0=0,  p=2.  È questa  la  proposizione  che  si  trattava  di 
stabilire.  Si  osservi  intanto  che  il  polinomio  divisore  «m-l-Pa'*— * 
. . . non  è altro  che  X in  cui  si  è cambiato  x in  a. 

In  questa  dimostrazione  le  m radici  dell’  eq.e  [1]  vengono  a 
riguardarsi  come  ineguali  fra  loro  ; ma  la  projtosizione  intanto  è 
generale.  Per  convincersene,  può  supporsi  da  prima,  come  abbiam 
fatto  , che  tutte  le  radici  sieno  ineguali , c far  poi  variare  i 
coefficienti  P,  Q, . . . U per  gradi  insensibili , di  maniera  che  la 
differenza  fra  due  radici , o anche  più  differenze  ; si  accostino  di 
molto  a zero.  Or  le  ultime  uguaglianze  sussisteranno  sempre  , 
per  quanto  piccole  diventassero  queste  differenze  ; dunque  esse 
saranno  vere  anche  quando  queste  differenze  svaniscono  , quando 
cioè  le  radici  dell’eq.®  [t]  diventano  uguali. 

588.  Nella  proposizione  che  abbiamo  esposta,  abbiam  consi- 
derato come  già  eliminate  dalla  funzione  2 tutte  le  radici  tranne 
una.  Passiamo  ora  a far  vedere  come  per  l’uso  ripetuto  di  questa 
proposizione , possono  effettivamente  eliminarsi  successivamente 
dalla  funzione  2 le  radici  che  la  compongono. 

Sieno  «r,  6,  r, ...  f,  k,  l le  m radici  dell’eq.®  X=0.  Dividendo 
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successivamente  X per  gii  m — 1 fattori  x — a,  x — b, ....  x — k, 
si  avranno  diverse  equazioni , 1’  ultima  delle  quali  sarà  del  I.» 
grado , c avrà  l per  radice  : fermiamoci  su  questa  equazione. 
Essendo  X un  polinomio  della  forma 

per  facilitare  la  divisione  di  X per  x — a,  faremo  come  nell’os- 
servazione del  n.°  3»©,  ed  avremo  un  quoziente 

X l=xm~'-i-V,xm  - rr*-4 . . . , • 

in  cui  P„  Qi,  R„...  son  composti  come  segue: 

P 1=8  -J-P  , 

Q,=aM-P«-K>, 

Il  1==n>-f-Pa*-f-Qa-f-R , 

• ecc. 

Similmente,  dividendo  X,  per  x — b,  si  troverà  un  quoziente 
Xa==jr"— *-f-P,a^*— -s . . . , 
in  cui  si  à 

l*,=à  -+-P,, 

Oa=A*-f-P i b -+-Q« , 

R1=à,-+-Pià*-f-Qià-i-R*  i 
ecc.  . ■ 

Continuando  similmente , si  arriverà  ad  una  divisione  in  cui 
x — i sarà  preso  per  divisore , ed  in  cui  il  quoziente  sarà  del  2.® 
grado;  poi  finalmente  ad. una  divisione  in  cui  x — k sarà  il  divi- 
sore, ed  il  quoziente  sarà  del  l.°  grado.  E qui  giova  osservare 
che  le  divisioni  per  x — a,  x — b,  ecc.  non  possono  introdurre 
alcun  denominatore  nei  diversi  quozienti,  e che  in  tutti  questi 
quozienti  il  coefficiente  del  1.®  termine  è l’unità. 

Sostituiamo  a ad  x in  X,  b ad  x nel  1.®  quoziente,  c ad  x 
nel  2.®. . . . e finalmente  k ed  l nei  due  ultimi:  avremo  cosi  dei 
polinomi,  che  «chiameremo  A,  B,  C,...  K,  L.  Il  primo  sarà 
ordinato  rispetto  ad  a , ed  i suoi  coefficienti  saranno  appunto 
P,  Q,  R,. . . Il  2.°  sarà  ordinato  rispetto  a b,  ed  i suoi  coeffi- 
cienti saran  composti  con  a e P,  Q,  R,...  Il  3.®  sarà  ordinato 
rispetto  a e,  ed  i suoi  coefficienti  saran  composti  con  a,  6,  e * 
P,  Q,  R, . . . E cosi  di  seguito  ; di  maniera  che  il  polinomio  K, 
ordinato  rispetto  a k , contiene  nei  suoi  cofficienti  le  m — 2 quan- 
tità a,  b,  e, i,  mentre  il  polinomio  L,  ordinato  rispetto  ad 

I,  contiene  le  m — 1 quantità  a,  b,  c, ...  i,  k. 

Riprendiamo  ora  la  funzione  simmetrica  2,  coinè  deve  esser 
composta  con  le  m radici  a,  b,  c, . . . t,  k,  l.  Non  considerando 
Lez.  di  Alq. 
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die  la  sola  radice  l,  si  eliminerà  questa,  sostituendo  ad  essa  il 
suo  valore  ricavato  dali’eq.'  L=0,  o anche,  {4SI®),  ordinando 
2 rispetto  ad  l,  e dividendo  X per  L,  che  allora  il  resto  sarà 
uguale  a 2. 

Questo  valore  2 , in  coi  non  v’  è più  l , è ancora  una  funzione 
simmetrica  razionale  ed  intiera  delle  m — 2 radici  a,  b,  c,. . . i,  A; 
e potrà  eliminarsi  A-,  ordinandola  rispetto  a A , e dividendola  in 
seguito  ’ por  K : il  resto  che  dev’  essere  indipendente  da  A sarà 
ancora  uguale  a 2. 

Continuando  similmente,  si  elimineranno  da  2 successivamente 
tutte  le  altre  radici.  Quando  2 non  conterrà  più  che  a,  si  ordi- 
nerà rispetto  ad  a,  indi  si  dividerà  2 per  A.  11  resto  dovrà  essere 
indipendente  da  «,  e sarà  il  valore  di  2 che  cerchiamo. 

439.  Il  primo  termine  de'  polinomi  adoperati  come  divisori 
in  queste  eliminazioni  successive , avendo  sempre  l’ unità  per 
coefficiente,  ne  segue  che  i differenti  resti  non  contengono  altri 
denominatori  che  quelli  de"  coefficienti  dell’  equazione  proposta  ; 
di  maniera  che  se  questi  coefficienti  son  de'  numeri  intieri  , il 
valore  di  2 sarà  anche  un  numero  intiero.  Noi  ci  avvarremo 
or  ora  (448)  di  questa  conseguenza , che  si  deduce  immediata- 
mente dal  processo  del  signor  Caicuy. 

Application « ad  un  esempio.  — Come  il  Sig.  Cjccnr  evita  t’  equazione 
a’  quadrati  delle  differenze. 

44®.  Propelliamoci  di  determinar  la  funzione  simmetrica  eguale 
al  prodotto  dei  quadrati  delle  differenze  delle  radici  di  un’equa- 
zione X—0  della  forma 

[1]  a^+Px1”— ^ '-fOx1*— >-f-ecc.=0. 

f!  meglio  sarà  di  adoperar  il  metodo  delle  eliminazioni  successive 
del  Sig.  Cauciit.  Per  l’ enunciato,  chiamando  sempre  con  a,b,c,d. . . 
le  m radici  e con  2 la  funzione  simmetrica , dee  aversi 

2=(n — b)*[n — <?)»(<* — </)«..  ,x(6 — c)*(ò — d)a. . .x(e — d)*. . . 

Quando  1’  equazione  è del  2.°  grado  si  à X=x*-+-Px-)-Q,  allora 
non  vi  sono  che  due  radici  a e b ligatc  fra  loro  dalle  relazioni 
(<H-A)= — P , ab=Q.  In  seguito  si  à semplicemente 
2 =(o — /;)•=(  o— {— 6)a — 4 oi>=P» — 4Q. 

Potrebbe  cercarsi  il  valore  di  2 per  i gradi  superiori  passando 
successivamente  dal  2."  al  3.° , dal  3.°  al  4.°  , e cosi  in  seguito; 
ma  noi  terremo  altra  via  ; c , supponendo  che  si  sappia  deter- 
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minar  la  funzione  2 pel  grado  m — 1 , [dimostreremo  come  allora 
potrà  trovarsi  pel  grado  m. 

Nell’espressione  generale  di  2 , consideriamo  particolarmente 
i fattori  che  non  contengono  a.  Chiamando  il  loro  prodotto  2, , 
avremo 

2,=(A — c)'[b — d)*...x[c — <<)»... 

2=2,  X (a — ò)*  (a — c)*  (a — d)%  ■ ■ ■ 

Dividendo,  come  al  n.®  5*7,  X per  x — a,  si  avrà  1’ e«j.°  X,=0, 
la  cui  composizione  è riportata  in  questo  numero , cioè 
(o-j-P)  (o*-j-Pa-(-Q)  x"—3-)-eec.=0. 

Or  2,  è il  prodotto  dei  quadrati  delle  radici  di  questa  equazione; 
dunque,  per  la  nostra  ipotesi  si  saprà  determinare  2,  in  fun- 
zione dei  coefficienti  di  questa  equazione;  e quindi  2,  sarà  espresso 
in  funzione  di  P , Q , R . . . e di  a. 

D’ altra  parte , il  quoziente  di  X per  x — a essendo  eguale  ad 
(x— fc)(x — c)[x — d) . . . si  à 

(x — 6)(x — c)(x — d)..  .=x*~,-^(a-+-F)x"— ^ H-(a*-H*a-t-Q}-«:"_3. .. 
Facendo  x=a  quest'  uguaglianza  diventa 
(a — b)[a — c)(a — d) . . — l)Pa"-“*-f-{m — 2)  Qa"— 3...  ; 

dunque 

2=2,X  [#w“~'+  (m — 1)  Pa1*- *-f-  (m — 2)Qa*— 3 
dunque  , dopo  aver  sostituito  a 2,  il  suo  valore,  potrà  mettersi  2 
sotto  la  forma  di  un  polinomio  ordinato  per  rapporto  ad  a.  Allora 
per  eliminare  a,  basterà  dividere  2 per  a’n-|-Pa™~,-f-  ec.  il  re- 
sto , che  dev’  essere  indipendente  da  ,a  , sarà  il  valore  di  2 , 
espresso  in  funzione  dei  coefficienti  P , Q , R , . . . 

551.  Applicheremo  ciò  che  precede  all’ equazione  del  3.”  grado 

xJ+Pa'*-ì-Qx-|-R=0. 

Per  aver  2,  la  divideremo  per  x — a , ed  avremo 
x*-f-  («-t-P)  x-+-  (a*-f-Pa-t-Q)  =0. 

Quando  l’ equazione  del  2.°  grado  era  x*-t-Px-f-Q=^  ; abbiaiu 
trovato  per  questa  equazione , 2=P*— 4Q.  Si  avrà  dunque  2* 
sostituendo  , in  questa  formola , a-|-P  , a P , ed  o,-)-Pa+Q  a Q. 
Si  à cosi 

2,=  (a+P)  * — 4 (a*4-Pn-f-Q) 

=— 3a  » — 2Pn-t-P* — 4Q  ; 

dunque  in  seguito 

2=  (— 3n*— 2Pa-f-P*— 4Q)  (3a*+2Pa-t-Q)*. 

Resta  solo  ad  eliminar  « per  mezio  dell’  equazione  «*-t-P«H-Qa 
+R=0.  A tal  uopo  , potremo  avvalerci  della  divisione  , come 
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a)  n.'  5»»  , o ili  iia  qualunque  altro  processo,  ed  avremo  sem- 
pre per  risultato  finale 

S=P»— (i«— 4PJR— Hf5— ‘27R*-|-I8PQR. 

Oliando  I'  equazione  del  3."  grado  marna  del  2.°  termine  dee 
farsi  P=0  ; ed  il  valore  di  5 si  riduce  5= — 4QS — 27R*. 

.V4‘{.  La  funzione  2 , che  abbialo  calcolata  nel  n.°  540,  dà 
l'ultimo  termine  dell’equazione  ai  quadrati  delle  differenze  delle 
radici  dell’ et).*  X=0  ; ma  essa  è ancora  sufficiente  a far  cono- 
scere una  quantità  3 minore  della  più  piccola  differenza  tra  due 
qualunque  delle  radici  reali.  Questa  quantità  5 , come  sappiamo, 
regola  gl’  interi  alti  delle  sostituzioni  successive  che  esige  il  me- 
todo di  Lai; «ance  (4  74);  or  ecco  come  S si  deduce  da  2. 

Chiamiamo  e il  modulo  di  5,  ed  u,  »',  »",...  i moduli  delle  diffe- 
renze delle  radici.  Per  le  proprietà  conosciute  dei  moduli  dee 

aversi  l/r=wuV\ . . Sappiamo  trovar  un  limite  superiore  dei 
moduli  delle  radici , chiamiamo  ® questo  limite  : ciascuno  dei  mo- 
duli »,»',«",. . . sarà  <2®.  Per  abbreviar,  facciamo  m[m — l)=2n: 
il  grado  dell’  eq.c  ai  quadrati  delle  differenze  sarà  »,  ed  il  nu- 
mero delle  quantità  u' ,»",.. . sarà  n — 1;  dunque  si  avrà»'»". . . 

< (2v)»~ 1 ; dunque  |/ v <«(2®)"— 1 , da  cui  ^ < **•  Or  può 

supporsi  che  » rappresenti  una  qualunque  delle  differenze  tTa 

t 1/  0 

duo  radici  reali  dell*  equazione;  quindi  potrà  prendersi  8=  ^i. 

543.  Quando  l’equazione  proposta  à soli  coefficienti  intieri 
(essendo  l’unità  quello  del  1.®  termine)  l’osservazione  fatta 
alla  fine  del  n.®  58®,  prova  che  2 avrà  un  valore  intiero;  dun- 
que il  modulo  v di  2 sarà  almeno  uguale  ad  1 ; dunque  allora 

può  prendersi  S = -^~- 

Cosi  quando  un’  equazione  a^-f-ccc.^O  non  à che  coefficienti 
intieri  , può  calcolarsi  immediatamente,  per  mezzo  di  questi  coeffi- 
cienti una  quantità  minore  della  più  piccola  differenza  delle  ra- 
dici reali  il  che  non  sapea  farsi  prima  del  Sig.  Calchy. 

V tu  delle  funzioni  simmetriche  per  la  trasformazione  del V equazioni  — 
Equazione  iti  quadrali  delle  differenze. 

544.  Le  funzioni  simmetriche  si  presentano  di  per  se  stesse 
nella  trasformazione  dell’  equazioni  , tutte  le  volte  che  le  radici 
della  trasformata  debbono  essere  delle  funzioni  ntèi/.ml*  delle  ra- 
dici dell’  equazione  data. 
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Sif-no  a , b , e , ...  le  radici  dell’  equazione  data.:  per  fissare 
le  idee  , supponiamo  , che  due  sole  di  queste  radici  entrino  nella 
composizione  di  ciascuna  radice  della  trasformata  , c rappresen- 
tiamo con  F (a,b)  la  funzione  razionale  die  esprime  la  legge  di 
questa  composizione.  Immaginiamo  che  dopo  aver  falle  tutte  le 
disposizioni  possibili  a due  a due -di  u,b,c,  ...-,  si  mettono 
successi» amente  in  F ( a,b ) in  vece  ili  a e b , le  due  radici  di  cia- 
scuna disposizione  ; è chiaro  che  si  avrebbero  cosi  tutte  le  ra- 
dici della  trasformata  , cioè  : 

F ( a,b ) , F (o,c) , . . . F (i,o)  , F ( b,c ) . . . ecc. 

Per  conseguenza  questa  equazione  , decomposta  in  fattori,  sarebbe 

Questo  prodotto  non  cambia  facendo  fra  a,b,c...  dei  cambia- 
menti qualunque , poiché  allora  i fattori  vengono  a situarsi  in 
diverso  ordine  ; quindi  è certo  che  dopo  la  moltiplicazione  , i 
coefficienti  delle  diverse  potenze  di  z saranno  delle  funzioni  sim- 
metriche e razionali  di  a ,b  , c. . . Cosi  , servendoci  dei  processi 
esposti  precedentemente  potranno  esprimersi  questi  coefficienti  in 
funzione  di  quelli  della  proposta. 

545.  Esiste  ancora  un’altra  maniera  di  servirsi  delle  funzioni 
simmetriche  che  è spesso  a preferirsi.  Essa  poggia  su  questa 
osservazione  semplicissima,  che  le  relazioni  [2]  e [.‘1]  del  n.°  533, 
fra  i coefficienti  di  un’equazione  e le  somme  delle  potenze  simili 
delle  radici  possono  servire  a trovar  i coefficienti  dell’equazione 
quando  sono  incogniti,  purché  si  conoscono  queste  somme  fino 
a quella  delle  potenze,  il  cui  ordine  è uguale  al  numero  dei  coeffi- 
cienti incogniti,  cioè  al  grado  dell’ equazione. 

In  conseguenza  per  arrivar  alla  trasformata,  si  determinerà 
da  prima  il  suo  grado , in  seguito  si  cercheranno  le  somme  delle 
potenze  1.*,  2.',  ecc.  delle  sue  radici  fino  alle  potenze  il  cui  or- 
dine è uguale  al  grado  di  questa  trasformata;  finalmente  per 
mezzo  di  queste  somme  si  calcoleranno  i coefficienti  incogniti. 
Rispetto  à queste  differenti  somme  , è chiaro  che  esse  sono  delle 
funzioni  simmetriche  delle  radici  della  proposta , che  possono 
esprimersi  in  funzione  dei  coefficienti  di  queste  equazioni. 

540.  Come  esempio  riprenderemo  la  quistione  dell’ equazione 
ai  quadrati  delle  differenze , già  trattala  al  n.“  43*.  Le  funzioni 
simmetriche  ne  danno  la  soluzione  più  semplice  ed  elegante.  La 
quistione  si  è : 

Trovar*  l’equazione  le  cui  radici  sica»  t quadrati  delle  di/fc- 
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reme  di  quelle  di  un’equazione  data 

[A]  a;m4-Px"— =0. 

Rappresentiamo  Peq.  cercata  con 

[B]  -]-q:*-‘-}-rz—3 (— Z^r— (— u=0. 

Le  m radici  di  [A]  essendo  a,  b,  c , . . . quelle  di  [B]  saranno 
( a — 6)*,  (a — <■)•,  (a — rf)*,...  (6 — c)*,  [b — rf)»,...  (c — rf)*,...  ecc. 
Il  numero  di  questi  quadrati  è evidentemente  quello  delle  com- 
binazioni a due  a due  che  posson  farsi  con  le  m quantità  a,  b, 
dunque  il  grado  dell’equazione  richiesta  sarà  «=|ro(m — 1). 

I coeftìcionti  j>,  < /,  r,...  saranno  facili  a trovarsi  conoscendo 
le  somme  delle  potenze  simili  ed  intiere  delle  radici  dell’eq.c  [B], 
dalla  somma  delle  prime  potenze  sino  a quella  delle  potenze  n“m‘. 
Chiamiamo  per  f,  ft,  /,  ■ ecc.  queste  nuove  somme , e cer- 
chiamo il  valore  generale  di  fx,  essendo  « un  numero  qualunque 
intiero  e positivo. 

Le  radici  di  questa  equazione  sono  i quadrati  (a — 6}* , ecc. 
riportati  precedentemente , dunque  innalzandole  alla  potenza  * si 
à fx={a — ij*a4-(a — c)**-t-(o — rf)***  • •+(& — c)’*-(-ecc. 

Per  trovar  questa  somma , consideriamo  l’ espressione 
<pjx)=(x — a)**+(x — ft)’*+(x — c)'*-f-ecc. , 
che  comprende  gli  m binomi  (x — a) , (x — b , (x — c)  ecc.  facendo 
successivamente  x=a , b,  c , ecc. , ed  aggiungendo  gli  m risul- 
tati , si  à evidentemente 

2/a=«p(n)-t-<p(6)+<p(c)-f-ecc. 

Sviluppando  le  potenze  che  compongono  tp(x) , si  à 

/ 2a[2a 1 ) 

! x** — 2*ox1*-1 H — * • • • 

(p  f X ì — . „ n t 2a  I ) 

^ | +x’* — 2 — b*X**— >. . .-\~b2* 

\ +ccc. , 

o più  semplicemente  servendosi  delle  abbreviazioni  S, , SB , ecc. , 
<p(x)=mx** — 2aSiXJ*-'-f- 1 S,x**— *. . .+S,a 

1 • M 

dunque,  sostituendo  successivamente  a,  b,  c ...  ad  x,  ed  ad- 
dizionando i risultati,  si  avrà 

2*f2a— il 

2/*=mS»«— i 2 

Nel  2.°  membro  è facile  vedere  che  i termini  ad  eguale  distanza 
dagli  estremi  sono  eguali , quindi  arrestandosi  al  termine  medio, 
e prendendo  la  metà  di  questo  termine  si  avrà  il  valore  generale 
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di  j%  cioè 

/st=mS„-2»S,Saa_1+H^^S,S,a_a . . . 

2»(2« — l)(2a — 2)-  • - (»-*-•! ) c a 
• • 1.2.3...»  *• 

Siccome  i j£gni  sono  alternativamente  e — , non  vi  sarà  mai 
incertezza  sull’ultimo.  Ecco  ora  quali  operazioni  sono  a farsi. 

1. °  Si  calcoleranno  le  somme  S, , Sa,  S, fino  ad  S,„ , 

per  le  relazioni  conosciute  S*— f- P=0 , Sa-(-PS,-t-2Q=0 , ecc. 

2. °  Nella  forinola  che  esprime  f%  si  farà  successivamente 
«=i,  2,  3,  sino  ad  »;  e così  per  determinar  le  » somme/,, 

si  avrà/,=»»Sa — S,S, , /,=mS, — 4S,S,-f-3SaS„  ecc. 

3. °  Finalmente  le  relazioni  fra  queste  n somme  e gli  * 
coefficienti  p,  q,  r ....  daranno  i valori  di  questi  coefficienti  cioè 

F=—/tt  <I=— r=—  ecc. 

Non  si  vede  con  questi  valori,  se  le  frazioni  ~ , j in  ul- 

timo spariscono , ma  l’ osservazione  fatta  al  n.°  33S  prova  che 
così  deve  essere;  di  maniera  che,  se  l’equazione  proposta  non  à 
che  coefficienti  intieri , anche  l’ equazione  ai  quadrati  delle  diffe- 
renze non  à che  coefficienti  intieri. 

541.  Un  andamento  del  tutto  analogo  può  anche  tenersi  in 
un  gran  numero  di  casi , e particolarmente  quando  le  radici  della 
trasformata  dovessero  essere  delle  potenze  simili  ed  intiere  della 
differenza,  della  somma,  del  prodotto  o del  quoziente  di  due 
radici  qualunque  dell’equazione  data. 

Ad  esempio  supponiamo  che  ogni  nuova  radice  sia  la  potenza  k della 
somma  o-f-6  di  due  radici  dell’eq.®  [A].  Facendo  n=;m(m — 1), 
la  trasformata  dovrà  essere  della  forma 

[C]  — [-fz-f-u=0; 

e facendo  /a=(a-|-ò)**-t-(a-+-c)** h(è-4-e)**-l-ecc.  , 

il  calcolo  si  ridurrà  ad  esprimere /a  per  una  formola  generale. 
A tal  uopo  si  prenderà  la  funzione 

^(x)=(a;-H»)**-+-(a;-Hi)4M-(a;-f-c)*Jt-)-ecc. 
il  cui  sviluppo  è 

<p(a-)=m3->a-+-àaS,.Tta— 1 -f-  * . . . -f-St* . 

1 a« 

Or  se  prima  dello  sviluppo,  si  sostituisce  in  <p(ar)  successivamente 
a,  b,  c,. . . ad  x , la  somma  dei  risultati  sarà  uguale  a 2/’Jl-f-2**Sw; 
ed  in  seguito  è facile  vedere  che  facendo  le  stesse  operazioni 
sullo  sviluppo  si  avrà 

^/à-H2wSix=wiS»»+4*S,9*«— , . . • -f-mS»,  ; 
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e finalmente  da  questa  ricavasi  la  formula  richiesta 

X=(m-  ,+^^^^S.S,»_,+ecC. 

Quando  kx  sarà  pari  ci  arresteremo  al  termine  contenente  S con 
due  indici  eguali  prendendone  la  inetà;  ma  quando  kx  sarà  im- 
pari ci  arresteremo  al  termine  in  cui  i due  indici  slfcjo  *(*— 1) 
ed  i(A»-|-l),  prendendolo  intiero. 

Eliminazione  per  le  funzioni  simmetriche.  — Grado  dell' equazione  finale. 

548.  Le  funzioni  simmetriche  forniscono  ancora  un  metodo 
di  eliminazione  che  offre  il  vantaggio  di  far  conoscere  il  grado 
dell’  equazione  finale.  Siano  le  due  equazioni 
1 1]  am-f-Pir*— ’+Qie*- *-f-R  x™-3 . . =0 

[2]  af ' -t-P'x*- ’ -hQ'x"~ ’-f-R  'x"~3 . . . =0 

in  cui  P,  Q, ..  .P',  Q',. ..  sono  delle  funzioni  di  y.  Se  potesse 
risolversi  la  1.*  per  rapporto  ad  x si  avrebbero  ni  valori  a,b,c. . . 
che  sarebbero  funzioni  di  y,  e sostituendoli  nella  2.*,  si  avrebbero 
per  determinare  i valori  di  y,  m equazioni  sole  in  y,  cioè 

Ìa"+P'<i"—' 0,a" — ‘-f-R'o"--3. . =0 
-f-Q'ft— ’-f-RT»»-3. . .=0 
c"-f-P'c*-',+U'c*-*+R'<^-3.  • =« 

ecc. 

Ma  in  generale  la  risoluzione  del!’eq.e  [1]  è impossibile,  e la 
quistione  6 di  trovar  un’  equazione  finale  contenente  indistinta- 
mente tutti  i valori  di  y. 

Si  avrà  un’  equazione  che  soddisfa  a questa  condizione  molti- 
plicando tra  loro  le  m eq.‘  [3]:  poiché  la  risultante  sarà  soddi- 
sfatta per  ogni  valore  di  y ricavato  da  una  di  esse,  e non  può 
esserlo  alìrimenti.  Or,  i fattori  di  questa  risultante  \engon  sola- 
mente a cambiar  di  posto , per  qualunque  permutazione  si  faccia 
fra  le  quantità  a,  b,  c,  ecc.;  dunque  il  prodotto  non  conterrà  che 
funzioni  simmetriche  intiere  e razionali  di  queste  quantità;  dunque 
potranno  esprimersi  per  mezzo  dei  coefficienti  dell’eq.®  [1}  e cosi 
si  avrà  l’ equazione  tinaie  in  y.  Questo  metodo  d’ eliminazione 
conduce  generalmente  a .calcoli  molto  lunghi  ; ma  fa  trovar  l’ e- 
quazionc  finale  con  tutteMe fradici  che  dee  contener  e senza  com- 
plicazione di  radici  estranee. 

54».  Questo  metodo  à ancora  il  vantaggio  di  condurre  ad  nn 
teorema  generale  sul  grado  dell'equazione  finale.  In  ciò  che  abbiam 
detto , la  1 .*  equazione  è del  grado  m la  seconda  è del  grado  n; 
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c P,  Q ecc.,  P',  Q',  ccc.  sono  dello  funzioni  qualunque  di  y : ma, 
pel  teorema  di  cui  si  tratta , queste  funzioni  debbono  essere,  come 
al  n.°  419,  de’ polinomi  tali  che  la  somma  degli  esponenti  di  x 
e di  y sia  al  piti  =m  in  ogni  termine  dell’eq.6  [1] , ed  al  più 
= » in  ogni  termine  dell’  eq.e  [2].  Allora  dobbiatn  esaminar  a 
qual  grado  y può  innalzarsi  nelle  funzioni  simmetriche  che  com- 
pongono il  prodotto  dell’eq.'  [3]. 

Ogni  termine  di  questo  prodotto  è audio  esso  il  prodotto  di 
m termini  presi  rispettivamente  in  queste  m equazioni , di  maniera 
che  chiamando  qnesti  termini  con  Y a*,  Y7»3,  Y "cy . . . il  termine 
del  prodotto  sarà  YY'Y". . .Xax c* . . . Ma  il  prodotto  delle  m 
equazioni  essendo  simmetrico  t>er  rapporto  alle  quantità  a,b,  c, . . . 
debbono  trovarvisi  tutti  i termini  della  stessa  forma  che  possou 
farsi  con  queste  quantità , quindi  è certo  che  d’ esso  contiene  tutti 
i termini  rappresentati  con 

[4]  YY'Y". . . xS(ax,b?,cv . . .) 

Si  tratta  ora  di  valutar  il  grado  di  y in  questa  espressione.  Per 
le  supposizioni,  il  grado  di  y ò tutto  al  più  eguale  ad  n — a in 
Y,  ad  n — /3  in  Y'  ad  n — y in  Y"  ccc.  dunque  in  Y,Y',  Y",... 
sarà  al  più  eguale  ad  ma — * — fi — y . . . D’ altra  parte,  riportandosi 
(ttSS)  alle  relazioni  da  cui  si  ricavano  le  somme  Si,S„  ecc. , 
si  vede  che  P essendo  tutto  al  più  del  l.°  grado  in  y , Q del  2.°, 
R del  3.°  ecc.  il  grado  di  Y in  queste  somme  non  dee  sorpassar 
l’indice  di  S;  e similmente,  riportandosi  (5S4)  alle  formolo  che 
esprimono  le  funzioni  doppie,  triple  ecc.  si  vede  ancora  che  in 
S(a“, à*3, cy,...)  il  grado  di  y non  dee  sorpassar  dunque 

nell’espressione  [4],  il  grado  di  y sarà  tutto  al  più  eguale  ad  mn. 
Lo  stesso  può  dirsi  di  tutte  le  funzioni  simmetriche,  la  cui  somma 
compone  il  prodotto  delle  m eq.‘  [3]  dunque  inline  i equazione 
finale  non  può  estere  di  un  grado  superiore  ad  mn. 

La  dimostrazione  sembra  esigere  che  l’eq.°  [1]  contenga  il 
termine  xm.  Ma  può  supporsi  che  vi  sia  da  prima  innanzi  xm 
un  coefficiente  A indipendente  da  y,  e che  si  sia  divisa  tutta 
l’equazione  per  A.  Allora  l’equazione  finale  in  y dovendo  sussi- 
stere qualunque  sia  A potrà  farsi  À = 0,  ed  egli  b chiaro  che 
questa  supposizione  non  potrebbe  innalzarne  il  grado.  Del  resto 
bisogna  estendere  il  teorema  in  questo  senso  che  l’eliminazione 
tra  due  equazioni  generali  l’uno  di  grado  m c l’ altro  di  grado  »i, 
dee  dare  un’equazione  finale  del  grado  «in;  ma  clic  nei  casi  par- 
ticolari questo  grado  può  divenir  minore. 

Lez.  di  Al'j.  37 
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Le  due  eq.'  x — y"=0,  x"-f-a9"-f-òy-f-c==0|,  quantunque  semj 
plicisshne,  daranno  eflèttivamente  un’ finzione  finale  del  grado 
mn;  poiché  , sostituendo  nella  2*  il  valore  di  x ricavato  (dalla  1* 
si  à ymm+aym-\-by-\-c==0. 

Al  contrario  eliminando  x fra  le  eq.'  x" — y =0,  x’-\-ay"-4-fjy+ 
c= 0,  si  avrebbe  un’ equazione  (finale  jdi  'grado  minore  di  mn, 
cioè  y"4-«y"+t«/-j--e==0. 

550.  Estendendo  il  teorema  ad  un  numero  qualunque  di  equa- 
zioni , si  avrà  il  teorema  generale  dovuto  a Bezoit,  e di  cui 
già  abbiamo  riportato  l’enunciato  (4*5)  cioè  che,  *e  fra  un  nu- 
mero di  equazioni  con  egual  numero  d’incognite  si  eliminano  tutte 
le  incognite  tranne  una , il  grado  della  equazione  finale  dovrà  es- 
sere tutto  al  più  eguale  al  prodotto  dei  gradi  di  queste  equazioni. 

Prima  di  Bkzout,  il  teorema  era  conosciuto  per  due  equa- 
zioni; e Cramer,  in  un’  appendicejalla  sua  Introduzione  all’ ana- 
lisi delle  linee  curve,  ne  avea  data  una  dimostrazione^ semplicis- 
sima , non  diversa  in  sostanza  da  quella  che  abbiamo  esposta. 
Restava  a desiderare  che  la  dimostrazione  fosse  estesa  a tutti  gli 
altri  casi  e ciò  à fatto  Po  isso*  in  una  Memoria  inserita  nel- 
l’undecimo  fascicolo  del  Giornale  della  Scuola  Politecnica. 

CAPITOLO  XXII. 

RISOLUZIONE  DELL’ EQUAZIONI  GENERALI  DEL  3.°  E 4.°  GB.vDO. 


Risoluzione  dell' equazione  del  S.°  grado.  , 

551.  Supponiamo  che  l’equazione  del  3.°  grado  manchi  del 
2.°  termine,  c per  evitar  le  frazioni,  scriviamola  sotto  questa 
forma 

[1]  a;54-3/ix-f-2^=0. 

fra  le  diverse  maniere  di  risolverla,  la  più  semplice  consiste  nel 
formare  a priori  un’equazione  di  3.°  grado  mancante  del  2.° 
termine  la  quale  ammetta  una  radice  conosciuta  ma  espressa  me- 
diante indeterminate , le  quali  verranno  determinate  con  la  con- 
dizione di  rendere  questa  equazione  identica  alla  proposta  [1]. 
Per  istabilir  questa  identità  fa  bisogno  di  due  equazioni  di  con- 
dizioni , quindi  impiegheremo  due  indeterminate. 
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Facciamo  x=a+b:  il  cubo  sarà  a:s  = a,4-t’4-3aò(«-t-6)  ; 
sostituendo  quindi  x ad  a + b e trasponendo  avremo 
[$]  x 3 — 3 abx — a1 — — 0 , 

equazione  la  qnale  ammette  evidentemente  la  radice  x=a->rb, 
e che  bisognerà  rendere  identica  all'eq.e  [!]•  Or  le  due  equazioni 
di  condizioni  clic  stabiliscono  questa  identità  c che  servono  a de- 
terminar a e b,  è chiaro  che  saranno 

[3]  ab=—p,  a3-{-b3  — — 2?* 

Per  trovar  i valori  di  a e b innalziamo  la  prima  di  queste 
eguaglianze  al  cubo  avremo  a3h3=—p3.  Ora  noi  conosciamo 
il  prodotto  a‘b*  che  è — p‘  e la  somma  a3 4- 6*  che  è — 2q  di 
due  quantità  a3  e b3,  dunque  esse’ saranno  le  radici  di  un’equa- 
zione del  2.°  grado,  di  cui  il  coefficiente  del  secondo  termine 
è uguale  a -+-%  e l’ultimo  termine  è — p3;  di  maniera  che 
chiamando  z l’incognita,  questa  equazione  sarà 
a*  -t-%- — p*—0. 

Questa  equazione  dicesi  la  ridotta  dell’ equazione  [1]. 

Risolvendo  quest’equazione,  i due  valori  che  abbiamo  per  s 
potranno  prendersi  indiflerentemeiite  uno  pei  valore  di  a 3 e l’altro 
per  quello  di  b3  ; poiché  ciò  si  riduce  a cambiar  a in  bob  in  « 

nel  valore  di  x — a-\-b.  Prenderemo  a3= — 94*  V 9*4-J'* , 
i»r= — q — Vqx-\-p3  ; ed  in  seguito  avremo 

j « _____ 

fl  = l/— p3,  b=zV—q — 1/ 

Ogni  radicale  quadrato  non  à che  un  sol  valore,  ma  ciascuno 
dei  radicali  cubici  ne  à tre.  Se  potesse  soddisfarsi  alla  eq.u  [3] 
senza  far  alcuna  scelta  fra  questi  valori , potrebbero  ancora  ren- 
dersi identiche  le  eq.'  [1]  e [2];  e poiché  a~\~b  è radice  della 

seconda,  dovrebbe  soddisfarsi  alla  prima  prendendo 

j _ _____  « 

[1]  a:=|/ — 1 T+V  q2-t-p3  4-  V — 9 — 1/  v*-t-ps. 

Ma  un’  osservazione  importante  si  presenta  da  se  stessa  ; ed  é 
che  ciascun  radicale  cubico  ammettendo  tre  valori , l’ espressione 
precedente  di  x avrebbe  nove  valori  diflferenti,  mentre  l’equa- 
zione proposta  [1]  essendo  di  3°  grado  non  ne  ammette  che  tre. 
Bisogna  dunque  esaminare  da  che  deriva  la  moltiplicità  di  quest 
valori , e quali  son  quelli  tra  essi  che  conviene  scegliere  per  ra- 
dici dell’equazione  proposta. 

A tal  uopo  osserviamo  che  propriamente  parlando  per  aver  a 
e b non  abbiamo  risoluto  la  eq.e  [3]  ma  sibbene  le  equazioni 
[a]  a'b'  = — p3 , a’4-6*  — — 
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or  chiamando  x ed  ■**  le  due  radici  cubiche  immaginarie  dell’  uni- 
tà , le  quali  come  sappiamo  sono  il  quadrato  l'un  dell’altra  (JtSl)y 
è chiaro  che  l'equazione  n'ba  = — p3  può  provenire  egualmente 
dall' innalzamento  al  cubo  di  ciascuna  delle  tre  equazioni 
ab= — p,  ab— — «p,  ab— — »*p; 

Da  ciò  segue  che  i nove  valori  risultanti  [per  x sono  le  radici 
delle  tre  equazioni 

[6]  x3-|-3px-f-27=0 , x,-|-3apa’-f-2j=0 , x3-|-3**p;r-f-2g=0. 

Possono  ancora  considerarsi  questi  nove  valori  come  le  radici 
dell’equazione  del  9°  grado  che  si  otterrebbe  moltiplicando  tra 
loro  le  tre  equazioni  preredenti.  Ma  sarà  più  semplice,  il  che 
torna  lo  stesso1,  d’innalzare  al  cubo  una  qualunque  'di  queste 
equazioni , dopo  aver  trasposto  nel  2°  membro  il  termine  con- 
tenente p.  Per  tal  modo  si  avrà  immediatamente 
(jr*-f-2 q)*= — 27p3x3. 

Rispetto  alle  radici  che  riferisconsi  specialmente  a ciascuna 
delle  tre  equazioni , ciò  che  precede  dà  il  mezzo  di  distinguerle  ; 
poiché , secondo  che  il  eoelTìciente  di  x sarà  3p  o 3*p  o 3*»p, 
cosi  sceglieremo  per  a c b quei  valori  pei  quali  si  à ab= — p, 
ab—  — ap  , ab—  — a*p. 

Per  tal  modo  sarà  facile  di  formar  le  radici  della  proposta 
a?*-f-3px-f-%  = 0.  In  fatti,  chiamiamo  A uno  dei  valori  del  pri- 
mo radicale  cubico , e B uno  de’  valori  del  secondo , i valori  di 
a e b saranno 


a = A,  «A,  a*A;  ò=B,  aB,  «*B. 

Di  più  supponiamo  che  A e B rappresentino  dei  valori  il  cui 
prodotto  sarà  — p.  Per  ciò  che  si  è detto  dovranno  addizionarsi 
quei  valori  il  cui  prodotto  è AB;  dunque,  ricordandosi  che  **=1, 
bisognerà  prendere  per  x i tre  valori 

x=A-f-B,  a:=*A-l-a®B,  ar=»*A  + «B; 
ma  sappiamo  d'altronde  (MS)  che 

— o — 1— l/^F 

« = a®  = • 

2 2 ’ 

quindi  sostituendo  ad  A e B i due  radicali  cubici , e ad  * ed  *• 
i loro  valori,  avremo 

—1+^, 


X : 


— 1 — |/— 3 


-1/-94 VFW- 

a 

V' •— ■q+V’  7®-+-p*-f 


v-+-p*  » 

— 1— 1/^3  3 

> 2 V — Q — V i/'-t-fi* 

7, — V—q—VTTp'', 
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Son  queste  le  radici  dell' equazione  proposta,  ma  bisogna  aver 
cura  di  associar  a'  due  radicali  cubici  lo  stesso  senso  ristretto 
che  ad  A e B,  senza  di  che  le  radici  potrebbero  esser  false. 

S5S.  Passiamo  ora  alla  discussione  di  queste  radici.  A ciò 
fare , il  meglio  è di  sostituire  A c li  ai  radicali  cubici , e di  ese- 
guire la  moltiplicazione  attui  d’isolare  ciò  che  moltiplica  1/ — 3. 
Per  tal  modo  avremo 

x = A -f-  B , 


*=-^+^V=3, 


2 1 2 
A + B A *—  B 


|/=3. 


Supponiamo  sempre  che  i coefficienti  3p  e &/  sieno  quantità  reali; 
allora  l’eq.*  [1]  essendo  di  grado  impari  ammetterà  sempre  una 
radice  reale.  Supponiamo,  il  che  può  farsi,  che  A e B sieno  i 
valori  di  a e è che  danno  questa  radice;  A-f-B  sarà  una  quan- 
tità reale.  Ciò  posto,  riprendiamo  i due  radicali 

»_ S 

n — V — q-’A/q'+p*,  b=V  —q—V  7*-t  p3 . 

Se  ?*+ps>0,  ciascuno  di  essi  à un  valore  reale;  dunque  può 
supporsi  che  A e B sian  reali  ; ed  in  seguito  A-(-B  ed  A — B lo 
saranno  ancora;  dunque  la  prima  radice,  a^A-f-B  i>  reale,  c 

le  altre  due  sono  della  forma  A+Bl/ — 1. 

Se  si  avrà  A = B,  ed  allora  le  tre  radici  sono 

«=2A , x= — A , x= — A.  Sono  dunque  tutte  e tre  reali  c le 
due  ultime  sono  eguali  fra  loro. 

Sia  finalmente  ?*+p5<0,  il  che  importa  che  sia  p<0.  Allora 
n e 6 non  possono  avere  più  valori  reali,  e quindi  i tre  valori 
di  x si  trovano  tutti  affetti  d’immaginari.  Ma  d'altronde  sap- 
piamo , che  uno  di  essi  debbe  esser  reale  ; e d’ altronde  è ev  idente 
che  il  caso  in  cui  le  tre  radici  dell’eq.  [1]  son  reali  od  ineguali 
non  può  trov  arsi  che  nell’  ipotesi  attuale  q%- f-;>*  <0  ; dunque  non 
possiamo  affermare  che  i valori  di  .r  sieno  immaginari,  ma  pos- 
siam  dir  solamente  che  sotto  forma  immaginaria  si  presentano. 
In  effetti  passiamo  a dimostrare  che  oltre  la  esistenza  già  conosciuta 
di  una  radice  reale , le  altre  due  sieno  anche  reali  ; e siccome 
può  sempre  supporsi  che  A e B sieno  delle  determinazioni  tali 
che  A-|-B  rappresenti  la  radice  reale  la  cui  esistenza  è dimo- 
strata , il  tutto  si  riduce  a far  vedere  che  la  parte  ;(A — B)  1/ — 3, 
che  trovasi  nei  due  altri  valori  di  x,  sia  reale. 
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Per  la  sola  regola  del  ralcolo  sia  (A — B)(A*-|-AB-(-B*)=A* — B’; 

dunque  A B=  A.  + A„-^=  ( a+b)._-\Ti  ' 

Ala  dai  valori  a’  e b*  abbiamo  AJ — B3=2 l/'q*-\-p1 ; e,  per  la 
maniera  come  A e II  sono  state  scelte,  si  à AB= — p ; dunque, 


facendo  A-(-lt=xr , si  à A — B= — , ■■■•;  dunque 

x -f -p 

A-B  y— 

2 

Or  per  ipotesi  si  à q*-\-p’  <0  ; dunque  la  quantità  precedente 
è reale;  dunque  i tre  valori  di  x saranno  anche  reali. 

Da  ciò  risulta  che,  nell’ ipotesi  <0 » gl’ immaginari  che 

affettano  i tre  valori  di  x debbono  distruggersi;  quindi  sembra 
che  il  calcolo  debba  fornire  i mezzi  per  farli  scomparire.  Intanto 
non  è cosi  ; e , ammenoché  non  si  voglia  ricorrere  a delle  serie 
estese  all' infinito,  l’algebra  non  può  effettuar  questa  riduzione. 
Per  questa  ragione  il  caso  die  esaminiamo  prende  il  nome  di 
irriducibile.  Tutte  le  volte  che  l’equazione  cadrà  in  questo  caso, 
l’ espressioni  generali  delle  radici  non  saranno  di  alcuna  utilità 
per  calcolare  i valori  numerici  di  queste  radici  ; ed  allora  potrà 
ricorrersi  ai  metodi  del  capitolo  XVIII.  Si  troverà  ancora  nella 
Iriijonomelria  una  soluzione  semplicissima  dell’  equazione  del 
II.”  grado , non  solamente  pel  caso  irriducibile  ma  ancora  per 
tutti  gli  altri. 

ASS.  Per  altro,  quando  si  conosce  una  radice  reale  x' , è 
facile  determinar  le  altre  due  radici.  Vedasi  da  prima  pel  valore 
di  A — B trovato  precedentemente  ; poiché  mediante  questo  valore 
si  à evidentemente 

. I /_3(fl«-t-p»)  x’  V—  3(9*-t-p*) 

X=X  ’ x=z~  2 ■+■  x’°-hp  ’ 2 x’'+p 

Afa  possiamo  vederlo  ancora  dividendo  l’equazione  proposta 
per  x — x'.  Per  farlo  più  comodamente,  osserviamo  che  debbo 
aversi  x'»+3pas'+fy==0  ; in  seguito  l’eq.  [1]  potrà  scriversi  cosi 
x 5 — x'J-l-3]>[x — x')=0.  Allora,  dividendo  per  x — x' , si  à 
x*+xx'+x'*-l-3;c=0  ; 
e da  quest'  ultima  equazione  ricavasi 

x=—  -J  x'±  1/ — 3(jx'*-t-j>). 

Ecco  ora  come  può  conoscersi  che  questi  valori  si  accordano 
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coi  precedenti.  Osserviam  da  prima  che 


1/ — 3({x'a-f-/'i ; 


jf'-t-p 

__V— 

af*-t-p 

D’altra  parte  la  relazione  x'5-f-3j»x,-t-2<7=0  darà 
^^Jx^-f^px^^x^-f-J/ix^-J-^x'®;  dumpie  in  fine 

|/-3 


Risoluzione  deir  equazione  del  4.°  grado. 


5M  Ogni  equazione  di  4.*  grado  può  sempre  liberarsi  dal 
suo  secondo  termine;  quindi  l’equazione  generale  del  4.*  grado  si  ò 
[1]  x4-f-p  jr»-H7x-(-r=0 . 

Facciamo  x=a-  ) -6  | c : innalzando  a quadrato,  si  à x*=a',-\- 
6,+c*-+-2(aò+a<:-t-òc) » ovvero  trasponendo, 

x*— (a*^*^»)^(aH-“c4-òc). 

Innalzando  di  nuovo  a quadrato  si  à x* — 2(a,-f-6*-j-e*)x*-f- 
(n*-|-6,-f-c»),  = 4(a*6*4-o*c*-f-6*c,)-|-8a/(c(a-|-ò+e)  ; indi 
sostituendo  x ad  a-f  6-4-c  e trasponendo , si  à 

x* — 2 (a*-f-ò*-f-c*)x* — ^8a6cx4-(«*-|-ò,-H‘*)* 

— i(n*i*-|-a*c»-f-**c*)=0. 

Quest’equazione  manca  del  2."  termine,  e,  per  la  maniera 
istessa  con  cui  si  è formata,  sappiamo  che  essa  ammette  per  ra- 
dice x=a-f-ò-f-e.  Così  risolveremo  l’eq.  [1]  determinando  a,  b,  e, 
con  la  condizione  che  essa  sia  identica  alla  precedente,  il  che  dà 
— 2(a*-|-à*-(-c*)=p, — 8 abc=//, 

(a*-|-6*4-e*)* — 4 (a*b*-+-a*c*-\-b*c*)=r. 

Queste  uguaglianze  fan  vedere  che  prendendo  por  incognite 
a»,  b*,  c»,  queste  tre  quantità  sono  le  radici  di  un’  equazione  del 
3.®  grado  i cui  coefficienti  sono 

—(«•+&•+«•)= j,  a*b*+a*c+b*c*=^^L,  —a*b*c*z= 


quindi  quest’equazione  del  3.®  grado  è 


[2] 


iti 


ed  è questa  la  ridotta  da  cui  dipende  la  risoluzione  dell’cq.0  [1], 
Supponiamo  che  si  sieno  determinati  i tre  valori  di  :,  c indi- 
chiamoli con  z',x",z’":  avremo 


b=±]/z",  *=±1/7* 
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Combinando  i sogni  in  tutte  le  maniere  possibili  , si  anno  otto 
valori  per  a-f-A-t-e  ovvero  per  x.  Ma  siccome  1’ ultimo  termine 
della  ridotta  [2]  si  è formato  innalzando  a quadrato  l’eq.® abc= — ^q, 
ne  risulta  che  questi  valori  contengono  non  solamente  le  radici 
della  proposta  ma  anche  quelle  dell’  equazione  non  differente  da 
essa  che  pel  segno  di  q. 

Nello  stesso  tempo  è chiaro  che,  per  aver  solamente  le  radici 
della  proposta,  bisogna  addizionar  quei  valori  di  a,  b,  c,  per  i quali 
si  à abc=. — \q  , il  cui  prodotto  è per  conseguenza  di  segno  con- 
trario a q.  Nei  casi  particolari,  sarà  facile  determinare,  per  i ra- 
dicali, tre  valori  A,  B,  C,  che  soddisfano  questa  condizione  ; ed 
in  seguito , con  questi  valori  si  formeranno  le  quattro  radici  della 
proposta , cioè 

as=-j-A-f-B-f-C  , a=H-A— B— C , 
x — — A-+-B — C , x — —A — B— (— C . 

Il  più  delle  volte  in  vece  di  A , B , C sogliono  scriversi  i tre 
. radicali  -f-l/?,  -\-V/ , — V s'"  ; ed  i valori  di  x si  scrivono 
cosi  : 


X=-\V z"' , 

x==^V7-\V7,-\V^T‘ , *=— 1/7— b/?— I /?". 

Ma  allora  bisogna  sottintendere  che  applicando  queste  forinole 
a casi  particolari,  dovranno  prendersi  per  V ~ , 1/ s",  | /z‘" , 
tre  determinazioni,  il  cui  prodotto  sia  dello  stesso  segno  di  q. 
Quest’osservazione  è importante,  inentrechè  trascurandosi,  po- 
trebbero trovarsi  delle  radici  false. 

55 A.  La  natura  delle  radici  della  ridotta  farà  conoscere  la  natura 
delle  radici  della  proposta.  Or  la  ridotta,  avendo  il  suo  ultimo  ter- 
mine negativo,  à sempre  una  radice  positiva,  ed  il  prodotto  delle 
altre  due  radici  dee  esser  positivo  ; dunque  se  queste  ultime  non 
sono  immaginarie  esse  saranno  o tutte  due  positive  o tutte  due 
negative.  Lascercmo  da  parte  il  caso  in  cui  si  à q=tì  , poiché 
allora  la  proposta  si  risolve  direttamente  pel  2.°  grado.  In  con- 
seguenza restano  ad  esaminarsi  solamente  tre  casi. 

l.o Caso  in  cui  le  tre  radici  della  ridotta  son  positive.  In  tal 
caso  i quattro  valori  di  x sono  evidentemente  reali , e riguar- 
dando i radicali  I /a',  | /s",  l/s'",  come  rappresentanti  delle 
determinazioni  positive ,-  il  loro  prodotto  sarà  positivo  , dunque 
le  formolo  precedenti  saranno  specialmente  applicabili  all’ipotesi 
di  </>  0.  Per  j< 0 bisognerebbe  cambiar  il  segno  ad  uno  dei 
radicali. 
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2. *  Caso,  in  cui  la  ridotta  à una  radice  politica  e due  ra- 
dici negative  z"  e Il  radicale  I / ~ sarà  reale  , ma  i radicali 

| Zzn  e l/z"'  saranno  immaginari:  in  seguito,  i quattro  valori 
di  a:  saranno  ancora  immaginari,  ammenoché  non  s'abbia 

Quando  z"  = z‘" , 1' una  delle  due  quantità  z,m  « 

1/ z" — \Zz'“  diverrà  zero,  e supponendo  che  ciò  sia  per  l’ul- 
tima , i valori  di  x saranno  semplicemente 

x=V7,  x=V7,  x=— K/D-yti/V',  x^-V7~%\/7'. 

I due  primi  valori  sono  reali  poiché  z1  è positivo  , e gli  altri  due 
sono  immaginari  poiché  è negativo.  Daltronde,  siccome  nella 
riduzione  abbiam  supposto  V' z" =[/ z1"  , dubbia  in  qui  àver 
\ZzV7V7r’=z'Vzl  ; di  maniera  che  questo  prodotto  non 

potrà  avere  il  segno  di  q che  scegliendo  per  1/7  un  segno  con- 
trario a q. 

3. °  Caso,  in  cui  la  ridotta  à una  radice  patitila  z1  e due  ra- 
dici immaginarie  z"  , z"’. 

La  radice  positiva  z ’ essendo  conosciuta , potrà  dividersi  la  ri- 
dotta-per  z — z' , e si  avrà  un'equazione  del  2/’  grado  che  darà 
per  z"  e z"‘  dei  valori  immaginari  della  forma  z"=f-\-g[/ — 1, 
z'"—[ — g\/  — 1 . Dunque  due  dei  valori  di  x conterranno  la  som- 
ma l/f+ifi/ZZi+l/f — <JZ^Ì  ; e gli  altri  due  la  differenza 
V'  f+<yr=i-i/ 

Ma  per  le  formole  conosciute  (*®®)  abbiamo 


T - = l /2f-%/rT?  ; 

e bisogna,  come  abbiamo  già  osservato  al  numero  citato , accop- 
piare le  determinazioni  dei  due  radicali  {/ e 1/ f — 
di  maniera  tale  che  il  loro  prodotto  abbia  lo  stesso  segno  clic 
1 //’*-+-</“.  Supponiamo  dunque  che  si  prenda  V' f*+g*  positiva- 
mente,  dovrà  scegliersi  per  l/z' una  determinazione  dello  stesso 
segno  di  q.  Con  questa  attenzione  i quattro  valori  di  x potranno 
scriversi  così 

x=-[/7  ± V/'lf+iVT7^  , 

iR=HV?  ± V%r—%/FTf  ; 

due  di  questi  valori  sono  reali  e gli  altri  due  souo  immaginari. 

Le;,  di  Mg.  liti 
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Stille  espressioni  irrazionali  analoghe  a quelle  che  si  trovano 
nella  risoluzione  dell'  equazione  del  5.°  grado. 


55B  Una  di  queste  espressioni  si  è |/A±l''lf:  ora  succedo 
spesso  che  A e B sono  dei  numeri  razionali  ed  allora  vogliain 
cercar  di  ridurre  questi  radicali  ad  espressioni  più  semplici  in 
cui  non  vi  sieno  radicali  sovrapposti.  Questa  quistione  l'abbiamo 
già  risoluta  pe’  radicali  quadrati  (190),  c si  tratta  ora  d’ esten- 
derla ai  gradi  più  alti. 

* 

Convinceremo  dal  radicale  cubico  \/ A -f-  l/i).  Non  possiamo 
supporre  che  questa  radice  sia  una  quantità  della  forma  l/À-fd/B: 
poiché  si  à 

(l/ò+l/ h 

==(a+36)l/H-(3a-M')l/^ 

risultato  che  contiene  i radicali  V' a e \/b.  Ma  il  calcolo  prece- 
dente mostra  che  si  avrebbe  un  risultato  della  forma  A i ■[/ B 

innalzando  al  cubo  cs+\/b  ed  (o-f4/6)l/c!  Sceglieremo  questa 
ultima  espressione  come  più  generale  e porremo 

[1]  |/A-fV5==(«-|-|/Ì)l/r. 

Innalzando  al  cnbo  si  à da  prima 

A-f-l/  B=c(«*-)-3oà)  +c(  3a  6; 
in  seguito,  uguagliando  le  parti  razionali  fra  loro  e le  parli  irra- 
zionali fra  loro, 

[2]  A=c(«*-|-3fl6),  [3]  l/R=u:{3  a‘+b)l/T. 

La  quistione  si  riduce  dunque  a trovar  per  a,  h , c,  dei  valori 
razionali  che  soddisfano  a queste  due  equazioni.  Or  innalzando 
queste  equazioni  a quadrato  e sottraendolo  l’un  dall’altra  si  a 
A* — B=e»(o» — 3a*fr-(-3a,6* — 63)=e*(«* — A)*; 


dunque 


a* — bz 


I/(A,‘-n)c 


Poiché  neft  debbono  essere  razionali,  bisognerà  prendere  e di 
maniera  che  (Aa — B)c  sia  un  cubo  intiero  o frazionario  il  che  ò 
sempre  possibile,  allora  chiamando  M il  secondo  membro  pre- 
cedente, si  avrà  a* — A=M,  da  cui  b—a" — M;  e,  sostituendo 
questo  valore  di  b nell’eq.*  [2]  si  avrà 
[4]  Ica* — 3Mca— A=9- 
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Chiesi’  equazione  dovrà  dare  per  a almeno  un  valore  commen- 
surabile , senza  di  che  la  trasformazione  [1]  sarà  impossibile. 

3 ” Il 

Se  in  vece  di  |/A-H ^5  si  avesse  a ridurre  l/A — 1/g , ba- 
sterebbe cambiar  da  per  tutto,  in  ciò  che  precede  il  segno  di  l /b. 

» 

Per  esempio,  sia  l'espressione  |/14±l/200.  Sarà  A =14, 
B=200,  A“ — Ii= — 4;  dunque  (A* — B)c= — 4e  ; quindi  si  avrà 
il  cubo  — 8 prendendo  c=2.  In  seguito  M= — 1,  b=a*~ f-i,  e 
l'eq/  [4]  diventa  8u*+6n — 14=0.  Abbiam  soddisfatto  col  valore 
commensurabile  o=l,  che  dà  fe=2.  E si  à già  c=2  dunque  fi- 
nalmente 

|/l4±l/2i>5—  (l±l/2)l/2. 

I 

Sia  ancora  l'espressione  V — 1 1 ±2l/^f.  Si  farà  passare  2 
sotto  il  radicale  quadrato,  e si  avrà  A= — 11,  B= — 4,  A* — B=125. 
Poiché  135  è il  cubo  di  5,  basta  fare  r=l.  In  conseguenza , si 
à M=5,  à=o* — a,  e l’eq.0  [4]  divertta  4os — 15<H-il=0.  Ora 
essa  è soddisfatta  per  a=l  ; dunque  6= — 4,  ed  in  seguito 

V— 1 1 ±2i /=t=(  i±i/=i;i/r. 

n 

!i&7.  Consideriamo  l’espressione  più  generale  1/ A±1/b.  Po- 
niamo 


[5]  \/  A±1/b=(o±1/6jkc"  ; 

La  quistione  è ancora  di  determinare , se  è possibile,  per  o,  b,  e 
dei  numeri  razionali. 

Innalzando  alla  potenza  n ed  uguagliando  separatamente  le 
parti  razionali , si  ò 

r#»-i  i r h , s(n— 1)  nln — l)(n — 2)(n — 3)  . , . 

[6]  A=e[a  + -^ri-«-’i+^ 1-2-3  4 a—^'-t-ecc.], 

[7]  I/B=c[>in"-'-|-  — n"-3à-|-ecc.]l/<r 

Si  potrà , come  nel  caso  del  radicale  cubico , innalzare  queste 
due  eguaglianze  al  quadrato  e sottrarle  Cuna  dall’altra:  ma  le 
riduzioni  si  veggono  immediatamente  osservando  che  debbe  aversi 
nell  o stesso  tempo 

A-hl/ft =c{a+l/b)‘,  A— l/B=o(a— l/àj*, 
ed  in  seguito  A»— Il=c*(a+|/ój*(a— |/6}"=c«(«* — 6)",  da  cui 

, . l/(A“— 

U- — tr=- : , 
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Ove  si  osserva  che  bisogna  scegliere  c in  maniera  che  il  secondo 
membro  sia  razionale.  Chiamandolo  M,  si  à o*  — 6=M  da  cui 
b=a * — M;  e sosliluendo  questo  valore  di  b in  [6]  1* equazione 
risultante  in  a dovrà  avere  una  radice  commensurabile  ogni  volta 
che  la  trasformazione  [5]  sarà  possibile. 

Nella  risoluzione  delle  equazioni  del  3.°  grado,  ciò  che 
rende  il  caso  irriducibile  più  notevole , si  è che  allora,  quantunquo 
siasi  certo  che  le  tre  radici  son  reali , non  pertanto  è impossibile 
di  far  scomparire  gl'  immaginari  altrimenti  die  per  mezzo  di  serie. 
Questa  difficoltà  non  è tutta  propria  del  3.®  grado,  ma  essa  s’ in- 
contra ugualmente  nella  forinola  generale 

[8]  |/A-+-Bl/I=T  V A— 1«/=T , 

sulla  quale  ci  fermeremo  un  momento. 

Considerando  quest’ espressione  in  tutta  la  sua  generalità , do- 
vrebbero combinarsi  le  n determinazioni  della  prima  parte  con 
le  n determinazioni  della  seconda;  di  maniera  che  vi  sarebbero 
n»  valori  per  x.  Ma  dessa  raramente  si  prende  in  un  senso  cosi 
esteso,  e noi  andremo  a determinar  quello  che  comunemente 
vi  si  associa. 

Siccome  i due  radicali  che  ànno  l’ indice  n rappresentano  delle 
radici  di  equazioni  binomic,  le  loro  determinazioni  sono  uguali 

a quantità  della  forma  f-hqV — 1.  Di  più,  è chiaro  che  ad  ogni 
determinazione  del  primo  radicale , ne  corrisponde  una  del  secondo 

non  differente  che  pel  segno  di  V' — 1.  Or  noi  supponiamo  che 
questi  valori  corrispondenti  sian  quelli  che  debbono  addizionarsi 
nella  forinola  [8] , e con  questa  restrizione  i valori  di  x son  tutti 
reali  e solamente  n di  ninnerò. 

11  prodotto  di  questi  due  valori  radicali , così  presi  in  mia  stessa 
coppia  è reale  e positivo.  Or,  pel  prodotto  de’duc  radicali,  si  à 
generalmente 

l/A-t-I$i/3Jxl/A— i{j/-^T  = l/A*-j-B*, 
ed  il  radicale  che  esprime  questo  prodotto  non  può  avere  che  un 
sol  valore  reale  e positivo;  dunque,  chiamandolo,  K*  potranno 
ancora  determinarsi  i valori  coniugati , che  debbono  addizionarsi 
nella  forinola  [8],  con  la  condizione  che  il  loro  prodotto  sia 
eguale  a K*. 

La  formola  [8]  può  riguardarsi  come  l’espressione  generale 
delle  radici  d’ un’equazione , il  cui  grado  è indicato  dal  numero 
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de'  valori  di  cui  quest’espressione  è suscettibile  ; dunque,  secondo 
che  essa  è presa  in  tutta  la  sua  generalità,  o con  la  restrizione 
di  cui  abbiam  parlato , il  grado  dell’  equazione  dee  essere  «*  o n. 

55».  Quest’ ultima  osservazione  ci  conduce  a spiegare  corno 
possa  formarsi  un’equazione  qualora  si  conosca  l’espressione  della 
sua  radice.  Cioè,  che  un’espressione  data  essendo  suscettibile  di 
prendere  differenti  va  ori , a causa  delle  molte  determinazioni 
de’ radicali  che  essa  contiene,  bisogna  trovare  un’equazione  libera 
da  radicali,  che  abbia  questi  valori  per  radici.  Prenderemo  ad 
esempio  la  stessa  espressione  [8]. 

Per  abbreviare,  facciamo 

A -Hi  f/^T— n , A— B1 

la  quistione  si  ridurrà  ad  eliminar  y e z fra  le  tre  equazioni 
V i " — x , y — 'i  i - — 

Possiamo  fare  l’eliminazione  con  un  metodo  semplicissimo, 
analogo  a quello  già  adoperato  per  l’equazioni  reciproche.  Per 
le  regole  della  moltiplicazione,  si  à 

(jf f ’+y 

Or  y-f-;=r , ed  yz=]/atr,  dunque,  facendo  \Zab=c , si  avrà 
y"+)4-s’"+ ■=x(y”-f-z'’ )— c(y”  - 1 ) . 

Per  mezzo  di  questa  formula,  si  esprimeranno  successivamente 
tutte  le  quantità  y’-f-z’ , ecc.  in  funzione  di  .r  e c.  Ar- 
rivati ad  si  sostituirà  o+ò  ad  y'-f-z",  ed  ailora  si  avrà 

1’  equazione  cercata,  la  quale  sarà  di  grado  n in  x. 

" — « 

Quest’equazione  contiene  c:  or  abbiamo  c—  [/al.—  l/A'-t-B*; 
dunque  c è generalmente  suscettibile  di  n valori  diversi.  Met- 
tendo nell’ equazione  successivamente  ciascuno  di  questi  n valori, 
si  avranno  n equazioni,  ed  in  seguito  nxn  o n*  valori  per  x.  lì 
ciò  effettivamente  dev’essere,  per  ciò  che  si  è detto  all’ultimo 
del  numero  precedente.  Se  si  volesse  una  sola  equazione  avente 
tutti  questi  valori  per  radici , resterebbe  ad  eliminare  c fra  l’equa- 
zione di  grado  n in  x,  e l’equazione  c’=nb. 

Ma  se  nella  forinola  [8]  non  si  vorranno  accoppiare  che  quei 
valori  radicali  il  cui  prodotto  è reale,  allora  unicamente  questo 
valore  reale  bisognerà  scegliersi  per  r,  e si  avrà  una  sola  equa- 
zione, di  grado  n,  per  determinar  tutti  i valori  di  x. 
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CAPITOLO  XXIII. 

NOZIONI  GENERALI  SULLE  SERIE. 


Definizioni.  — Regole  sulla  convergenza . 

500.  Dicesi  serie  infinita , o semplicemente  serie,  un’  espres- 
sione composta  d’ un  numero  illimitato  di  termini.  La  serie  dicesi 
regolare,  quando,  a partir  da  un  certo  termine,  tutti  i seguenti 
possono  esser  formati  giusta  una  stessa  legge.  Termine  generale 
è quello,  il  cui  posto  dipende  da  un'indeterminata,  e che  diverrà 
un  tale  o tal'  altro  termine  della  serie , secondochò  si  attribuisca 
un  valore  piuttosto  che  un  altro  a questa  indeterminata. 

Comunemente  le  serie  sono  adoperate  ad  esprimere  delle  quan- 
tità ; il  cui  valore  esse  fan  conoscere  con  approssimazione  ; e 
quest’approssimazione  s’ottiene  prendendo  nella  serie  un  certo 
numero  di  termini  consecutivi  a partir  dal  primo.  Allora  il  resto 
della  serie,  cioè  l’insieme  dc’termini  che  si  disprezzano,  esprime 
l’errore  dell'approssimazione;  e,  perchè  la  serie  attinga  lo  scopo 
die  si  propone,  bisogna  che,  prendendo  un  numero  di  termini 
assai  considerevole,  quest’errore  possa  rendersi  quanto  si  voglia 
piccolo.  Le  serie  che  a"  tal  condizione  soddisfano  diconsi  conver- 
genti; c,  per  lo  contrario;  le  altre  diconsi  divergenti. 

l’er  la  definizione  stessa , segue  , che  se  una  serie  è conver- 
gente, v’à  un  certo  limite  oltre  il  quale  si  «avrà  un  valore  quanto 
si  voglia  approssimato  al  vero,  prendendo  un  numero  assai  con- 
siderevole di  termini , e non  si  arriverà  al  vero  valore  che  sup- 
ponendo questo  numero  uguale  all’  infinito.  Questo  limite  è il 
valore  completo  o la  somma  della  serie. 

Ad  esempio  , sia  la  serie 

[1]  a-Hix+ax’+'W'M-PCc.  , 

nella  quale  supporremo  , per  meglio  (issare  le  idee , che  x sia 
positivo.  Prendendo  la  somma  S.  degli  » primi  termini , si  avrà 

_n(l — x")  a tu" 


S„=n(t-Hr-Kz*-  • • +x’  ~ 1 ) : 


1 — x 


1 — X 1 — X 


, a.r 

Sia  x<l  : quanto  più  n è grande  , tanto  più  la  quantità  j— 
'ara  piccola;  ed  abbiamo  veduto  ancora  (SIC)  che  può  prendersi  « 
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(auto  grande  , che  — — sia  tanto  piccola  quanto  si  vorrà.  Unti- 
que  , prendendo  un  numero  di  termini  sempre  maggiore , la  som- 
ma S,  si  avvicina  sempre  più  ad  — , e può  anche  differir  da 

essa  per  una  quantità  quanto  si  voglia  piccola;  dunque  la  serie  [1] 
è convergente  eri  à per  somma  questo  limite. 

Ma  se  si  à , allora  è evidente  sulla  serie  stessa,  che  i 

termini  possono  crescere  al  di  là  d’  ogui  limite  ; dunque  le  som- 
me che  si  formerebbero  prendendo  successivamente  un  termine, 
due  , tre  , ecc. , possono  crescere  anche  al  di  là  d’  ogni  limite  ; 
dunque  la  serie  ò divergente. 

5BI.  Non  bisogna  però  erodere  che  una  serie  sia  sempre 
convergente , quando  i suoi  termini  convergono  a zero.  Cosi 
s’ ingannerebbe  chi  considerasse  come  convergente  la  serie 

[2]  i + * + ì....  + I+^+ecc. 

Per  rendere  evidente  1’  errore , osserviamo  da  prima  clic  se  , a 
partire  da  un  termine  qualunque  ^ si  addizionino  fra  loro  gli  « 

termini  seguenti , si  avrà  una  sommaci  ò In  fatti , questa  som- 

2 

1 l i 1 

ma  è f- — 1 — • ; e , poiché  i termini  vanno  de- 

^ n-t  1 fM-2  n-t-3  2/»  * 

crescendo,  essa  è visibilmente  >^xn  cioè 

Ciò  posto  riuniamo  a gruppi , come  qui  appresso , i termini 
della  serie  : 

• • +n?)_f'ccc- 

tutte  le  somme  in  parentesi  saranno  > - ; dunque  la  serie  è 


composta  d’  un’  infinità  di  parti  tutte  >.,  ; quindi  la  somma  di 


questi  termini  non  à alcun  limite. 

SBZ.  Le  serie  convergenti  essendo  le  sole  che  servono  nel- 
1’  analisi , è importante  conoscere  se  una  serie  soddisfa  le  con- 
dizioni della  convergenza  stabilite  nella  definizione  ; e per  cono- 
scerlo , v’  ànno  talune  regole  che  andiamo  ad  esporre. 

Sia  una  serie  qualunque 

[A]  ecc. , 
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flit;  supponiamo  convergente.  Chiamiamo  generalmente  S la  som- 
ma degli  » primi  termini , di  maniera  che  si  abbia 

hu«— • , 

S«t-i  ==Mu+,<i-)-U11-  • • -)-«»_,  -f-M.  i 

S,-(.a=U((-|-Ui-f-»l(1.  . +Kt+#«+l  > 


ecc. 

La  definizione  della  convergenza  esige  che  , scegliendo  n ab- 
bastanza grande,  le  somme  8.,  S„+i,  S„+, , ecc.  si  accostino  por 
(pianto  si  voglia  ad  un  certo  limite  8.  Segne  da  ciò  che  le  d ine- 
renze fra  queste  somme  potranno  rendersi  quanto  si  voglia  pic- 
cole , scegliendo  n sufficientemente  grande.  Or  le  differenze  fra  8, 
e ciascuna  delle  somme  seguenti  sono  rispettivamente 

S.+.-S, tt,  , Sn-|-»—  S< , 

S„+j — 8<=i«ii-l-un+1 , ecc.; 
dunque , non  facendo  da  prima  attenzione  che  alla  differenza 
8.+i  — S, , può  conchiudersi  che  prendendo  » sufficientemente 
grande  , tutti  i termini  a partir  da  ti<  dovranno  essere  anche 
quando  si  voglia  piccoli. 

Questa  condizione  è semplice  e d’  un  uso  facile  ; ma  abbiamo 
già  osservato  che  essa  non  basta  (5«1);  e siccome  ciò  che  ab- 
biam  detto  della  differenza  S.h-, — S,  s’  applica  similmente  alle 
differenze  S„-^, — S, , S„+3 — 8.  ecc.,  può  conchiudersi,  come 
condizione  egualmente  necessaria , die  ciascuna  delle  somme 

ecc.,  considerala  separatamente,  e 
qualunque  sia  il  numero  de’  suoi  termini,  dee  diventar  quando  si 
voglia  piccola  prendendo  per  n dei  numeri  sufficientemente  grandi. 
Con  queste  nuove  condizioni  è evidente  che  la  convergenza^; 
assicurata;  poiché  prendendo  allora  n abbastanza  grande,  le  somme 
S, , S,^, , eec.  potranno  differire  tra  loro  per  quanto  si  vorrò  ; 
c quindi  esisterà  un  limite  a cui  si  accosteranno  sempre  più. 

581.  Per  render  più  chiaro  ciò  che  precede,  riprendiamo  la 
serie 


[1]  fl-f-aa;-l-a.ra-l-ars-|-  ecc. , 

il  cui  termine  generale  è ax".  Consideriamo  da  prima  questo  termine 
isolatamente,  poi  aggiungiamolo  al  seguente,  quindi  ai  due  seguenti, 
e così  di  seguito  , si  avranno  queste  differenti  espressioni , 


ax" , ax*-\-ax“  -*-* 


ax”(l — X*) 

l — X 


uxn-\-ax‘  * ' -+-axn  4 5 


— X3) 
1—  X ’ 


ecc. 
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Quando  ar<l  , ciascun  di  essa  può  divenir  quanto  si  voglia  pic- 
cola prendendo  per  n un  numero  sufficientemente  grande;  dun- 
que quando  x<l , le  condizioni  della  convergenza  son  soddisfatte 
per  la  serie  [!]• 

Riprendiamo  ora  la  serie  numerica 


[2] 


'i+i+i. 

2^3  i 


n+i 
1 


ecc. 


Considerando  come  termine  generale , è evidente  che  pren- 

M+l  1 

dendo  n molto  grande  , questo  termine  può  divenir  quanto  si 
voglia  piccolo , il  che  è una  condizione  essenziale  per  la  con- 
vergenza della  serie.  Ma  bisogna  ancora  che  aggiungendo  a que- 
sto termine  generale  un  numero  qualunque  di  termini , la  som- 
ma possa  divenir  quanto  si  voglia  piccola  : or  ciò  non  succede, 
poiché  abbiamo  veduto  che  la  somma 

_L_+_L_+....+_L>i. 

n-H  1 n+2  1 2rT  2 

itti.  Un’osservazione  importante  dobbiam  qui  fare  , ed  è che 
se  nella  serie  [2]  s’ innalzino  tutti  i denominatori  ad  una  stessa 
potenza  »n>l , la  nuova  serie  diverrà  convergente.  Per  dimo- 
strarlo, chiamiamo  S la  somma  de’ termini  di  questa  nuova  se- 
rie , e scriviamola  come  segue 


sJi+iWi+i. . , IWi  +_L.+_L\ . 
V2m  ~ 3m ■ Sm  ' 7"*/  ' V8m  ' *Jm  1 5"*  ) 


ecc. 


Allora  osserviamo  che  si  à 

_1  2 1_  1_  * _1 1_  18 

2t»  ‘ 7 4*1 ' jjm*  * * ’ 9 g*  ' 9«*  • « CCC. 

2 4 8 

In  seguito,  è chiaro  che  dee  aversi  S < — -hgsi+ecc . , ov- 


vero sotto  altra  forma  ecc. 

La  serie  che  forma  il  2.®  membro  di  questa  inuguaglianza  dee 
essere  convergente , poiché  è una  progressione  geometrica  de- 
crescente ; dunque  a più  forte  ragione  la  serie  S dee  esser  con- 
vergente. 

È assai  diffìcile  generalmente  trovar  verificate  tutte  le  condi- 
zioni della  convergenza  ; ed  è perciò  che  daremo  qui  appresso 
dei  teoremi  che  si  riferiscono  a molti  casi  nei  quali  la  conver- 
genza è certa. 


Lez.  di  Alg. 
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Teoremi  tulio  convergenza.  — Limile  dell'  errore. 

ft®&.  Teorema  I.  Se  in  una  serie 

U=u0-4-u,-t-ug •+  u.-Hi, + .-f-ecc. 

tutti  i termini , a partir  da  un  certo , son  positivi , e se  dei 

Uw-+-i 

valori  abbastanza  grandi  di  n fan  convergere  il  rapporto  r= 

u» 

ad  u»  limite  R:  la  serie  sarà  convergente  se  si  avrà  R<I  , <3 
divergente  se  si  avrà  R>1. 

Se  dopo  un  certo  termine  tutti  gli  altri  fossero  negativi , il 
teorema  si  applicherebbe  alla  serie  — U. 

Supponiamo  da  prima  R<1 , c scegliamo  a piacere  un  nu- 
mero R'  compreso  fra  1 ed  R.  Poiché  i valori  molto  grandi 
di  n fan  convergere  r verso  R,  segue  che  a partir  da  un  certo  ter- 
mine u. , che  si  prenderà  quanto  si  voglia  distante  dal  primo , 

i rapporti  , ecc.  potranno  differir  anche  quanto 

rr  U„  Un  4-1  U*4-> 

si  vorrà  dal  limite  R ; quindi  allora  essi  saranno  <^R\  Dunque 
si  avrà 

U,-+-,<R'u11  , tU4-j<R'u«+.  , U»4-3<R'u»4-,  CCC.  J 

ed  a più  forte  ragione  , 

u.4-,<R'«.,  u»4-.<R'*«.  , U.4-3<R'5U.  , CCC.: 
cosi  u«-h  , u*-m  r “«4-3 , ecc.  son  dei  termini  rispettivamente 
minori  di  quelli  della  progressione  geometrica  R'iq.-t-R'^-f-ecc. 
Or  questa  progressione  è convergente  .poiché  la  ragione  R'<1 
n.#  5®*  ; dunque,  a più  forte  ragione  la  serie  Un-M-H*®-t-»"HJCc. 
sarà  convergente , c quindi  la  serie  U l’ è ancora.  In  secondo 
luogo,  sia  R>1 , c scegliamo  anche  a piacere  R'  fra  1 ed  R. 
Si  farà  vedere , come  precedentemente , che  può  scegliersi  um 
tanto  distante  dal  1.®  termine , che  i termini  tw.  , «<h-*  , ecc. 
sieno  rispettivamente  maggiori  dei  loro  corrispondenti  nella  serie 
geometrica  R'u.-hR'^-t-ecc.  Or  essendo  R'>1 , può  arrivarsi 
in  questa  serie  a dei  termini  molto  grandi.  Dunque  per  valori 
molto  grandi  di  » i termini  della  serie  U saranno  tanto  poco 
digerenti  da  zero  quanto  si  vorrà.  Mancando  questa  condizione 
la  convergenza  della  serie  è impossibile. 

Applichiamo  questo  teorema  alle  serie  seguenti  nelle  quali  sup- 
poniamo x positivo  ; 


U'=l-+~  + 


1-2  1 123 


1-2  3 


-ecc. 
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ccc. 


. m m(m — I) 

TJ»"=1—  -x^ !__x 


_m(m — 1). 


x" 

n 

• (m— «-+- 1) 


1-2 


x.rpccc. 


Nella  prima  serie , 


SODO 


+ 


1-2- ...n 

U' , due  termini  consecutivi  qualunque 
dunque  r=^~ 7.  Or  se  faccla- 


1-2. 3- • • •*»  ' 1-2-3- • .«(n-t-l)  ”1  ~ »-t-l' 

mo  crescere  n indefinitamente , il  limite  di  r è R=0 , dunque, 
qualunque  sia  x , la  serie  U'  è convergente. 

Nella  serie  U" , due  termini  consecutivi  qualunque  sono 


x*-+-' 
n-t-l  ’ 


dunque  Or  egli  è facile  vedere  che  si  à 

(n  t_\ 

n-t-l  \ «-1-1/  ’ 


«-t-1  V ‘ n-i-ii 

dunque , facendo  crescere  n indefinitamente , il  limite  di  r è 
R=x  ; dunque  sccondochè  si  avrà  x<l , o x^> i , la  serie  U" 
sarà  convergente  o divergente. 

Finalmente  consideriamo  la  serie  U'" , nella  quale  m è un 
numero  dato.  Il  rapporto  r sarà 

«-+-1  Vn+1  n-t-l/  \ n-t-l/  ’ 

ed  è chiaro  che  a partire  da  un  valore  di  n sufficientemente 
grande,  r sarà  sempre  positivo;  di  maniera  che  tutti  i termini 
della  serie  U'",  a partir  da  un  certo  saran  dello  stesso  segno , 
Come  il  richiede  l’enunciato  del  teorema.  È chiaro  così  che  il 
limite  di  r è R=x  ; dunque  essendo  x positivo , secondo  che 
si  avrà  a:<l  o *>1,  la  serie  U'"  sarà  convergente  o divergente. 
&oe.  Teorema  IL  Se  in  una  serie 

U=uB-f-ut-+-ua. . .+U.-J-CCC., 

a partir  d'un  certo  termine,  tutti  i seguenti  son  positivi,  e se, 

per  valori  sufficientemente  grandi  di  a,  la  radice  r=  l/iT  con- 
verge ad  un  limite  R , la  serie  sarà  convergente  o divergente, 
secondo  che  si  avrà  it</  o it>f. 

Se  al  di  là  di  un  certo  termine  tutti  gli  altri  fossero  negativi, 
il  teorema  si  applicherebbe  alla  serie  — U. 

Sia  R<1,  prendiamo  ancora  una  quantità  R'  fra  R ed  1.  Per 

l’ enunciato , può  scegliersi  n tanto  grande  che  le  radici  V'ul, 

n-K  B+J 

V'tia-H,  ecc.  sicno  quanto  si  vogliano  approssimate  ad 

R,  c quindi  tutte  <R';  di  maniera  che  si  avrà 

«.  <R",  u„_^,  < R'*+' , u„+J  < R'*+%  ccc. 
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Dunque  i termini  della  serie  m<-4-u»+1  -t-ccc.  saran  minori  di 
quelli  della  progressione  geometrica  -f-ecc.  Or  questa 

progressione  è convergente  a causa  di  R'  < 1 ; dunque  a più  forte 
ragione  la  serie  «,-+■«,,+, -t-ecc.  deve  esserlo.  Dunque  la  serie 
U Tè  ancora. 

Sia  R>1.  Prendendo  anche  R'  fra  1 ed  R,  sarà  Rr  una 
quantità  <R,  ed  un  ragionamento  analogo  al  precedente  pro- 
verà che  la  serie  è divergente. 

Scolio.  I due  teoremi  che  abbiamo  stabiliti  non  lasciano  in- 
certezza sulla  convergenza  o divergenza  della  serie  U che  nel 
caso  di  R = 1 ; ed  allora  la  quistione  non  sarà  sempre  facile  a 
decidersi.  Il  sig.  Calchy  da  cui  abbiam  prese  le  considerazioni 
generali  contenute  iu  questo  capitolo,  à dato,  nel  suo  Corso 
d‘  Analisi , dato  in  luce  nel  1821 , più  proposizioni  mercè  le  quali 
tal  volta  vi  si  riesce.  Il  teorema  VI.0  (pag.  471),  che  abbiam 
estratto  dal  Giornale  di  Matematiche  del  sig.  Liol’ville  , offre 
un  caso  molto  semplice  in  cui  la  difficoltà  è risoluta. 

UHI.  Teorema  III.  Sia  una  serie 

U = u0  4-  Ui  + u,  ecc . 

decrescente,  e fieno  1,  *,  jS , y...  dei  numeri  intieri  crescenti 
in  progressione  geometrica  : se  nella  serie  U si  prendono  i termini 
u„,  Uj[_i,  u^_,,  ecc.,  e si  formi  la  nuova  serie 

Ui=u0-h*uJl_  ,+iSuj3_,-t-yUy—  i +ecc. , 
le  due  serie  U ed  Ui  saranno  sempre  o tutte  due  convergenti  a 
tutte  due  divergenti. 

Perchè  i termini  della  serie  D vanno  decrescendo , si  à evi- 
dentemente 

u„  -f-Ux-H*. +«*-»<(*—  1K> 

1 -u/3-,<(?—x)ux-„ 

ug— • '-(-My— *<(y — 

Or  la  somma  dei  primi  membri  di  queste  ineguaglianze  non  è 
altro  che  la  serie  U ; dunque 

U <(*— 1 *)«*-•■ +(y— |S)u^-,-t-ecc. 

Ma  i numeri  1,  »,  jS,  y,  formando  una  progressione  geome- 
trica, si  à p — <x=** — «= *(* — 1),  y — — jS=£(* — 1),  ecc.; 
dunque  U<(«— l)[u, ,-)-»«*— i-H^—'+ecc.];  dunque  U <(»—  l)Di. 

Supponendo  la  serie  Ui  convergente , è chiaro  che  moltipli- 
cando tutti  i suoi  termini  per  * — 1 , essa  non  lascia  di  esser 
convergente;  dunque  allora  il  \alore  della  serie  U sarà  inferiore 
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a quella  d’una  serie  convergente;  dunque  a più  forte  ragione 
questa  serie  U dovrà  riguardarsi  come  convergente. 

Riprendiamo  la  serie  U ; riunendo  i termini  convenevolmente, 
si  à evidentemente 

«i-t-M.  +W, +•«*—>(*— 

w*-H**-h  -+-“*■+-»•  • ""Hi/j— ■>(£ — *)u^— n 
i-f-W/S— »•  • — H<y—  i>(y — P)Uy—,, 


dunque  D>  — l)ua_,+((J— jS)My_,-)-ccc. 
Abbiamo  già  osservato  che  p — *=»(* — 1),  y — j3 ==p(a — 1).  Osser- 
viamo inoltre  che  si  à u0  > u0  : allora  potrà  scriversi 

U>^^u<l-4-(« — 1 )«*-.-!-*(« — l)^— ,+|S(*— l)«y_,-f-ecc. 

OL 1 

ovvero  B>-^[uo+*ua-,ri-|Su0_Iri-ytfy_I+ecc.];  dunque 


U>  — Ci. 

A 


Or  , se  la  serie  Bi  è divergente , essa  lo  sarà  ancora  dopo 

aver  moltiplicato  i suoi  termini  per  — — ; dunque  con  più  ragione 

la  serie  U ancora  sarà  divergente.  Dunque  finalmente  la  serie  B 
è convergente  o divergente  secondochè  B«  è convergente  o di- 
vergente. 

Sia  ad  esempio  D=l+^4^ri-4;-+-4;+ecc.  Prendiamo 


la  progressione  geometrica  crescente  — - 1 : 2 : 4 : 8 : o 

serviamocene  per  comporre  la  serie  Di  conforme  al  teorema. 

2 y|  g 

Avremo  Bi=l-+-^5r-t-— -f-— -t-ecc. , ovvero  semplieando, 


Di=l 


-1-ecc. 


cui 


2m—  * 4"* — 1 1 8m- 

Onesta  serie  non  è altro  che  una  progressione  geometrica  la 
i ragione  è - Or,  prendendo  ovvero  =1,  questa 


progressione  è evidentemente  divergente  ; dunque  la  serie  B lo 
sarà  ancora.  Ma  se  si  prenda  m>  1 la  progressione  è decrescente  ; 
dunque  allora  la  serie  B sarà  convergente. 

508.  Teorema  IV.  Quando  una  serie 
B=u0-hu,-rua-|-. . . 

è formala  di  termini  positivi  e negativi,  tali  che  prendendoli  tutti 
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positivamente  la  nuova  serie  è convergente , la  serie  U dovrà  anche 
esserlo. 

Sia  R l’ insieme  dei  termini  positivi  contenuti  nella  serio  U a 
partir  da  un  termine  qualunque  e sia  — R'  quella  dei  ter- 
mini negativi  di  maniera  che  si  abbia  R — R'=tt>-Hi,+,-H;cc. 

Poiché  dee  aversi  una  serie  convergente  prendendo  positiva- 
mente  tutti  i termini  di  U,  segue  che  può  scegliersi  n tanto 
grande  che  R-+-R.'  sia  una  quantità  quanto  si  voglia  piccola  ; 
dunque  con  più  ragione  sarà  così  .per  R — R'  ; dunque  la  serie  D 
è convergente. 

Per  aver  degli  esempi,  riportiamoci  alle  serie  U',  U",  U'", 
del  n.°  5B5.  Supponevamo  x positivo  affinché  tutti  i termini  a 
partir  da  un  certo,  fossero  positivi;  ed  allora  abbiamo  veduto 
fra  quali  limiti  dovea  trovarsi  x perchè  queste  serie  fosser  con- 
vergenti. Dunque  pel  teorema  che  abbiam  dimostrato  esse  non 
cesseranno  di  esser  convergenti  dando  ad  x dei  valori  contenuti 
fra  gli  stessi  limiti,  presi  negativamente.  Così  la  serie  U'  sarà 
convergente  per  tutti  i valori  di  x tanto  positivi  che  negativi  ; 
la  serie  U"  lo  sarà  per  tutti  i valori  fra  +1  e — 1 ; e finalmente 
la  serie  U'"  lo  sarà  anche  per  i valori  fra  +1  e —1. 

Scolio.  Non  bisogna  credere  che  invertendo  il  teorema  IV , 
possa  conchiudersi  che  se  una  serie  composta  di  termini  positivi 
e negativi  è convergente,  sarà  lo  stesso  prendendo  tutti  i suoi 
termini  positivamente.  La  serie  V,  del  numero  seguente  ne  sarà 
una  pruova. 

58».  Teorema  V.  Una  serie  è convergente  quando , a partir 
da  un  certo  termine  tutti  i suoi  termini  ànno  segni  alternativi, 
e van  diminuendo  in  modo  che  zero  sia  il  limite  della  loro  di- 
minuzione. 

Indichiamo  con  do  a uno  qualunque  dei  termini  decrescenti , 
ed  i seguenti  con  ipfcfceipecc.  Prendendo  la  somma  dei  termini 
che  precedono  a,  pel  valore  approssimato  della  serie,  l’ errore 
sarà  ±arpà±cipÉf±ecc.;  e questo  errore,  che  chiameremo  f, 
potrà  scriversi  sotto  queste  due  forme 

p=±:l(a— fc)-t-(c— <f)4-ecc.] , 

(j=rt[o—  [b— e) — (d — e)— ecc.]. 

Poiché  i termini  a,  b,  ecc.  van  decrescendo , tutte  le  quantità 
in  parentesi  son  positive;  dunque  per  la  prima  forma,  è chiaro 
che  p è dello  stesso  segno  di  tfc»;  e,  per  la  seconda,  che  il 
valore  numerico  di  f è <o.  Or  prendendo  il  termine  a molto 
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distante  dal  primo,  sarà  desso  piccolissimo  dunque  a più  forte 
ragione,  il  sarà  p;  dunque  la  serie  data  è convergente. 

Consideriamo,  ad  esempio,  la  serie  V— 1 — l-l-f — J-t-ecc. 
si  vede  immediatamente  che  essa  soddisfa  lo-  condizioni  del  teo- 
rema. Dunque  essa  è convergente;  ed  arrestandola  ad  un  ter- 
mine qualunque,  ad  esempio  ad  -j,  l’errore  sarà  in  meno,  e 

I teoremi  1 e II  sarebbero  di  nessuna  applicazione  per  questa 
serie,  poiché  essi  esigono  che  a partir  da  un  certo  termine  tutti 
gli  altri  sien  dello  stesso  segno.  Sarebbe  lo  stesso  per  i teo- 
remi III.  IV. 

590.  Quando  una  serie  è convergente,  e che,  per  avere  un 
valore  approssimato  di  tutta  la  serie,  si  faccia  la  somma  di  un 
certo  numero  di  termini,  è importante  avere  un  limite  dell’ er- 
rore. Quando  la  serie  cade  nel  caso  del  teorema  V,  abbiam  ve- 
duto che  1’  errore  è sempre  minore  del  primo  termine  di  quelli 
che  si  disprezzano.  Ma  la  sola  regola  generale  che  si  possa  in- 
dicare per  aver  questo  limite  è di  paragonare,  come  abbiam  fatto 
nei  teoremi  I e II  la  serie  con  una  progressione  geometrica  de- 
crescente ; e quando  avrem  veduto  che  arrestandosi  ad  un  certo 
termine , i termini  seguenti  della  serie  diminuiscono  più  rapida- 
mente che  i termini  corrispondenti  della  progressione  geometrica, 
saremo  certi  che  l’errore  è inferiore  alla  somma  dei  termini  della 
progressione. 

Sia,  ad  esempio,  U'=1+y+-^2 1 ~ 1.2*3. in  9ucsta 

serie  il  termine  in  si  forma  moltiplicando  il  precedente  per  x 
e dividendolo  per  n-4-1.  Sia  n un  numero  tale  che  s’abbia  x 

saremo  certi  che  i termini  della  serie  — 1 ^ uec. 

decresceranno  più  rapidamente  che  quelli  d’ una  progressione  geo- 
metrica il  cui  primo  termine  fosse  lo  stesso  di  questa  serie , e 

la  cui  ragione  fosse  Dunque  prendendo  nella  serie  U'  il 

termine  in  ’ per  l’ultimo , l’ errore  p sarà  minore  della  somma 

di  questa  progressione,  e si  avràp<i  2 j) ‘ 

591.  Teorema  VI.  Sia  una  serie  decrescente 

U=u0-l-uI+u>4-. . .4-ua+un+1-)-ecc. , 
nella  quale,  per  valori  molto  grandi  di  n,  il  rapporto  r=-^j— ^ - 
converge  all’  unità , mettiamo  questo  rapporto  sotto  la  forma 
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r = ;p-^>  essendo  * una  quantità  positiva  che  per  valori  molto 

grandi  di  n converge  a zero  : formiamo  in  seguito  il  limite  R del 
prodotto  ua.  La  serie  U «arò  convergente  o divergente  secondochè 
si  avrà  R>t  o pure  R<1. 

1. °  Sia  R cioè  lim.  n*=k , k essendo  >1.  Chiamiamo  m 
una  quantità  determinata  compresa  fra  i e k , conseguentemente 
> 1 : andiamo  a far  vedere  che  a partire  da  un  certo  valore  di  n 
tino  all* infinito,  dovrà  aversi 

[1]  l+*>(l+0  ' 

Dimostreremo  in  appresso  n.*  519,  che  la  forinola  del  bino- 
mio è applicabile  ad  un’  esponente  qualunque  ; quindi  si  à 

=1  1 ccc-  ? e,  perchè  l’ineguaglianza 

precedente  sussista,  basterà  che  s’abbia  *>  ccc.  , 

ovvero 

. m (m — 1) 

«*>«H — ^ — hecc. 

Facendo  crescere  n fino  all’infinito,  il  primo  membro  n* , per 
ipotesi,  à per  limite  k , mentre  che  il  secondo  membro  à evi- 
dentemente per  limite  m.  Or  m è una  quantità  <A  ; dunque  a 
partir  da  un  certo  valore  di  n,  l’ineguaglianza  precedente  dee 
sempre  sussistere  ; dunque  ancora , a partir  da  un  tal  valore  l’ ine- 
guaglianza [1]  sussisterà.  Da  quest’ ultima  ricavasi 

l . 

- — ovvero  r< 

Ma,  se  si  considera  la  serie 

^ n55  (n-+-l  )™  CCC’  ’ 

il  rapporto  del  termine  generale  al  precedente  sarà  e 

quindi  maggiore  che  nella  serie  U.  Or,  perciò  che  abbiam  detto 
all’ultimo  del  n.°  509,  la  serie  Ui  è convergente,  poiché  m 
è >1;  dunque,  a più  forte  ragione  la  serie  U il  dovrà  essere,  e 
ciò  dovevamo  dimostrare. 

2. °  Sia  R cioè  lim.  nx=k , essendo  A< i.  Prendiamo  una 
quantità  m compresa  fra  1 e A , quindi  <1:  andiamo  a dimo- 
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strare  che  a partir  da  un  certo  valore  di  n si  avrà  costante- 
mente 

[2]  !+*<(! 

In  effetti,  sviluppando  la  potenza  m del  binomio,  basterà  che 

- tn(m — 1) 

«ec. , ovvero  na<m  + 


, ...  .m  m(m — 1) 

s’ abbia  *< — — ■ - 

l-2n* 


l-2n 


-ecc. 


Or,  quest’ineguaglianza  è evidente,  quando  n cresce  al  di  là  di 
una  certa  grandezza  ; poiché  il  secondo  membro  à per  limite  m, 
mentre  che  il  primo  à per  limite  k <m.  Cosi , a partir  da  un 
certo  valore  di  n , si  avrà  sempre  l’ ineguaglianza  [2] , la  quale  dà 

1 V.  1 

- — ovvero  r> — > 

1+a  ' 


da  cui  conchiudesi  facilmente  che  r finisce  per  essere  costante- 
mente  maggiore  del  rapporto  de’  termini  corrispondenti  della  se- 
rie U,.  Or,  nel  caso  attuale,  la  serie  U,  è divergente;  poiché 
abbiam  supposto  m<l  ; dunque  a più  forte  ragione  la  serie  U 
il  dovrà  anche  essere. 

Dunque  infine , la  serie  U è convergente  o divergente , se- 
condochò  si  à R>1  o R<1. 

Il  rapporto  indicato  con  r nell’  enunciato  à per  limite  1 ; quindi 
la  serie  che  consideriamo  si  trova  in  un  caso  in  cui  il  teorema  I 
non  può  far  conoscere  alcun  che  sulla  convergenza  di  questa  serie. 

1-3-9  1 


Esempio.  Sia  la  serie 


2-4-6  7 

In  questo  caso  i termini  um  ed  u»+,  sono 

1-2-5-  • -(2n — 1)  1 1-3-5-  • -(2n — 1)  (2n+l) 


= + ecc. 


2-4-6- --2n 


1)  1 

J*te3  - 

(2n-+-t)® 


-X- 


2-4-6- • -2n(2n-t-2)  2h+3 

■ ; dunque  lim.  r=i , il  che  niente 


quindi  si  à r— (2n+2)(2n+3) 

dice  sulla  convergenza  della  serie.  Ma  applichiamo  il  teorema  VI, 
e perciò  mettiamo 

1 (2n+l)* 


Si  avrà 


1+fli  (2n+2)  (2n-f-3) 


6n-(-5 


(2»+l)a 


nxz 


6n*-+-5n 


6+- 


» 

1\*’ 


(2n+l)*  (2+i) 


Dunque  lim.  nx  cioè  R=-.  Questo  limite  essendo  , conchiù- 
■4 


desi  che  la  serie  è convergente. 
Lcz.  di  Alg. 
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c-  ,,  4 , 1 , 13  13. a _ 

Altro  esempio.  Sia  ancora  L=l+--f-— ■ -f---. ■ [-ecc.  Per 

2 2*4  2*4*0 

2n-f-t  i 

questa  serie  , il  rapporto  r è r=“- — - » ed  il  limite  di  r ò anche 
1'  unità.  Ma  abbiamo 

1 n 1 

" 2n-t- 1 ' ***  2/i-t-i  '01  ’ 

n 

dunque  lim.  »»  cioè  It= - ; dunque  la  serie  è divergente. 

Alt.  Termineremo  quanto  abbiamo  a dire  sulla  convergenza 
delle  serie  con  un’osservazione  dovuta  al  Signor  Dirichi.kt,  che 
abbiamo  estratta  dalle  lezioni  fatte  dal  Sig.  Lioi  ville  alla  Scuola 
Politecnica.  Essa  tende  a far  osservare  una  differenza  che  esiste 
fra  le  serie  , che  debbono  la  loro  convergenza  alla  grandezza  asso- 
luta de’  termini  di  cui  son  composte , c quelle  , al  contrario,  che 
perderebbero  la  loro  convergenza  prendendo  positivamente  i ter- 
mini negativi  che  possono  esservi.  Le  serie  della  prima  specie, 
comunque  s’ inverta  1’  ordine  de’  loro  termini , restano  sempre 
convergenti , c conservano  lo  stesso  valore  ; mentre  che  le  serie 
della  seconda  specie,  dopo  aver  invertito  l’ordine  de’ termini  , 
possono  prendere  valori  differenti , ed  anche  cessar  del  tutto  d’ es- 
ser convergenti.  E ciò  andiamo  ad  esporre. 

In  primo  luogo , consideriamo  una  serie  della  prima  specie 
U=u,-+-«*-t-w.+  ccc. 

Chiamiamo  Sa  la  somma  degli  n primi  termini  , R la  somma 
di  tutti  i termini  positivi  che  vengon  in  seguito  nel  resto  della 
serie,  e — U'  la  somma  di  tutti  i termini  negativi:  si  avrà  evi- 
dentemente 

U=S,-f-R — R'. 

Ammettendo  che  la  serie  è convergente  anche  quando  si  pren- 
dono tutti  i suoi  termini  positivamente , segue  che  scegliendo  u 
abbastanza  grande , la  somma  R+R'  sarà  abbastanza  piccola  ; 
dunque,  a più  forte  ragione  il  sarà  R ed  R'. 

Ora  , immaginiamo  che  si  cambi  in  un  modo  qualunque  l’ or- 
dine de’  termini  della  serie  U.  Dopo  questo  cambiamento  può 
sempre  concepirsi  che  si  prenda , nella  nuova  serie , a partir 
dal  l.°  termine , un  numero  m di  termini  tanto  grande  , che 
tutti  quelli  di  Sa  vi  si  trovan  compresi;  questo  numero  m sarà 
in  generale  > n ; potrebbe  essere  anche  eguale  ad  n , ma  non 
mai  minore. 
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Chiamiamo  S.  la  somma  di  questi  m termini.  Oltre  i termini 
di  S. , questa  somma  potrà  contenere  de’  termini  positivi , e dei 
termini  negativi , che  da  prima  facean  parte  di  R e — R'  ; di 
maniera  che  chiamando  r la  somma  degli  uni , e —r'  quella  degli 
altri , si  avrà 

— r\ 

Facendo  crescere  w ed  m lino  all’  infinito , R ed  R'  debbono  di- 
ventar zero  ; dunque , a più  forte  ragione  , sarà  lo  stesso  di  r 
ed  r';  dunque  S„  e Sm  ànno  lo  stesso  limite;  cioè  che  la  se- 
conda serie  è anche  convergente  ed  à lo  stesso  valore  della  prima. 

In  secondo  luogo  , supponiamo  che  la  presenza  del  segno  — 
innanzi  a certi  termini , sia  necessaria  per  la  convergenza  ; di 
maniera  che  prendendo  questi  termini  positivamente  la  serie  non 
sarebbe  più  convergente.  Allora  la  conchiusione  precedente  cessa 
d’  esser  legittima  ; poiché  le  somme  rappresentate  da  R ed  R' 
non  avendo  più  zero  per  limite  , non  può  più  dirsi  che  r edr' 
avranno  zero  per  limite. 

Sarà  buono  mostrare  su  d’un  esempio  che  invertendo  l’ordine 
de’  termini  negativi  può  effettivamente  cambiare  il  valore  d’  una 
serie , quando  essa  resta  convergente  , ed  anche , in  certi  casi 
renderla  divergente.  À tal  uopo , riprendiamo  p.  500  la  serie  , 


V=l— 

2 '3  4^5 


-i  + ecc. 


che  è convergente  a causa  do’ segni  alternativi,  e che. cessa  di 
esserlo , quando  si  sostituiscono  i segni  -}-  ai  segni  — . Cam- 
biamo in  essa  1’  ordine  de’  termini  negativi , di  maniera  tale  che 
ciascuu  di  essi  venga  dopo  due  termini  positivi;  c quindi  scriviamo 

v*=( 1 + O-s+G y • • ■ +(ra+4ié^)~à+ecc’ 

Per  maggior  chiarezza,  addizioniamo  le  frazioni  nello  parentesi, 
ed  avremo 

±. 

\ 3 2 ' 35  4 ' (4n — 3}(4n — 1)  2» 


-ecc. 


Combinando  così  i termini,  la  serie  V,  è ancora  convergente, 
ed  à un  valore  > V.  In  effetti,  per  quanto  distante  sia  il  ter- 
mine — a cui  ci  arrestiamo  nell’ una  e nell’altra,  rappre- 


senlaudo  con  N ed  Ni  le  due  somme , è facile  vedere  che  si  à 

1.1  1 


N,  — N= 


2n-t-l  2n+3 


in — 1 
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Or , i termini  del  2°  membro  van  decrescendo , e sono  w di  nu- 
mero; dunque  si  à Ni  — N < 2n”ht  e > dunque,  a più 

forte  ragione  N,  — N <~  e > J.  Dunque,  poiché  la  serie  V è 
convergente,  la  serie  Vi  dev’ esserla  ancora,  e la  serie  Vi  sor- 
passa V d’una  differenza  compresa  fra  j ed 

Abbiamo  ancora  detto  che  la  convergenza  della  serie  potea  per- 
dersi : perciò  basterà  disporre  i termini  positivi  in  gruppi  tali  che 
ciascuno  dia  una  somma  maggiore  di  una  quantità  determinata  ; e 
questo  risultato  può  aversi  in  diversi  modi.  Ad  esempio,  può  os- 
servarsi che,  partendosi  da  un  termino  positivo  qualunque,  -f-^, 

se  si  prendano  dopo  di  questo  un  numero  n di  termini,  come 
precedentemente,  si  avrà 

i i 1 l 

n"- n-t-2  n-i-4  * ' ‘ — 1) 

E qui  r ultimo  termine  è = , e la  somma  è evidentemente 

>3^2’ e (*uindi  >r 

Ciò  posto , dopo  aver  presi  in  V i termini  1— ì-H — { , riu- 
niamo in  un  solo  i 5 termini  positivi  riuniamo 

anche  in  un  solo  i 15  termini  y*s--t-  e cosi  di  se- 

guito. Per  abbreviare,  rappresentiamo  queste  differenti  somme 
con  a,  b,  c, . . . ; ed  in  vece  di  V , scriviamo  la  serie 
Va=l  — J-H— l+a— i+b— i+ecc. 

L’ osservazione  fatta  precedentemente  dimostra  che  tutte  le  som- 
me a,  b,  e, . . . son  > |.  Dunque  la  convergenza  più  non  esiste; 
poiché  è evidente  che  le  parti  a — f , b — |,  ecc. , sono  infinite 
di  numero,  e tutte  > J. 

Le  osservazioni  che  abbiam  fatte,  secondo  il  sig.  Lionville, 
mostrano  quanta  poca  sicurezza  vi  sia  in  adoperar  serie  che  non 
sarebbero  convergenti , senza  il  segno  — di  cui  sono  affetti  ta- 
luni suoi  termini. 

Sviluppi  in  terii. — Metodo  de' coefficienti  indeterminati. — 
Ritorno  delle  terie. 

ST>.  Le  serie  si  presentano  di  per  se  stesse  nelle  operazioni 
algebriche.  Ad  esempio , supponiamo  che  si  faccia  una  divisione 
di  polinomi,  in  cui  il  dividendo  non  sia  un  prodotto  esatto  del 
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divisore  ; ovvero  che  si  debba  estrarre  la  radico  d’ un  polinomio, 
che  non  sia  una  potenza  esatta  dello  stesso  ordine  della  radice  ; 
in  questi  due  casi,  le  operazioni  successive  si  prolungheranno 
indefinitamente,  e si  cadrà  in  una  serie. 

Quando  le  operazioni  ànno  per  oggetto  di  trasformare  una  e- 
spressione  in  un'  altra  ad  essa  eguale , se  in  vece  d’ un  numero 
limitato  di  termini , si  à una  serie , si  ritiene  comunemente  que- 
sta serie  come  equivalente  alla  prima  espressione.  Ma  a tal  uopo 
delle  osservazioni  importanti  debbon  farsi,  e per  meglio  espri- 
merci, sceglieremo  un  esempio  semplicissimo. 

Sfa  la  frazione  — Ì-;  effettuando,  per  le  regole  conosciute  la 

1-nC 

divisione  di  1 per  i—x,  il  calcolo  sarà  come  qui  appresso: 

1 I 1 — x 

-+-x  }l-f-z+a:*-l-ecc. 

-t~x* 

4-x* 

ecc. 

Per  la  natura  stessa  dell’operazione  si  vede  che  il  quoziente 
andrà  all’infinito,  e che  si  avrà  una  serie  regolare  di  cui  cia- 
scun termine  è il  prodotto  del  precedente  per  x.  Terminandola 
ad  una  certa  potenza  di  x ad  esempio  x »,  il  resto  corrispon- 
dente sarà  x s;  e bisognerà  aggiungere  al  quoziente,  per  com- 

pletarlo  - — . Cosi  si  à esattamente 
1 — x 

1 . <r* 

— =1+ *+*■+— • 

Ma  un  errore  assai  comune  è di  credere  che  ritenendo  la  serie 
del  quoziente  come  estesa  all’infinito,  essa  debba  sempre  rap- 
presentare, qualunque  sia  x,  il  valore  esatto  del  quoziente;  di 
maniera  che  si  abbia 

[1]  £^jj==l+«-|-«*-+-ecc. 

Quest’  uguaglianza  è sempre  vera  quando  si  danno  ad  x dei 
valori  < 1 , poiché  allora  il  secondo  membro  è la  somma  dei 
termini  di  una  progressione  geometrica  decrescente;  e,  pel  n.* 
310  questa  somma  è effettivamente  eguale  al  quoziente  di  1 
per  1 — x. 

Ma  quando  si  danno  ad  x dei  valori  >1,1’  eguaglianza  cessa 
di  esser  vera.  Così  facendo  ■> — essa  diventay-—— l+2-f-l-+-ecc. 
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eil  è un’assurdità  evidente;  poiché  il  primo  membro  è uguale  a 
— 1,  ed  il  secoudo  è uguale  all’ infinito. 

È facile  spiegare  come  succede  che  l’eguaglianza  [1]  sia  vera 

0 falsa,  secondo  che  x < ovvero  >1.  Abbiamo  già  osservato 
che  arrestando  il  quoziente  ad  una  certa  potenza  di  x,  bisogna 
aggiungere  una  frazione  al  quoziente  per  completarla.  Chiamiamo 
xn  il  termine  a cui  ci  fermiamo,  il  resto  della  divisione  sarà 
xm+‘ , ed  avremo  senza  alcuno  errore 

1 . xm+> 

- — —\.+x-\-x* -Hz"+  . 

1 — JP  1 — X 

Volendo  prolungare  indefinitamente  la  serie  dei  termini  del  quo- 
ziente , bisogna  fare  n=oo  ; e quest’  ipotesi  dee  farsi  nella  parte 
frazionaria  e nella  parte  intiera.  Or , la  parte  frazionaria  diventa 
allora  zero  se  a;<l , e — co  se  x>i  ; dunque  può  essa  sop- 
primersi nel  primo  caso  ma  non  nel  secoudo. 

In  generale  non  può  ad  una  funzione  sostituirsi  una  serie  che 
nel  caso  in  cui  questa  serie  è perfettamente  ad  essa  equivalente  ; 
e perchè  ciò  sia , è necessario , come  condizione  essenziale , che 
arrestando  la  serie  ad  un  termine  qualunque , il  resto  della  serie 
diventi  zero  quando  il  numero  dei  termini  che  precedono  questo 
resto  è infinito.  Or  questa  condizione  è sempre  soddisfatta  per 
le  serie  convergenti;  per  questa  ragione  esse  son  le  sole  che 
debbonsi  adoperar  nei  calcoli. 

5?4.  Esiste  per  lo  sviluppo  delle  funzioni  in  serie  , un  me- 
todo detto  dei  coefficienti  indeterminati , che  andiamo  ad  esporre 
brevemente.  Per  meglio  fissare  le  idee  supponiamo , che  è il  caso 
più  ovvio  ad  incontrarsi , che  si  trattasse  d’ una  funzione  F(x) 

1 cui  valori  sien  reali  e variino  d’ una  maniera  continua  per  va- 
lori piccolissimi  di  a:  a partir  da  a=0.  Si  cerca  lo  sviluppo  di 
questa  funzione  in  una  serie  ordinata  secondo  le  potenze  ascen- 
denti positive  ed  intiere  di  x.  Si  farà 

[2]  F(a,)=A-+-Rr-f-Ca;»-4-l>a;’-f-ecc.  ; 

ed  A , B , C . . . saranno  dei  coefficienti  indeterminati  che  non 
dovran  contenere  affatto  x c di  cui  dovranno  trovarsi  i valori. 

A tal  uopo  si  sceglierà  una  proprietà  della  funzione  F(x)  che 
sia  d’  una  facile  verificazione , e cercando  di  effettuar  questa 
verificazione  con  la  serie  si  arriverà  ad  una  eguaglianza  come 

[3]  P-f-Q.r4-Ra:*4-Sa5J4-<:cc.=0 , 

nella  quale  P , Q , R ....  sono  delle  espressioni  indipendenti 
ila  x , ma  composte  coi  coefficienti  A , B.  G Or  questa 
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uguaglianza  dovendo  sussistere  senza  dare  ad  x dei  valori  parti- 
colari , bisognerà  che  i moltiplicatori  delle  diverse  potenze  di  x 
diventino  nulli  ; dunque  dovrà  aversi 
[4]  P=0 , 0=0  , R=o 

e queste  equazioni  serviranno  per  trovar  i coefficienti  A,  B,  C ece. 
Se  esse  lasciano  talune  incognite  bisognerà  ritornare  all’  equa- 
zione [2]  e determinarle  mediante Je  proprietà  particolari  della 
funzione  che  si  considera. 

&1S.  Primieramente  osserveremo  che  nell’  eguaglianza  [2]  il 
2°  membro  dee  rappresentar  il  valore  tifi  primo.  Se  ciò  non  ò pos- 
sibile dando  ad  x un  valore  qualunque,  ò necessario  almeno  che 
l’ uguaglianza  abbia  luogo  per  valori  piccolissimi  di  x,  e ciò  esige 
che  la  serie  sia  convergente  per  questi  piccoli  valori.  Or  rare 
volte  si  può  dimostrare  a priori  la  possibilità  di  esprimere  una 
funzione  in  una  serie  di  tal  fatta  , anche  quando  si  restringesse 
a valori  piccolissimi  di  x.  Così  a parlar  rigorosamente  l’ egua- 
glianza [2]  dee  riguardarsi  come  puramente  ipotetica  , e alla  fine 

del  calcolo , dopo  aver  trovato  A , B , C sarà  necessario 

verificar  se , per  valori  piccolissimi  di  x , essa  è effettivamente 
convergente  ed  eguale  alla  funzione  che  si  considera. 

Gli  autori  ànno  forse  creduto  inutile  questa  verificazione.  Co- 
munemente si  ritiene  che  i calcoli  che  si  fanno  cercando  delle 
incognite  debbon  sempre  scovrire  delle  false  supposizioni  che  si 
fossero  introdotte.  Se  fosse  cosi  la  verificazione  sarebbe  inutile , 
ma  potrebbero  rifarsi  molti  esempi  in  cui  errori  di  supposizioni 
non  verrebbero  affatto  osservati  con  questo  mezzo.  I limiti  di 
quest’  opera-  non  permettono  estenderci  di  più  su  tal  soggetto. 

Abbiamo  detto,  che  l’ equazione  [3]  dovea  ave^  luogo 
senza  dare  ad  x valori  particolari.  Per  bene  intendere  ciò  biso- 
gna ossei#h#e  eh*  limitando,  come'  abbiam  fattef  l’egu^ljarizaj^]. 
a valori  abbastanza  piccoli  di  x •>  dee  esser  lo  stes^ dell’ rip le- 
zione [3]  : cioò  che  la  serie  P-f-Q.c-1-ecc. , dee  esser  conver- 
gente ed  uguale  a zero  per  tutti  i valori  di  a;  a partir  da  .r=0 
fino  ad  un  certo  limite  che  può  esser  piccolissimo.  Or  ciò  basta 
per  conchiudere  che  debbono  aversi  le  equazioni  [4]. 

In  effetti  prendendo  x=dì , la  serie  P-t-Q-H-ecc.  *1**  ridursi 
a P , e quindi  l’ equazione  [3]  dà  P=0.  Sopprimiamo  in  questa 
equazione  il  termine  P che  è zero  e dividiamola  per  x , abbiamo 
Q-t-K.x-|-ecc.=0 , equazione  la  quale  dee  ancora  sussistere  per 
valori  piccolissimi  di  x.  Dunque  potrà  conchiudersi  ancora  0=0  ; 
c cosi  di  seguito. 
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59  9.  Una  stessa  funzione  F(x)  non  può  aver  che  un  solo 
sviluppo  in  serie  convergente  della  forrn^  A+Bx+eec.  ; poiché 
se  ne  avesse  due , dovrebbero  questi  essere  uguali  fra  loro  , ed 
allora  dovrebbe  aversi  una  equazione  della  forma 
[5]  A-(-Bx+Cj;*+ecc.=A'4-B'x-t-C'j:,-H>cc. 

trasportando  tutti  i termini  in  un  sol  membro , quest'  equazione 
diventa  (A — A')+(B — B')x-F-ecc.=Q  ; e , pel  numero  precedente, 
conchiudesi  A — A — 0 , B — B'=0  , . . . ovvero  A=A' , B=B'. . . 
Può  ancora  dirsi , in  altri  termini , che  due  serie  convergenti 
ordinate  secondo  le  poten^p  ascendenti  ed  intiere  d’una  varia- 
bile x non  potrebbero  essere  eguali  senza  essere  identiche. 

598.  L’uso  dei  coeflìcienti  indeterminati  si  presenta  da  per 
Se  stesso  nel  problema  del  ritorno  delle  eerie.  In  questo  proble- 
ma si  suppone  che  una  quantità  y , dipendente  da  una  variabile  x 
è espressa  per  una  serie  in  x , e vuoisi  dedurre  il  valore  di  a 
espresso  per  una  serie  in  y.  Sieno 

y=A-t-Bx't-Cx*-l-ecc. , x==a+by-\-cya-\-ecc. 
essendo  A , B , C . . . . delle  quantità  date  ad  a , b , e , .... 
delle  indeterminate.  Nella  prima  eguaglianza  si  sostituirà  ad  x la 
serie  «-H'y-t-ecc.;  ovvero  nella  seconda  ad  y la  serie  A+Bx-becc.: 
si  arriverà  cosi  ad  un’  eguaglianza  come  [3]  o [5] , da  cui  si  de- 
durranno diverse  equazioni , che  serviranno  a determinar  a,  6,  c. . . . 

Termineremo  queste  nozioni  generali  circa  .le  serie.  Abbiam 
detto  abbastanza  per  mostrar  quante  precauzioni  ^ebbop  pren- 
dersi per  adoperarle  «on  sicurezza.  Quindi  dee  «versi  grttn  cura, 
massime  negli  dementi,  di  non  adoperarle  che  nelle  quistioni  la 
cui  soluzione  sarebbe  impossibile  o troppo  difficile  con  jdtfi  mezzi. 
• • * 

CAPITOLO  XXIV. 


fiyph^^JA*TLTTI  I CASI— -SERIE  ÉfpONÈxZliil  eIoGaKtSICITK— ' • 
SERIE  •RlCÒllRBNTI. 


Formula  del  ej.vo.wio  per  un  esponente  qualunque. 


595.  Se  facciamo , come  al  n.°  *11 , le  prime  potenze  di 
a-\-x , mercè  la  moltiplicazione , si  vede  facilmente  che  per  un 
esponente  intiero  positivo  qualunque  i due  primi  termini  dello 
sviluppo  di  (n-t-x)”  sono  , e che  gli  altri  son  della 

forma  A«"‘-’x*-t-B«'n"3x,+ecc,  ; di  maniera  che  chiamando 
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A , B , ecc.  de’  coefficienti  non  contenenti  nè  a {&  x , può  met- 
tersi 

Quando  l’esponente  è un  numero  positivo  frazionario,  si  à 

m n , , » . 

(a-4-x)"=l/  (<H-x)m= am-hmam~'x-{-ccc. 

Or  applicando  il  metodo  spiegato  al  n.°  **8  per  1*  estrazione 
delle  radici , si  trovano  senza  difficoltà  i dne  primi  termini  di 
questa  radice,  e si  à uno  sviluppo  delia  forma 

(<H-x)=a"+— a x-\- Aa*  \ra4-Bae  Jx5-j-ecc. 

Così  questa  forma  è la  stessa  che  per  un  esponente  intiero. 

Quando  l’ esponente  è un  numero  negativo  qualunque,  intiero 
o frazionario  , appoggiandoci  su  ciò  che  abbiam  trovato , si  à 

(fl-j-x)  (a+x)'“  a’,,-t-ma"'“,a;-t-ecc. 

Or  etfettuando  la  divisione  secondo  le  regole  ordinarie  , si  à un 
quoziente  indefinito  conte 

(a-|-x)— m=a— * — ma_“-,x-+-Aa-,*— *xa4-ecc. 
dunque  qualunque  sia  l’ esponente  , dee  aversi  sempre  uno  svi- 
luppo della  forma  indicata  dall’equazione  [1].  1 due  primi  ter- 
mini sono  determinati  e non  resta  che  a trovar  i coefficienti  A, 
B,  C ecc.  degli  altri  termini. 

Per  maggior  generalità  considereremo  due  termini  consecutivi 
di  posto  qualunque  , e scriveremo 

~ 'x-f- 'x^'+ecc.i 

cambiamo  da  per  tutto  x in  x+y  : siccome  i coefficienti  inco- 
gniti non  contengono  nè  o nè  x,  si  avrà 

(a+xH-y)"’==a"-(-«a",~',(-r-Hr) 

-f-Ma"_"(x4-y)l,-|-Na"’-"-,(x-f-y)”H',-(-ecc. 
Cambiando  o in  e-f-y  abitiamo  trovato 

(a-|-y-|-x)m=(a-f-y)m-(-m(o4-y)“— *x 

-f-M{o-+-y)*-*x,'-t-N(a-f-y)“-‘‘~  *x*+,-(-ecc. 

Nelle  due  eguaglianze  precedenti  i primi  membri  sono  eguali  ; 
dunque  i secondi  debbono  anche  esserli,  e ciò  qualunque  sieno 
x ed  y.  Dunque  , ordinandoli  rapporto  alle  potenze  di  y essi 
dovranno  essere  identici.  Per  verità  essi  contengono  le  potenze  dei 
binomi,  ma  noi  conosciamo  i due  primi  termini  di  ciascuna  di  esse 
di  maniera  che  potrà  formarsi  la  parte  che  in  ciascun  secondo 
membro  contiene  y al  1“  grado  : e questa  parte  sarà  bastevole. 
Lez.  di  Ahj.  (il 
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Chiamandola  Yy  nell'  una  , ed  Y'y  nell’  altra  , è facile  trovai* 

Y —ma—'. . ,-t-Mna— 

Y '=ma—'..  .-4-M(m — n)a"-*-,x'-f-N(m — n — l)a“-"--\r* 
Queste  due  quantità  dovendo  essere  eguali  qualunque  sia  x bisogna 
che  i coefficienti  delle  potenze  simili  di  x sieno  eguali,  dunque, 
non  considerando  che  quelli  che  affettano  a*- *—,x“ , si  avrà 

N(n+l)=M[m — n),  da  cui 

Per  tal  modo  è chiaro  giusta  qual  legge , nello  sviluppo  [1],  un 
coefficiente  qualunque  si  forma  dal  precedente.  Essa  è la  stessa 
che  abbiam  trovato  pel  caso  d’ un  esponente  intiero  e positi- 
vo (*1S);  e siccome  abbiam  veduto  che  i due  primi  termini 
dello  sviluppo  son  composti  similmente  qualunque  sia  l’espo- 
nente m , sarà  lo  stesso  per  qualunque  altro  termine. 

Dunque  per  tutti  i valori  di  m , si  avrà  sempre  la  formola 

, , m(m — 1) 

’x-j — — — a"--Jx*-f-ecc. 

1*2 

Quando  m è intiero  e positivo  essa  si  arresterà  ad  xm  ; in  ogni 
altro  caso  essa  andrà  all’  infinito. 

Serie  esponenziali  e logaritmiche. 

580.  Facendo  x=0,  la  funzione  a"  si  riduce  all’unità.  Quindi 
prenderemo  l’ unità  per  primo  termine  dello  sviluppo  di  a*  , e 
scriveremo 

a'=l  4-A:r-|-B£,-f'Cxs~f-Dxi-|-ecc . 

essendo  A , B , C , D dei  coefficienti  indeterminati  che 

supponiamo  indipendenti  da  x.  Per  trovar  questi  coefficienti  ci 
serviremo  della  proprietà  oxxar=a*-4-r. 

Cambiando  nella  serie  x in  y , ed  in  seguito  x in  x+y,  si  à 
o/=l-+-Ay-(-By*+Cys-f-Dj/*-f-ece. , 
«'+’r=l-(-A(x-l-y)-|-B(x-t-y),-(-C(x4-.y),-l-D(x-t-y)4-f-ecc.  ; 
dunque  per  verificar  la  proprietà  oIXor =o‘‘i"jr , dee  aversi 
1-f-  A(x-f-y)-+-B(x-+-y)  *-t-C  (x-|-y)  ’-t-D(x-t-y)  M-ecc  .= 
(l-t-Ax-+-Bx*-t-CLr*-l-Dxt-Hecc.)(i-f-Ay-f-By*-l-Cy*-l-ecc.). 
Effettuando  le  operazioni  indicate  , e considerando  particolar- 
mente la  parte  contenente  la  prima  potenza  di  y in  ciascun  memr 
bro , queste  due  parti  dovendo  essere  uguali  si  avrà 
A-+-2Bx-}-3Cxt-t-lDx*-l-ecc.=A-f-A*x-f-ABx*-l-ACx*-j-ecc. 
Ma  quest’uguaglianza  dee  anche  essa  aver  luogo  qualunque  sia  x; 
dunque  le  potenze  simili  di  x debbono  avere  gli  stessi  coefficienti; 
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dunque  2B=A* , 8C=AB , 4D=AC , ecc.  da  cui 
A»  „ A*  K*  ^ 


B=^-,  C=, 


D=- 


4- ecc. 


2 ’ 2-3*  " 2 3-4’ 

e sostituendo  questi  valori,  la  serie  diverrà 
, , , , A*x*  , A»x»  , A*x* 

0 — l-f-Ax-f-  2 + 2-3  _*~2-3-4 
La  quantità  A resta  ancora  a determinarsi:  e vi  si  arriverà  sem- 
plicemente facendo  Ax=l  da  cui  x=— . Per  tal  valore  si  à 

x--1  1 

2 


I i 

=2+-- 


+■ 


4-ecc. 


2-3  2-3-4 

Chiameremo , come  al  solito , e la  quantità  rappresentata  da  que- 
sta serie  numerica  ; e , prendendo  i logaritmi  dei  due  numeri , 

1 . . j , . >0R° 


si  avrà  — log  o=log  e,  da  cui  A: 


'log* 


Per  maggior  semplicità  supporremo  che  i logaritmi  siati  presi 
nel  sistema  di  cui  e ne  è la  base  ; e , in  questa  ipotesi , l’ in- 
dicheremo con  la  sola  iniziale  L.  Allora  si  avrà  Le=l,  A=Lo; 
e in  seguito  lo  sviluppo  di  a*  sarà 

x*(Lo)*  , x,(La)> 


a'  = l + xLa-+- 


2-3 


-ecc. 


Se  l’esponenziale  fosse  e*,  bisognerebbe  fare  o — e,  La — 1;  e 
si  avrebbe  semplicemente 


e*=i-{-X-\ — 2"  + 2^3-l~ecc- 


581.  Non  ci  occuperemo  di  sviluppare  log*  in  una  serie  della 
forma  A + Bar-t-Car'-f-ecc.  mentre  che,  per  la  ipotesi  x=0, 
log  x diventa  infinito.  Ma  cercheremo  lo  sviluppo  di  log  (1+x); 
e siccome  x=0  dà  log(l+*)=0,  porremo 

log  (l-f-x)=Ax-t-Bx»4-Cx5-4-Dx*-f-ecc. 

Cambiamo  x in  x-\-y  : si  avrà 

log(i+*-f-y)=A(x-4-y)+B(*+y),-+-C(^-Ht)*+ecc- 

Ma  l-+-*+y=(l+*)^l-+- ; dunque 
log(l-+-*-Ht)=log(H-x)-+-log^H-^y  Or  cambiando 


iny^-j,  la  prima  uguaglianza  dà  log.^i+-j^): 
-+-ecc.  ed  in  seguito  si  à 

log  (i4-x-Hy)=log  (1-t-x) 


A»  By* 
l+x’1”(l-t-x)1 


A» 


By* 


-ecc. 


1-t-x  (1-+-*)* 

Abbiamo  cosi  una  seconda  espressione  di  log  (l+x+Sf)-  Nell  u*1** 


Digitized  by  Google 


484  LBZIONl  DI  AI.r.r.BRA. 

nell’altra  i moltiplicatori  delle  potenze  simili  di  y debbono  essere 
eguali;  prendendo  quelli  che  affettano  la  1*  potenza  di  y si  à 
da  prima 

A -+-  2Bg:  3Cx*  -(-  4D# 1 -f-  ecc.  ; 

1-f-x 

liberando  dal  denominatore  1-+-®  o togliendo  il  termine  A co- 
mune ai  due  membri,  si  à 

(2B-+-A  ).£+  (3C— f— 2B)  x*+  (4D-(-3C)  x’+ecc  .=0  ; 

Poiché  x dee  restar  indeterminato,  bisogna  avere  2B  + A=0 , 
.1C-f-2B=0,  4D+3C=0, ...  Queste  equazioni  danno  B= — ~A, 
C = {A,  D== — ^ A,...;  dunque 

log  ( i+x)=A  (c—  y+j— ^-  + ecc.)- 

Bisogna  trovare  ancora  A,  ed  è questa  una  ricerca  assai  delicata. 
Dividiamo  per  x i due  membri  dell’  equazione  precedente , essa 
diventa 

Allora  il  secondo  membro  si  riduce  ad  A per  l'ipotesi  a;=0. 
Ma  il  primo  si  presenta  gotto  la  forma  e la  difficoltà  è di 

conoscerne  il  vero  valore.  Facciamo  , si  avrà 

1<>K — = n log  ^i-+-^=log  ; e,  sviluppando 

questa  potenza,  si  à 

. =s+K‘-;Ki3K)(,-l) 

• -rhK)H)Kh- 

Or  l’ipotesi  x=0  suppone  » = oo;  e,  supponendo  n=ooil 
secondo  membro  dell’  ultima  eguaglianza  si  riduce  alla  serie  nu- 
merica già  osservata  nel  n.®  580,  «=r2-H;;-t-r-T-t-£-^--i--J-ecc. 

2 -s*3  2*3*4 

quindi  A = log  e.  Dunque  finalmente 

[1]  log(l-Vx)=loge^— ^--4-ecc.  V 

Finora  i logaritmi  appartenevano  a qualunque  baie;  ma  adot- 
tando e per  base  si  à log e = 1 , e,  servendoci  della  sola  ini- 
ziale L per  indicare  i logaritmi,  si  à 


[2] 


L(i-»-)=— Y+T-T+ 


ccc. 
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58*.  Da  ciò  che  precede,  è evidente  che  A ossia  log  e è il  rap- 
porto di  log  (1-Hr)  ad  x quando  x è piccolissimo:  di  maniera  che 
questa  quantità  ò la  stessa  di  quella  che  abliiam  chiamata  modulo 
(•45).  Prendendo  e per  base,  questo  modulo  diventa  eguale  ad  1; 
in  conseguenza  e è la  base  de’ logaritmi  neperiani  (*45). 

È chiaro  d’  altronde  che  si  passerà  dai  logaritmi  neperiani  a 
quelli  di  un  sistema  qualunque  moltiplicandoli  pel  modulo  di  un 
tal  sistema.  Abbiam  veduto  innanzi  che  questo  modulo  era  eguale 
a log  e.  Ma  chiamando  a la  base  <ìi  questo  sistema  si  à eviden- 
temente alof'=«;  quindi  prendendo  i logaritmi  neperiani  del  due 
membri,  si  avrà  log  e X Lo  = 1 . Dunque  indicando  con  M il  mo- 
dulo , si  avrà  egualmente  M = loge  ed 


58*.  Le  serie  [1]  e [2]  sono  convergenti  per  i soli  valori 
di  x minori  di  1 , ma  esse  servono  a trovarne  delle  altre  che 
convengono  a valori  maggiori.  Cambiando  nella  serie  [2] , x 
in  — x,  essa  diventa 


L(1 — x)= — ar- 


ai* 

"3" 


-ccc. ; 


e,  sottraendo  L(1 — x)  da  L(l-Hr),  si  à il  logaritmo  del  quo- 
ziente di  1-f-x  per  1 — x , cioè: 


Poniamo 


1-KB 


=1H — , da  cui  x= 

1— x ' n ’ 


x 


indi  osserviamo  che 


= = — yn.  gj  conchiuderà 

L(«+r)^«+2{^4-5(—  ) +g(£^y ’+ecc.  } 

Questa  formola  sarà  comoda  per  passare  da  I.n  a L(n-f-s). 

Dopo  aver  calcolato  i logaritmi  neperiani  , si  passerà  al  si- 
stema ordinario , la  di  cui  base  è 10 , moltiplicandoli  pel  modulo 
di  tal  sistema.  Per  aver  questo  modulo,  basta  dunque  sapere  i 
logaritmi  di  uno  stesso  numero  in  ciascun  sistema  e dividere  il 
secondo  logaritmo  pel  primo.  Il  numero  che  conviene  scegliere 
è la  base  istessa  10,  poiché  il  suo  logaritmo  nel  secondo  sistema 
è l’unità.  Ecco  come  si  trova  il  log.  nep.  di  10. 

Si  calcolerà  da  prima  L2  facendo  n=l,  z=l,  nella  formola  di 
sopra;  indi  si  à L4=2L2;  indi  la  formola  dà  L5  facendo  n=4, 
e 4=1;  e finalmente  si  à L10=L5-J~L2. 

Si  ottengono  cosi  i valori  di  già  riportati, 

L10=2,302  385  092. ... , M=0,434  291  481 ... . 
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Sul  numero  e. 


384.  Riprendiamo  alla  pagina  515  lo  sviluppo 

1*1  wr=*+lH)+àH)H) 

in  cui  n è un  numero  intero  positivo.  Abbiarn  supposto  che  l’ipotesi 
n=oo  riducesse  il  2."  membro  alla  serie  numerica  il  cui  valore , 
indicato  per  e,  abbiarn  di  già  presentato  al  n.®  380:  cioè 

[2]  e=2-f-^ + ^ + 2^ + ecc.  all’  infinito. 

In  conseguenza,  abbiarn  considerato  e come  il  valore  di  ^1-}-^" 
corrispondente  ad  n=oo. 

Non  pertanto  le  parti  che  nel  2.°  membro  della  formola  [1] 
diventano  zero  per  l’ipotesi  n=oo,  sono  anch’esse  infinite  di 
numero;  e,  per  questa  ragione,  può  dubitarsi  che  e non  sia  il 
valore  esatto  che  dee  prendere  allora  questo  secondo  membro. 
Se  questa  obiezione  facesse  nascere  qualche  dubbio,  questo  sva- 
nirà per  ciò  che  segue. 

Nella  serie  [2]  prendiamo  da  prima  n termini,  e facciamo 
E=2+I  + 2?3 h2^r 

Chiamiamo  N il  l.°  membro  della  formola  [1];  poi  osserviamo 
che  se  in  ciascun  de’  prodotti  che  compongono  gli  n termini  del 
2.°  membro  si  sostituiscono  a tutti  i fattori  dei  fattori  eguali  al- 
1’  ultimo , il  valore  di  questo  membro  sarà  diminuito.  Da  ciò 
segue  che  scegliendo  convenevolmente  una  quantità  positiva  G, 
potrà  scriversi 

In  seguito  si  avrà 

Le  quantità  in  parentesi  possono  scomporsi  in  due  fattori  per  la 
formola  conosciuta  1— ^=(1— z)(l  +s+»*+ecc.);  ed  è facile  trovare 

■ E-N=K+3L3*[,+(,-|)] 
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Sopprimiamo  nel  2.°  membro  tutte  le  frazioni  — -,  — - , ec.  : 


il  secondo  membro  sarà  aumentalo,  e si  stabilirà  di. nuovo  l’egua- 
glianza sostituendo  a G una  quantità  G'>  G.  Allora  si  avrà 


E— N= 


1/-1  , 2-2  , 3-3  . 4 4 

nV24“2T3-t‘2.3-4  + 23-45 


+-ecc 


G'. 


Si  à evidentemente  2.2<2.3,  3.3  <3.4,  ecc.  cioè  che  in 
ciascuna  frazione  che  vengon  dopo  -j , il  numeratore  è minore  del 
prodotto  dei  due  ultimi  fattori  del  denominatore;  dunque,  indi- 
cando con  G"  una  quantità  >G',  si  avrà 


^ N— + 1 + 5 + 2^3  ecc  ’ )— G”’ 

ed  osservando  che  la  quantità  tra  le  parentesi  è uguale  ad  E — \ , 


e-n=ì(e-1)-c". 

D’onde  si  ricava 

Facciamo  ora  n=oo  : a questo  limite  E diventa  e.  D’ altra  parte  è 
evidente  che  si  à e <2-4- 5-+-*  + £-f- ecc.;  dunque  e <3;  dun- 
que a causa  del  divisore  n che  è infinito,  si  avrà 
Lira,  di  N=H-G"'. 


Prima  di  fare  n=»,  qualunque  sia  il  numero  n,  è chiaro  che 
N non  può  sorpassare  E;  e d’altronde  abbiamo  detto  che  Q" 
era  una  quantità  essenzialmente  positiva.  Dunque  anche  al  limite 
N non  dee  sorpassare  e , e la  quantità  che  abbiamo  rappresentata 
per  G'"  non  potrebbe  essere  negativa.  Da  ciò  segue  che  l’ultima 
eguaglianza  è impossibile  a meno  che  non  s’ abbia  G'"=0  ; ed 
allora  resta  Lim.  di  N=e;  e ciò  dovevamo  dimostrare» 

&85.  Andiamo  ora  a dimostrare  che  il  numero  e è incommen- 
tur  abile. 

Per  la  serie  stessa  è evidente  che  e >2,  ed  è facile  vedere 
che  desso  è ancora  <3.  In  effetti  la  somma  v 4- ecc.  è 
minore  della  progressione  geometrica  H- J+^-t-eoc.,  e questa 
ultima  somma  è uguale  ad  1.  Dunque  e è compreso  fra  2 e 3, 
e non  può  quindi  essere  un  numero  intiere. 

Ammettiamo  che  e possa  essere  un  numero  frazionario,  e che 
si  abbia 


?=*+.  1+-L . 

q ‘‘2  2-3 


+ 


2-3-.?~*~2-3---9(?-+-l)‘ 


-ecc. 


Moltiplicando  i due  membri  di  questa  uguaglianza  per  2.3... 
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(7—1)7,  verrebbe  2.3. . . (y-1  )Xp=M-4-p-+-  — j—j  |:cc. 

essendo  M un  numero  intiero.  Or  le  frazioni  che  sono  aggiunte 
ad  M danno  una  somma  minore  della  progressione  geometrica 

4-ecc.  e questa  ultima  somma  è uguale 

alla  frazione  ~ ; dunque  ne  seguirebbe  che  aggiungendo  ad  M una 

frazione  minore  di  questa,  il  risultato  fosse  ancora  un  numero 
intiero,  il  che  è assurdo,  dunque  e è irrazionale. 

&8B.  Possiamo  ancora  dimostrare,  come  à fatto  il  sig.  Liou- 
vili.e  nel  Tomo  V.  del  suo  Giornale  di  Matematiche , che  il  nu- 
mero e non  può  essere  la  radice  di  nn’  equazione  del  2 0 grado 
a coefficienti  razionali. 

Se  e potesse  essere  radice  di  un’equazione  del  2.°  grado  a 
coefficienti  razionali,  dovrebbe  aversi  \e *-|-Bc-|-C=0 , essendo  A 
un  numero  intiero  c positivo  e B e C de’numeri  intieri  positivi  o ne- 
gativi. Quest’uguaglianza  dà,  dividendola  per  e Ac-)-Ce-l-t-H=0. 
Se  nella  serie  che  esprime  il  valore  generale  di  e*  facciamo 

x= — 1 , si  à *— - — ecc.  Sostituiamo  nell’ e- 

quazionc  precedente  ad  e e ad  e~'  i loro  valori  in  serie:  si  avrà 

À(2-t-  ì +iTj  +eec.)-f-C(J— 4-ecc.)4-B=0- 
Sia  n un  numero  intero,  di  ima  grandezza  qualunque.  Moltiplichiamo 
quest’uguaglianza  per  1.2. 3. . .n — 1,  trasponiamo  nel  2."  membro 
tutti  i termini  interi,  e indichiamo  questo  membro  con  t»:  si  avrà 

a(-H rr+ecc.)  ±C  (- 7*^— — -t-ecc.ì=f*, 

\»  tqn-t-1)  1 / \n  n(n-f-l)  } rf 

ovvero  sotto  altra  forma, 

— ( IH — -t-ecc. ì±-(  1 ^—+ecc.)=|A. 

n\  n-t-l  / n \ n-el  / 

La  parte  contenente  A è positiva , e sarà  quanto  si  voglia  piccola  ; 

poiché  la  quantità  in  parentesi  è evidentemente  <2,  ed  « è un 

numero  intero  quanto  si  voglia  grande.  La  parte  contenente  C può 

ancora  riguardarsi  come  positiva;  poiché  se  C è positivo,  si  prenderà 

n pari , e se  G è negativo  si  prenderà  « impari  : di  più  è chiaro 

che  anche  questa  parte  sarà  tanto  piccola  quanto  si  vorrà.  Da  ciò 

segue  che  il  1 .°  membro  dell'  eguaglianza  precedente  può  supporsi 

eguale  ad  una  frazione  piccolissima , ed  allora  questa  uguaglianza  ò 

impossibile,  quando  anche  l’intiero  y.  fosse  zero.  Dunque  è assurdo 

supporre  che  e sia  radice  di  una  equazione  a coefficienti  razionali . 
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11  Sig.  Liocviixc  dimostra  ancora  elio  anche  il  quadrato  e*  i 
un  numero  irrazionale;  ma  su  tal  proposito  ci  riporteremo  al 
Giornate  di  Matematiche  già  citato. 

589.  Il  numero  e frequentemente  é adoperato  in  analisi.  Ta- 
luni termini  della  serie  numerica  basteranno  per  aver  in  decimali 
il  valore  già  riportato  al  n.°  840,  e=2,  718  281  828..:  Questo 
valore  non  potrebbe  essere  periodico  ; se  ciò  fosse  esso  potrebbe 
esprimersi  in  frazione  ordinaria;  dunque  sarebbe  commensura- 
bile , ed  abbiam  dimostrato  il  contrario. 

Può  anche  aggiungersi  che  volendolo  esprimere  in  frazione 
continua,  questa  frazione  non  sarà  perioica  ; poiché  se  lo  fosse, 
il  numero  e sarebbe  radice  di  un’equazione  del  2.°  grado  a coef- 
ficienti razionali  (880). 

• ' ' } ' ' 

Dimostrazione  dette  formale  precedenti  considerando  direttamente  le  seri» 

588.  Riportandoci  alle  osservazioni  generali  che  abbiam  pre- 
sentate, n.°  595 , sugli  sviluppi  m serie,  si  vedrà  quanto  la- 
sciano a desiderare,  rispetto  all’esattezza,  i metodi  di  cui  ci 
siam  serviti.  Per  corriggere  ciò  che  v’è  d’inesatto,  andiamo  a 
considerar  le  serie  in  se  stesse , e a dimostrare  che  esse  sono 
effettivamente  eguali  alle  quantità  da  cui  si  deducono.  L’analisi 
seguente  è stata  data  da  Destainville  nel  tomo  IX  degli  Annali 
di  Matematiche  pubblicati  dal  Sig.  Gergovse.  Essa  non  presenta 
tutta  l’esattezza  desiderabile;  ma  temiamo  di  complicarla  facen- 
dovi de’  cambiamenti.  .... 

58».  Consideriamo  le  serie  indefinite,  scritte  qui  appresso,  ohe 
supponiamo  convergenti , 

<p(o)=l-Hi  j4-a(ari-à)^-4-o(a+*)(<H-2à)j^75+eco. , 

T(6)=l4-6^(H-fc)^+6(H-*)(à+2A)r^+ecc., 

( -+-(«+ò)(o+-H-A)(a+M-2A)~ -+-ecc. 

Per  brevità  abbiamo  indicata  la  prima  serie  con  <p(a),.e  nello 
stesso  tempo  abbiam  stabilita  la  convenzione  che  se  in  questa 
serie  si  sostituisce  ad  a una  quantità  qualunque  u,  la  nuova  serie 
sarà  rappresentata  da  <p{«).  Ciò  posto , andiamo  a dimostrare  che 
dee  sempre  aversi  <f(a)x<p(i;=ò(a-+-6}.' 

Lez.  di  Algi  ; . i ,i  02 
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Per  armarei  formeremo  da  prima  il  prodotto  <p(»)X<p(6). 
Attuando  eon  ordine  la  moltiplicazione,  si  avrà 

?(°)Xf  [b)= 


Ef- 


i-H*  y-H»(o-f-*) 

4-6  4-2o6 

4-6(6-}-6) 


-j-ecc. 


i7i"l  a(a~HK<H~2à) 

11  3 4-3«6(a-<-A)  123 

4— 3o6(64— 6) 

4-6(64-6)  (6-1-26) 

Paragonando  questo  prodotto  con  9(04-6),  si  vede  immediatamente 
che  1 due  primi  termini  sono  gli  stessi , il  terzo  è anche  lo  stesso 
poiché  si  à evidentemente 

0(04-6)4— 2<z& — t- X(fe — 1 — Ar  0(04-6)4- 064-06+6(64-6) 

=a(a+6+6)+6(a+6+6)=(a+6)(a+6+6). 
Continuando  similmente  si  proverebbe  che  l’ uguaglianza  à luogo 
anche  nei  termini  seguenti  ; ma  per  maggiore  generalità,  andiamo 
a dimostrare  che  supponendo  l’ uguaglianza  stabilita  sino  ad  una 
potenza  qualunque  if~'  inclusi vamente , essa  debba  ancora  sussi- 
stere fra  i termini  affetti  da  zr. 

Osservando  con  attenzione,  è facile  vedere  che,  nel  prodotto 
<?(o)x<f(6)  , i termini  in  e zr  sono 

o(a+6)(a+26)(a+36) [o+(p — 2)6]^ 

+~ — 6o(o+6)(a+26) [o+(p — 3)6] 


P — 1 p — 2 


6(6+6)a(a+6) [°+(P — 4)6] 


~ • yVMWW) [ò+(p-4)6] 


X 


1-2 


ir-> 


4-^a6(64-*)(6-t-2A) [H-{p-3)6]l 

-+-  6(64-6)(6+26)(6+36) [6+(p-2)6]  / 


o(a+6)(o+26)(a+36).. . . 

-t-  j6o(a+6)(a+26)... 

[«4-CP- 1)*] 

• • • .[a-Hp— 2)6] 

4~j.'^2  1 6(6+6)a(a+6) 

. . . . [a+(p — 3)6] 

*P 

IV 

-^j-£^-a(a-t-k)b(à~hk) 

[64-(p — 3)6] 

1 -2-3- • ’P 

-f-Jo6(6-t-6)(6-t-26) 

[64-(p  2)6] 

j 

+ 6(6+6  )(ò+26  )(6 + 36)  [6+(p_1)6}/ 
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Ora  osserviamo  che , nella  parte  in  z',  i moltiplicatori  ne'  quali 
«ntra  p si  prestano  alle  decomposizioni  seguenti:  . 

1 1 ^ ’ 

p P — * P — * P — 2 . P — 1 

1*  2 ~ 1 ’ 2 i ’ 
p p — 1 p — 2 p — 1 p— 2 p — 3 _ p — t p — 2 

T 2 3~  "" T 2 3 "*  1 2 * 

ecc. 

Allora  si  vedrà  che  tutte  le  quantità  affette  da  zf  posson  di- 
vidersi in  due  parti,  delle  quali  l’una  contiene  il  fattore  a iu 
tutti  i termini,  e l’ altra  il  fattore  b.  Queste  parti  sono 
(«■+-A)(<H-2A)(a-Ktt).. . . , . . . . [a— |— (p — 1)A]> 

+ ò(fl-HA)(a-+-2A) [<H-(p — 2)4]  i 

+T'T^)((,+Ì) 3)*]( 


X 


1-2- 


+ 


■j-^(<H-k)b[b+k) [6+;p_3)ft]| 

+ò(H-*)(H-2A) [H-(p-2)A]/ 

a(<H-A)(®-+-2A) — 2)A]^ 


f — ~ {b-\-k)a(a-±-k) [<*— — 3)*]  i 


y— 1 p—ì 

1 

p—l 


2 <*(<*+*  )(ò+A) [&*Hp— 3)À]( 

lH^P-2)*] ) 


>x 


bt' 


!■)■>  ■ p 


+(H-*)(H-2*)(M-3*) 1)*V 

Nella  prima  parte,  la  quantità  situata  a sinistra  della  chiave  è ciò 


che  diventa  il  coefficiente  di 


quando  vi  si  cambia 


1 -2-  • *(p — 1) 

« in  a + A;  e,  nella  seconda,  è ciò  che  diventa  questo  coeffi- 
ciente quando  si  cambia  b in  b-\-k.  Or,  per  ipotesi,  questo  coeffi- 

• * i 

dente  è lo  stesso  di  quello  che  affetta  — — — nella  seria 

1-2..  (p—l) 

<p(«H-ò) , cioè  che  si  suppone  riducibile  alla  forma 

(a+ò)(a-t-ò4-*)(<H-ò-f-2A) [a-f-M-'p— 2'A]  ; 

dunque  le  due  quantità  a siuistra  delle  chiavi  «’  otterranno  cam- 
biando in  quest' ultima  espressione  a in  «-f-l , e h iu  6-f 
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Ciascuno  di  questi  cambiamenti  dà  lo  stesso  risultato  , 

. . [a-+-6-4-{p — i)à]  ;• 

dunque  tenendo  conto  di  questo  fattore  comune  ; la  somma  della 
due  parti  che  contengono  zr  a dritta  delle  chiavi  sarà 

(a+A)(a+6-H‘')(<H"M*2à)-  • — l)à]^  2 ^ , 

la  quale  èsidentica  al  termine  in  sF  della  serie  q>(«— f-fe). 

Cosi  ammettendo  che  vi  sia  eguaglianza  fra  i termini  della 
serie  <f(*)x<p(jS)  e , fino  ad  una  certa  potenza  di  z,  essa 

dee  ancora  sussistere  per  la  potenza  superiore.  Or  quest’  egua- 
glianza f abbiam  verificata  per  i tre  primi  termini  dunque  à luo- 
go per  quattro  termini  ; e se  à luogo  per  quattro  termini  avrà 
luogo  anche  per  cinque , e cosi  indefinitamente. 

*»©.  La  proposizione  che  abbiam  dimostrata  si  riduce  a dire- 
che  la  serie  <p(a)  è una  tale  funzione  di  a che  per  moltiplicarla 
per  una  funzione  simile  di  b , basta  aggiungere  b ed  a.  Sotto 
questo  rapporto  essa  è perfettamente  analoga  all’ esponenziale 
T in  cui  Z è una  quantità  indipendente  da  a ; ed  andiamo  a far 
vedere  che  questa  analogia  si  mantiene  ancora  nelle  conseguenze. 
Riprendiamo  l’equazione  dimostrata 
[1]  <p(a)X<p(6)=<p(a~H). 

Possiamo  sostituire  a — b ad  a ; ed  allora  essa  diventa  <f  (a — fe]x 
<j>(6)=<p(a)  ; e ricavasi;,  per  la  divisione  di  tp(a)  per  <f (6) , 

PI  -^f=‘Ka~6)*  

Cambiando  b in  ò+c , l’ equazione  [1]  diventa  <p(o)X<p(H-<?)== 
«p(a-t-ò-t-e).  Ma  in  virtù  di  questa  stessa  equazione  , si  à «p(6)X 
<p(c)=9(fr-J-c)  ; dunque  9(o)X<p(à)x<f(c)=9(a-+-6-t-c].  Cambiando- 
c in  c-{-d,  e continuando  similmente,  qualunque  sia  il  numero 
dei  fattori,  si  avrà  sempre  <p(a)x<f (6)Xep(c) . . . =9(0+0 -HH-....)- 
Dunque  supponendo  tutte  le  quantità  a , b , c . . . eguali  ad  « 
ed  il  loro  numero  eguale  ad  m,  quest’equazione  darà 

[3]  [<K  «)]  m=(f  ("*«)• 

Sostituendo  in  questa  equazione  ~ ad  a , si  à HS)T 
dunque , per  1‘  espressione  delle  radici , si  à 

[4]  _ ^ ?(«)==?£)•  ' * 

La  formola  [3)  non  è ancora  dimostrata  che  per  un  esponente 

intiero  e positivo.  Si  estenderà  ad  ogni  esponente  positivo  fra-» 

» 

zionario  osservando  che  le  forinole  precedenti  danno  [/[<? (a)]"*= 
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J/’<p(m«j=<p( — ).  Ma  V'[<f‘[u}]m  è Io  stesso  che  [<f(a)]»  ; dunque 

[5]  ' M«)]r=?(™)  * 

Per  estendere  la  forinola  anche  agli  esponenti  negativi  si  osserverà 
che  chiamando  m ed  r due  numeri  positivi  qualunque , le  forinole 

[?'«)]r  _ ?(ra) 


dimostrate  damio  [©(a)]""h=fJ^iL^-7^ — — ~<p(ra — ra); 
in  fine 

[6]  [<p(a)]-"=cp(— ma). 

Così  qualunque  sia  l’esponente  m , si  à sempre  [<p(a)]m=cp'ma)  J 
e rimettendo  in  questa  uguaglianza  la  serie  rappresentata  da  <p (a) 
e <p(nw)  > si  à 

PI  [l+o  j +«»(<»+*)  ^^a(a-f-*}{aS-2A)j^75  +ecc.l«»= 

m jg® 

1+ma  7 +mff(ma+*)— r +ma  (mu-Hr)  (ma-|-2F— — -f-ecc. 

591.  Nell’  equazione  [7]  a e k.  sono  qualunque.  Facendo  a=i 
c k— — i , si  à 


(l+x)«=l+-jz-+ 


m tn(m — 1)  m(m— l}(m— 2)  , 


-z*-t 


•T-heCc.  ; 


1-2  ~ ‘ 1-2-3 

e la  formola  del  binomio  è così  dimostrata  per  un  esponente 
qualunque.  Sappiamo  come  può  dedursi  (<r+r)TO  da  (i-f-z)m. 

a®*.  Nella  stessa  equazione  [I]  facciamo  k=0  , a=l  , 3=1, 
m=*x  : si  avrà 

(r.  . 1 . 1 . \*X  . , ax  . a*x“  , a’x1 

2+2-+-2^THecc’)  =1+T4-TT't'— 3^- 
La  serie  numerica  del  primo  membro  è il  numero  e base  dei 
logaritmi  neperiani  ; così  può  scriversi 

»JXS 


. -t-ecc. 


1 '1-2  1-2-3 

Facendo  e*=a , a sarà  il  logaritmo  Neperiano  di  a , e si  tro- 
verà la  serie  esponenziale  del  n.°  5 SO  cioè 
■ , . xLo  x*(La)*  xJ(I-a)’ 

1 1-2  12  3 . 

593.  Per  avere  la  serie  logaritmica  , si  cambierà  in  questa 

ultima  formola  a in  1+x  ed  x in  m : si  à così 

...  w . , ml.(l-Kt)  m*[L(l+x)]* 

(H-x)«=l-i ( --  -t-ecc. 

Ma  sviluppando  la  potenza  (1+jc)"*  , si  à 

(l-Hr)»=J+m^  4-*n(m — l)^+ew. 
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Eguagliamo  dunque  le  due  serie , sopprimiamo  I'  unità  da  ambo 
le  parti  e dividiamo  per  m : si  avrà 

Finalmente  facendo  m=0  in  quest’ ultima  equazione,  si  à la 
formola  conosciutissima  » 

L(H-ar)=r  — --Ì-- — T -t-ecc. 


Generazione  delle  terie  ricorrenti. 


A94.  Sia  la  frazione  — : effettuando  la  divisione  di  a'  per 

a-\-bx  secondo  la  regola , si  trova  per  quoziente  una  serie  di 
termini  di  cui  la  legge  si  manifesta  prontamente.  Si  può  anche 
scrivere  la  frazione  cosi , a'[a+bx)~l , per  servirsi  della  formola 
del  binomio.  Ma  il  metodo  dei  coefficienti  indeterminati  con- 
durrà allo  stesso  risultato , e sarà  più  vantaggioso  quando  la 
frazione  sarà  più  complicata. 

Senza  entrare  nei  dettagli  della  divisione  , si  riconosce  in  seguito 
che  il  quoziente  sarà  una  serie  della  forma  A-+-Bx-t-Cx*-+-ecc.  ; 
ed  è perciò  che  porremo 

— - — A — |—  Bx-t-Cxa  -4-DxJ  -f-  ecc. , 
a-t-bx 

A,  B,  C,  D, essendo  coefficienti  da  determinarsi.  Moltipli- 

cando l’una  e l’altra  parte  per  a-\-bx,  diverrà 

a'=Aa-f-Bfl  x-f-Col x*-j-D«  x’+ecc. 

-j—  A b -f-  B b | -f-  C6 

Or,  poiché  il  prodotto  del  quoziente  pel  divisore  dee  riprodurre 
identicamente  il  dividendo,  si  deve  avere 

Aa=n' , Bo-)-Aò=0,  Ca-(-Bfc=0,  Da~(— Cò=0 , ecc. 

Da  cui  ricavansi  i valori  dei  coefficienti  A , B , C , . . . cioè  : 

A = — , B=— -A,  C=— -B,  D = — ^C,  ecc. 
a a a a 

b 

Dunque  moltiplicando  un  coefficiente  qualunque  per  — - si  ottiene 
il  coefficiente  seguente;  o,  ciò  che  è lo  stesso,  ciascun  termine 
è il  prodotto  del  precedente  per  — In  tal  caso  la  serie  è ima 
semplice  progressione  geometrica. 


Digitized  by  Google 


LEZIONI  DI  ALGEBRA. 

_ , , . , , a'-r-b'x 

Consideriamo  ora  la  frazione  — ; ;• 

a-+-MH-car 

Metteremo  egualmente 

--  a-r——r.  = A + Bx  -[-  Cx*  -+-  P xl  + ecc . 

a-+-ox-t-<\zr 


r moltiplicando  pel  denominatore  0-t-A.r-i-e.x*  si  avrà 


x*-+-Da 

-*-ba 

-+-  CA 

•+*  Ac 

-HBc 

Perchè  i due  membri  sieno  identici  è necessario  che  si  avesse 
Ao=«' , B«-t- Aò= A' , Ca  -+•  BA •+■  Ac  = 0 , 
Da-4-CA-i-Bc  = 0 , ecc., 
donde  si  ricava 

A = -,  , C=— -A  — -B,  D = — -B — -C  , ecc. 

a 7 a 1 a a a a 

Ove  vediamo  che  ciascun  coefficiente , a partir  dal  W , è la  som- 

C b 

ma  dei  due  precedenti  moltiplicati  rispettivamente  per  — -e  — - 
o , ciò  che  è lo  stesso , che  ciascun  termine  è la  somma  dei  due 
precedenti  moltiplicati  per  — —•  e — 

Ponendo  anche 

— ==:  A *+•  Bx  -+-  Cx*  *+-  Da:*  4-  ecc. , 

a-hbx-rcxt-^dxl‘  ’ 

si  vedrà  che  ciascun  termine,  a partir  dal  4°,  si  compone  dei 

1 . , , rfj*  ex®  6x 

tre  precedenti,  moltiplicati  rispettivamente  per —, — — , — — . 

Finalmente  è evidente  che  una  frazione,  in  generale,  della 
forma 

a'-t-A'x-t-e'.r*  • • •+h'xm-‘ 


a-i-bx+cx%-  • -~}-kxm 

dee  dare  origine  ad  una  serie  di  cui  ciascnn  termine,  a partir 
dall’  (m-f-1  si  comporrà  degli  m precedenti  moltiplicati  ri- 

....  k h c b 

spettivamente  per xm, x"— 1 ...—  -x* x. 

r a a a a 

Si  dicono  ricorrenti  tutte  le  serie  cosi  formate,  c scaia  di  re- 
lazione l’ insieme  delle  quantità  per  le  quali  bisogna  moltiplicare 
più  termini  consecutivi  per  avere  il  seguente.  E si  potrà  dire  che 
la  serie  è del  1°  ordine,  del  2°  ordine , ecc.  secondo  il  numero 
dei  termini  che  entrono  nella  scala  di  relazione. 

Se  l’espressione  che  si  sviluppa  à tìn  numeratore  di  grado  mag- 
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giore  che  il  denominatore,  o dello  stesso  grado,  è chiaro  pel 
modo  stesso  con  cui  si  determinano  i coefficienti  dello  sviluppo, 
che  la  legge  della  serie  sarà  sempre  la  stessa  ma  solamente  sarà 
ritardata.  Del  resto , si  potrà  decomporre  primieramente  l’espres- 
sione proposta  in  una  parte  intiera  più  una  frazione  avente  un 
numeratore  di  grado  inferiore  al  denominatore. 

&95.  In  ciò  che  precede  abbiam  posto  attenzione  solamente 
ai  termini  interi  del  quoziente,  poiché  volevamo  fare  osservare 
la  legge  della  loro  composizione.  Ma  volendo  il  quoziente  esatto, 
bisognerà  aggiungere  ai  termini  interi  la  frazione  proveniente  dal 
resto  della  divisione;  e,  per  le  osservazioni  fatte  in  un  caso 
analogo  (&»»),  questa  frazione  non  può  essere  disprezzata,  anche 
quando  si  prolungasse  il  quoziente  all'  infinito , a meno  che  non 
si  provasse  che  in  tal  caso  dee  divenir  zero.  Or , è facile  dimo- 
strare che  ciò  è in  effetti  quello  che  diverrà , dando  ad  x dei  va- 
lori frazionari  dopo  un  certo  limite.  Ma  tralasciamo  questi  det- 
tagli, e lasciamo  al  lettore  l’agio  di  supplirvi. 

Ritorno  delle  serie  ricorrenti  alle  frazioni  generatrici. 


S88.  Essendo  data  una  serie  ricorrente  trovare  la  frazione 
generatrice. 

In  questo  enunciato,  si  suppone  la  serie  ricorrente  ordinata 
rapporto  ad  una  indeterminata  x.  Sia  . , * 

S= A-|-Bx-f-Ca;*-+-ecc. , 

una  tale  serie  avente  per  scala  di  relazione  [par*,  qx*,  rx].  Poi- 
ché questa  scala  contiene  tre  termini , la  frazione  generatrice  è 
della  forma 

a'-t-b'x-hc'x* 


Se  questa  frazione  fosse  data , abbiam  veduto  che  la  scala  di  re- 
lazione sarebbe  Or,  questa  frazione 

possiamo  scriverla  cosi 


a ' 
a 


ar-f-— a* 
a a 


b c d ’ 

1 H — ar-t — ar*-l — ar* 
a a a 

ed  allora  si  vede  che  i tre  termini  in  a;  del  denominatore  si  ot- 
terranno immediatamente  prendendo  quelli  della  scala  di  relaziona 
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coi  segni  contrari.  Cosi  posslam  metterne  la  fraziono  generatrice 
sotto  la  forma. 

»+j3x4-7x® 

1 — rx — gx* — px1  ’ 

ove  saran  da  determinarsi  a.,  p,  y.  A tale  uopo  poniamo 

, *^"rJ-5=A+Bx+Cc-+e.e.; 

1 — rx — gu>*— par* 

e poiché  facendo  svanire  i denominatori,  l' equazione  dee  divenir 
identica,  conchiudiamo,  tenendo  conto  de’ soli  primi  tre  termini. 


* px  -+-  r x* = A -f-  B 

— A r 


S=- 


|x  + C |xa 

-Br 

—M . 

In  conseguenza  si  avrà,  per  la  frazione  generatrice, 

A-h(B — Ar)*-t-(C — Br— A g)xa 
t — rx — gx® — px3 

Ad  esempio,  sia  S=1 — 2x — x * — 5x1-f-4xA — ecc. , una  se- 
rie ricorrente,  di  cui  la  scala  di  relazione  è [-f-x®,  — j—lac*,  — 2x]. 
Nella  formola  precedente  si  farà  A=1 , B= — 2 , C= — 1 , p=l , 

> | 9j.> 

q-=A,  r= — 2;  e si  troverà  S=- 


SBt . Essendo  data  una  serie  , si  vuol  conoscere  se  essa  è ri- 
corrente, ed,  in  tal  caso,  trovare  la  frenatone  generatrice. 

Sia  la  serie  data  S=A-f-Bx4-Cx*-f-Dx,-f-ecc.  Vediamo  da 

a ’ 


prima  se  è dessa  eguale  ad  uua  frazione  della  forma 


a-vbx  * 


poniamo  S=  Donde  si  ricava 

i_ 

.5  a' 

dunque  il  quoziente  di  1 per  la  serie  S dee  essere  esatto  c della 
forma  p-f-yx.  Allora  la  frazione  generatrice  dee  esprimersi  cosi  : 

1 i. 


o-f-ix  o b 
-= — 1 — x ; 
a~af  ’ 


S: 


p-+-gx 


Se  la  divisione  non  si  arresta  al  secondo  termine , la  serie  non' 
sarà  ricorrente,  o avrà  origine  da  una  frazione  più  complicata. 

Poniamo  S— — J si  avrà 
m ox-wx* 

,1  a-t-fcc-*-ex®  .a"  a* 

s— — r~r, — =P  + ?x4-  - - : 

.S  a-e-b'x  1 ' a'+l  z 

Cioè  che  dividendo  1 per  la  serie  S , ed  arrestando  il  quoziente 
ai  termini  della  forma  p-f-y-r , la  serie  S,x*  che  si  ottiene  per 
Lei.  di  Ahj.  03 
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resto . e che  è sempre  divisibile  per  x »,  sarà  tale  che  dopo  aver 
. . s,  a" 

tolto  questo  fattore,  si  dovrà  avere  — — a'+fx ' 

Da  cui  si  ricava 

S o'-t-6'*  , 

cioè  che  la  nuova  divisione  dee  arrestarsi  al  secondo  termine  ; 
ed  allora  per  trovare  la  frazione  generatrice,  si  avranno  le  due 
equazioni 

l’a:*,  | r=y,+J*»i 

''*'ui  *=7ZZp’ 

quindi  la  frazione  generatrice  sarà 

s 


"(p-t-9-«0(P  i+h*Hx 
Supponiamo  che  il  quoziente  di  S per  S,  non  sia  esattamente 
V -+v7  x:  se  la  serie  è ricorrente,  essa  sarà  d’un  ordine  superiore 

_ . a'-hb’x-t-c'x*  n 

al  secondo.  Esaminiamo  se  può  aversi  ° = a_hbjiri-exi+tixt'  m 
questa  si  ricava  ~= p-t-qx-h — — — — ; — ~x*  • c*°®  che  dopo  aver 

ottenuto  il  quoziente  di  1 per  la  serie  S , fino  ai  due  primi  ter- 
mini , si  troverà  per  resto  una  serie  i cui  termini  conterranno 
tutti  xx  ; e chiamando  S,x, , questo  resto  si  dovrà  avere 

— = — — — — — - • Quest'uguaglianza  dà 
S a'-v-t'aM-e’x*  ° 

S a'" 

dunque  indicando  con  S„x*  la  serie  che  si  ottiene  per  resto  dopo 
aver  proseguita  la  divisione  della  serie  S per  la  serie  S,  fino  ai 

. . . . , S,  a’" 

termini  ?,•+■?,*,  si  dovrà  avere  — ’ 

Da  quest’ ultima  eguaglianza,  si  ricava 

Arrestiamo  qui  le  operazioni:  per  ritornare  alla  frazione  genera- 
trice , si  avranno  le  equazioni 

1 ss  ss 

^=pt-ì-q,X-r 
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e , da  queste  equazioni , si  ricava 

g l S,_  1 S,  l 

p-hqx-+-~x*  8 pI+qlx-h^xt  S‘ 

Non  resta  altro  che  effettuare  qualche  sostituzione  onde  formare 
la  frazione  uguale  ad  S. 

Senz’andare  più  oltre,  il  lettore  avrà  veduto  senza  dubbio  che 
le  operazioni  successive,  per  trovare  i quozienti  p-\-qx,  pt-\-q%x,  ec., 
e per  ritornare  in  seguito  alla  frazione  generatrice  , ànno  una 
evidente  analogia  con  quelle  che  si  effettuano  per  ridurre  una 
frazione  ordinaria  a frazione  continua  e per  ritornare  iti  seguito 
alla  frazione  ordinaria.  Questa  osservazione  terrà  luogo  di  regola 
generale.  Se  la  serie  è ricorrente  ne  saremo  avvertiti  dall’ arri- 
vare ad  una  divisione  che  darà  un  quoziente  esatto  della  forma 
P+qx. 

Esempio.  Supponiamo  che  si  voglia  conoscere  se  la  serie  de’  nu- 
meri 1,2,3,  ecc.  è ricorrente.  Non  bisognerà  considerare  atratto 
questa  serie  numerica,  ma  bensì  l’altra 

S=i+2x-|-3xM-4a:,-+-«cc.  ; 
ecco  allora  come  si  eseguono  le  operazioni: 


Divisione  di  i per  S. 


1 

l-+-2aH-3a:*+.la:«-H'cc. 

— 1 — ir — 3x* — tx3 — ecc. 

1 — 2x 

_ _ i 

— 2jj — 3x* — ix‘ — 5x* — ecc. 
+2x-|-lx,-f-6x,--t-8x4-t-ecc. 


x*+2x,-f-3j;4-|-ecc.=S1x  * . 

Divisione  di  S per  S,. 

l-f-2o.--f-3x*-)-tj:,-f-€cc.  I l4-2x-f-3x*-+-!x-s-t-c<r. 

— 1 — 2x — 3j.-* — ix‘ — ecc.  | \ 

0 

Dunque  la  serie  S è ricorrente,  c sia  4=1 — — =1 . 

S S «ij 

Da  cui  si  ricava  S= — - — , f-'=l  ; quindi 

**  1 — 2x+x*~r"(t  — r}*  ’ 
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O nervazione . Cercando  una  regola  per  conoscere  se  una  serie 
è ricorrente , abbiam  considerata  la  serie  come  proveniente  da  una 
frazione  il  cui  numeratore  è di  grado  inferiore  al  denominatore. 
Ma  se  quest’  ultima  condizione  non  à luogo , b facile  vedere  che 
la  medesima  dimostrazione , e quindi  anche  le  stesse  regole , sus- 
sisterebbero ancora. 

9 

Somma  di  un  numero  qualunque  di  termini  eonieculivi  duna  ferie 
ricorrente. — Termine  generale. 

598.  Trovare  la  somma  d'un  cerio  numero  di  termini  conse- 
cutivi d una  serie  ricorrente. 

Per  fissare  le  idee , supponiamo  die  la  scala  di  relazione  sia  di 
tre  termini,  die  indicheremo  con  le  lettere  p,  q,  r,-  e sia 

A+B+C-t-D hK+M-M+N 

la  serio  dei  termini  di  cui  se  ne  dimanda  la  somma.  Per  la  na- 
tura istessa  della  serie,  si  à 

D=A/H-B</-t-Cr , 

N=Kp-f-Lg-+-Mr  ; 

e,  addizionando  queste  uguaglianze,  risulta 

IH-E-  • .+N=(A-HB- . .+K)H-(B+C-  • • +L)q 

+(C-+-D-  — |-M)r. 

Indicando  con  S la  somma  richiesta,  questa  equazione  diventa 
- S— A— B — C=(S — L — M — 1V)j9— t-(S — A — M — 1% 

-f-(S — A— B — N)r 

da  cui  facilmente  si  ricava  il  valore  di  S,  che  sarà 

O A-t-B+C — r(A-+-B-e?i) — q(A-+-M-+-N) — p(L-t-M-t-N) 

I—r—q—p 

599.  Trovare  il  termine  generale  d’uno  serie  ricorrente. 

Ci  abbiam  proposto  in  ultimo  questa  quistione,  poiché  è dessa 
di  più  difficile  soluzione.  Supponiamo  che  la  serie  abbia  per  fra- 
zione generatrice 

B a'+b'x- < 
cH-fcx-  ■ <-eA*m 

Possiamo  scriverla  cosi 

F=(a'-\-b'x \-h'xm~')[a-+-bx-\ (-Ao.")-* , 

allora  sviluppando  la  potenza  — 1 , effettuando  il  prodotto,  e pren- 
dendo in  questo  prodotto  la  parte  clic  contiene  x ad  una  potenza 
qualunque,  è chiaro  che  si  avrà  il  termine  generale  della  serie 
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SOI 

ricorreste.  Ma  la  quistione  si  risolve  ordinariamente  con  altro 
processo  che  andremo  ad  esporre. 

Si  dividono  da  prima  tutti  i termini  della  frazione  F per  k,  e 
si  scrivono  sotto  la  forma 

Il  a'xm— 

V xm-4-xxm — ‘-t-jS-r"*— 

Supponendola  sempre  ridotta  alla  piti  semplice  espressione  di  guisa 
che  D non  abbia  pili  alcun  fattore  comune  con  V. 

Si  decompone  indi  il  denominatore  in  fattori  binomi  come 
sia  eguagliando  questo  denominatore  a zero  , sia  per  tutto 
altro  mezzo;  ed  allora  si  considera  la  frazione  come  risultante 
dall*  addizione  di  altre  aventi  per  denominatori  questi  differenti 
fattori.  Determinando  tutte  queste  trazioni  parziali , e formando 
in  seguito  il  termine  generale  dello  sviluppo  di  ciascuna  ; e pren- 
dendo la  somma  di  questi  termini  generali , si  avrà  il  termine 
generale  della  serie  ricorrente. 

In  questa  decomposizione  in  frazione  parziali , bisogna  parti- 
colarmente distinguere  in  V i fattori  semplici  da  quelli  innalzati 
a potenze.  Per  ciascun  fattore  semplice  x-\-a,  si  prenderà  una 

frazione  della  forma  . Per  ciascun  fattore  come  (aH-6)"  , 

x-ha  ' ' 

, , , , ...  » Ai»— »-t-ccc. 

se  ne  potrebbe  prendere  una  della  forma : ma 

è più  comodo  avere  la  frazione  a numeratori  monomi  ; c in  vece 
di  una  frazione  come  la  precedente,  se  ne  prendono  n come  queste: 
N W,  W«  N— 

(aH-6)*  (je-t-6)*— * (x-+-6)*— » ‘ x-hb 

È inutile  avvertire  che  M,  N,  Mi,..,  rappresentano  delle  quan- 
tità indipendenti  da  x. 

In  conseguenza  ammettendo  che  V=(x-f-o)(ar-f-i)" . . . , si  porrà 

u M N N,  : N— . 

V jr-i-o  ' * ’ ‘ ’ x-e6  ‘_ecc‘  » 

e la  quistione  sarà  ridotta  a determinare  i numeratori  M,  N,  Ni, 
ecc.  Ma  questa  determinazione  poiché  esige  de’  sviluppi  assai 
estesi,  la  riprenderemo  in  un  articolo  separato  ritenendola  per 
ora  come  effettuata. 

La  decomposizione  precedente  una  volta  stabilita , la  determi- 
nazione del  termine  generale  della  serie  ricorrente  non  offre  al- 
cuna difficoltà.  Ciascuna  frazione  parziale  può  mettersi  sotto  la 
forma  P(p-f-o-)-X,  indicando  con  X un  numero  intiero  positivo 


Digitized  by  Google 


502  LEZIONI  DI  ALGEBRA. 

che  può  essere  eguale  ad  1.  Sviluppando  questa  potenza,  ai  trova 
facilmente  che  il  termine  affetto  da  x è 

_X{-y-t  (-X— 2)- • -(-X—n-Hlp 
1 • 2 • 3 • • • n r 

Una  somma  di  espressioni  simili,  tutte  affette  da  ac"  e risultanti  dal- 
le diverse  frazioni  parziali , compone  il  termine  generale  richiesto. 

Quando  il  denominatore  della  frazione  generatrice  contiene 
de’ fattori  immaginari,  questi  fattori  introducono  delle  quantità 
immaginarie  nel  termine  generale.  Non  pertanto,  supponendo,  come 
abbiam  fatto  sempre , che  i coefficienti  del  numeratore  e del  deno- 
minatore della  frazione  proposta  sieno  tutti  reali , è evidente , a 
priori , che  cercando  lo  sviluppo  di  questa  frazione  per  mezzo 
della  divisione,  il  termine  generale  non  racchiuderà  immaginari. 
Per  conseguenza , siam  sicuri  che  tutti  gl’  immaginari  derivanti 
dai  fattori  del  denominatore  dovranno  distruggersi. 

Decompotizione  cT  uno  frazione  razionale  in  frazioni  più  templici. 


. . . U *'x«— >-4-(3,x—*4-ece. 

«OO.  lliprendiamo  la  fraziono  v=x»*+«x— .-^x— • 

che  riguarderemo  sempre  come  ridotta  alla  sua  più  semplice  espres- 
sione. Dopo  aver  decomposto  V in  fattori  binomi  abbiamo  disti  nti 
i fattori  di  primo  grado  da  quelli  innalzati  a potenze,  ed  abbiamo 
detto  che  per  ogni  fattore  semplice  x-f-a , si  prendeva  una  fra- 

zione  della  forma  > mentre  che  per  un  fattore  come  (x-f-6)". 


N N, 

ne  prendeano  n della  forma  ^ 


x+b 


Quindi  , se  si  à (x-+-fc)" , si  farà 

U M . N N, 

À»-+- 


--f-ecc. 


V x-t-a  ‘ (x-t-b)n~T~  (x+b)n'1' ' x-hb 

e non  dobbiamo  occuparci  che  della  determinazione  dei  nume- 


ratori. 

11  mezzo  che  si  ofTre  da  prima  è di  ridurre  il  secondo  mem- 
bro ad  una  sola  frazione  dello  stesso  denominatore  del  primo  ; 
e siccome  i due  numeratori  debbono  allora  essere  identici',  si 
uguaglieranno  fra  loro  i coefficienti  dei  termini  simili.  Si  ànno 
così  m equazioni  che  serviranno  a trovar  le  m incognite  M , N , N, , 
ccc.  Queste  equazioni  son  tutte  del  primo  grado  ; poiché  nella 
riduzione  del  secondo  membro  allo  stesso  denominatore , le  in- 
cognite non  si  moltiplicano  nè  fra  loro  nè  per  se  stesse. 
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**—ac-l-6 


x3 — ** — x+t 
che  il  denominatore  è uguale  ad  (aH-l)(# — 1) 
x*— — x-t-6  M . N , N, 


50.1 

dopo  aver  veduto 
, si  farà 


■+ 


X* — ** — *-+-1  X-M  (X — t)* 

Riducendo  tutto  allo  stesso  denominatore , si  à da  prima 
x* — aH-6=M  a;*-+-2M 

H-N,  ■+■  N -+-N 

+Nt; 

ed  in  seguito  uguagliando  i termini  simili  si  à 

M+N,=l , — 2M+N=— 1 , M+N— N,=6. 

Da  queste  equazioni  ricavasi  M=2 , N=3 , N,= — 1 ; ed  in 
seguito  la  frazione  data  si  decompone  cosi  : 

jr*— x+6__  2 S 1_ 

x* — x* — x-f-1  *-*-1  (x — 1)*  x — 1 

•Ot . Sappiamo  che  delle  equazioni  del  primo  grado  possono 
essere  incompatibili.  Cosi  può  temersi  che  questo  caso  non  si 
presenti  tal  volta  per  quelle  che  servono  a determinar  i nume- 
ratori incogniti , e che  quindi  la  decomposizione  in  frazione  par- 
ziali diventa  impossibile  ; ma  noi  andiamo  a trovar  i numeratori 
di  queste  frazioni  con  un  metodo  che  toglierà  ogni  dubbio. 

Sia  aj-t-a  un  fattore  semplice  di  V , e supponiamo  che  la  fra- 
zione proposta  possa  decomporsi  cosi 

D M , U, 

\ x-t-a  'Q  ’ 

essendo  M una  quantità  indipendente  da  x , U,  una  quantità 
intiera  per  rapporto  ad  x , e Q il  quoziente  di  V per  x-t-a. 
Riducendo  allo  stesso  denominatore , si  à U=MQ-f-U,(aH-a) , 

da  cui  U.=— — — . Perchè  U,  sia  una  funzione  intiera  di  x , bi- 

sogna  che  U — MQ  sia  divisibile  per  x-\-a  , il  che  esige  che 
U — MQ  svanisca  facendosi  x=. — a.  Se  dunque  indichiamo  con  u 
e q ciò  che  diventano  allora  D e Q,  si  avrà 

ti 

ti — Mg=0  , da  cui  M=-- 

Tal  debbe  essere  il  valore  di  M,  se  la  decomposizione  è possi- 
bile. Questo  valore  non  è nullo  nè  infinito , nè  indetermi  nato  : 
poiché , da  una  parte  , la  frazione  proposta  essendo  irriducibile,  U 
non  dee  contenere  il  fattore  x-t-a , di  maniera  che  u è diverso 
da  zero  ; e d’ altra  parte  , ar-H*  non  essendo  che  una  sola  volta 


Digitized  by  Google 


oG4 


Lezioni  DI  ALliEltftA. 


in  V , non  dee  più  trovarsi  in  Q , di  maniera  clic  q è diverso 
da  zero. 

Il  valore  di  M non  si  è avuto  altrimenti  che  supponendo  pos- 
sibile la  decomposizione.  Così  a parlar  rigorosamente , questa 
supposizione  dee  essere  verificata,  il  che  è ora  senza  difficoltà. 
In  effetti , prendendo  per  M il  valore  trovato  , siam  sicuri  che 
la  quantità  D — MQ  sarà  nulla  facendovi  a= — o ; dunque  questa 
quantità  è divisibile  per  x-t-o.  Or,  chiamando  U,  il  quoziente, 
si  à 


U — MQ=U,(x  4-0) , U=MQ-|-U,(*-hO , 
e si  à così  la  decomposizione  che  voleasi. 

La  frazione  ^ dee  essere  irriducibile  ; altrimenti  potrebbe  ri- 
dursi il  secondo  membro  dell’  ultima  eguaglianza  ad  una  frazione 
di  denominatore  meno  elevato  di  V ; dunque  la  frazione  propo- 
sta potrebbe  ridursi  ancora  più  semplice  , il  rhe  è contro  l’Ipòtesi. 

Se  x -4-6  è un  altro  fattore  semplice  del  polinomio  V , dovrà 
essere  anche  un  fattore  semplice  del  quoziente  Q ; potrà  dunque 


operarsi  sopra  ~ una  decomposizione  del  tutto  simile  a quella 


fatta  su  di  — , e continuar  così  finche  si  sieno  esauriti  tutti  i 

fattori  semplici.  Ma  può  ancora , per  ogni  frazione  parziale  ri- 
tornarsi alla  frazione  proposta  stessa. 

Esempio.  Sia  la  frazione 

U x*-t-7**-t-iJx-t-3 

V ~ **-t-3xJ+xa— 3x— 2 ' 

Ponendo  l’equazione  — 3* — 2=0  « cercando  le 

sue  radici , si  trova  V=(x — l)(x+2)(x-l-l)*  ; quindi  i due  fat- 
tori semplici  daranno  luogo  nella  decomposizione  , a due  frazioni 
parziali  delia  forma 

— — t-JOi.. 

x — 1 1 x-H2 


Per  trovare  M , ricorreremo  alla  forinola  M=~,  in  cui  u c q 

rappresentano  i valori  U e Q corrispondenti  ad  arsi.  E qui 
U=ar,-+-7x»-|-13*-(-3  » « ; quindi  la  sostiti»- 

zinne  di  x=l  dà  «=21  e q=  12.  Dunque  M=— =2. 

Similmente  per  calcolare  M,,  si  farà  x= — 2 in  U ed  in  U, 
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Ina  allora  bisogna  prendere  Q=(aH-2)  (x-(-l)*.  Si  à cosi  «*= — 3 , 
y= — 3 , M,=I.  ' > , ' ' ‘ 1 ni 

Quindi,  le  due  frazioni  parziali  sono 

3—1  x-ht 

AOt.  Occupiamoci  ora  dei  fattori  di  V innalzati  a potenza.  * 

Sia  V=i'x-|-6)“Q : considerando  la  frazione  , ciò  clic  ab- 

biatn  detto  or  ora  dimostra  che  può  decomporsi  cosi 

U _N , U,  _ 

(x-t-b)Q'  x-t-4  Q ’ 

dunque,  dividendo  i due  membri  per  (aH-A)*-1,  si  avrà 

u _ N t, 

1 (x-¥b)*M  (x-+-&)"-,0 

Decomposizioni  del  tutto  simili  daranno 

U,  _ K,  U. 

. (x-+-6)»— >y  (x+b)*->  (x-t-b)*— »y  ’ 

u,  _ u, 

(x-t-6)"— 1 *Q  (x-f-6)»— > (x-t-6)"-3  0 ’ 

c così  di  seguito  finché  1’  esponente  » sia  esaurito. 

Abbiamo,  pel  numero  precedente,  che  i valori  di  N,  N„  N„. . . 
sono 


Xt  " XT  "l  X-  U» 

N = - , >,= — , — , ecc. 

</  9 1 

essendo  u,  «i, , u,,...  ciò  che  diventano  U,  U,  , U,  , per  la 
sostituzione  di  x=—b  , ed  essendo  q ciò  che  diventa  Q per  la 
stessa  sostituzione;  bisogna  adunque  conoscerei  polinomi  U,,U„ . . . 
Or , pel  numero  precedente , questi  polinomi  si  otterranno  suc- 
cessivamente effettuando  le  divisioni  indicate  nelle  formolo 

.u — nq  _u1-n,0 


u. 


ecc. 


x~hb  ’ * x-t-b 

Rispetto  ai  numeratori  Nx , N, , ecc.  che  vengon  dopo  N , bi- 
sogna osservare  che  taluni  di  essi  possono  esser  nulli  ; poiché 
può  essere  che  taluni  dei  polinomi  U,,  U,. . . contengono  il  fat- 
tore x-\-b. 

Ad  esempio  , riprendiamo  quello  del  numero  precedente  , in 
cui,  si  à U=at1-f-7''e,-|-13j:-l-3  , V=*t-f-3a:,+a:* — 3x — 2 
=[x — 1)  (jH-2)  (ar-f-l)*.  Il  fattore  (j-f-l)*  darà  due  frazioni  par- 
ziali della  forma 
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j+1 


(14 
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La  quantità  indicata  con  Q è 0=;# — l)(jc-(-2).  Facendo  a?=— 1 
in  U e Q , si  à «= — -1  , q=— 2 ; dunque  N=2. 

Allora  si  cercherà  il  polinomio  U«  mercè  la  formola  Ui==-^-p  ; 

ed  effettuati  i calcoli , si  avrà  U,=#M-4aH-7.  La  sostituzione  di 
. x= — 1 in  U,  e 0 > dà  u,=l , q= — 2 ; dunque  N,= — 2. 

Dunque  le  due  frazioni  parziali , corrispondenti  ad  (jH-1)*,  sono 
2 2 
(*-+-»)'*  x-ht  ’ 

e , riunendole  a quelle  trovate  nel  numero  precedente , si  avrà 
la  decomposizione  completa  della  frazione  proposta , cioè  : 

gM-7a~*-4-13x-t-3  _ _2_ 1 2 2_  _ 

x*-t-3x’-l-x* — 3x — 2 x — 1 '_x-+-2  ' (Jt-t-l)*  x-+i  ' 

La  decomposizione  di  una  frazione  razionale  è utile  non  solo 
per  la  determinazione  del  termine  generale  d’ una  serie  ricop- 
rente , ma  ancora  in  una  parte  importante  del  calcolo  integrale; 
e per  questa  ragione  abbiam  creduto  doverla  trattare  estesamente. 


r ( fi  t. 
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Abbiamo  creduto  di  pone  le  seguenti  Appendici  non  già  perchè 
sieno  indispensabili  al  testo , secondo  l' esposizione  del  signor 
de  Fouitcr , sibbene  perchè  possono  facilmente  interessare  per 
l’intelligenza  delle  altre  parti  superiori  dell’ Algebra  e dell’ Appli- 
cazione alla  Geometria. 


HOT1  IA]. 

Proprietà  de’  trinomi  del  secondo  grado.  • 

Diconsi  trinomi  del  secondo  grado  tutte  quelle  espressioni  che 
posson  ridursi  alla  forma  -p,  in  cui  m,  n,  p,  son 

quantità  cognite  di  qualunque  segno,  ed  x una  quantità  variabile, 
cioè  capace  di  passar  per  tutti  i differenti  stati  di  grandezza. 

Uguagliando  a 0 il  trinomio  [1]  mxa-\-nx-}-p,  abbiamo  l’eqtiaz.* 

ih  x J 4-;u:-f-p=0 , da  cui  x=-^-±-^-l/n* — \mp. 

2m  2jh  * 

Or,  chiamando  xx  ed  x,  le  radici  di  questa  equazione,  cioè  i 
valori  di  x,  abbiamo  che  desse  saranno,  (184 j 

Beali  ed  ineguali,  nel  caso  di  n* — imp>0  o positivo , 
Beali  ed  uguali,  nel  caso  di  n* — \mp=Q; 

Finalmente  immaginarie  nel  caso  di  n»— 4mp<0  o negativo. 

Ciò  premesso,  passiamo  ad  esaminare  le  proprietà  di  questi 
trinomi,  relative  a questi  differenti  casi. 

Pbimo  caso.  Supponiamo  n» — 4mp>0  o positivo;  per  il  che 
le  radici  xt  ed  x%  saranno  reali  ed  ineguali.  Allora  abbiamo  che 
ogni  quantità , positiva  o negativa , compresa  fra  le  radici,  sosti- 
tuita ad  x nel  trinomio , dà  necessariamente  un  risultato  di  segno 
contrario  a quello  del  coefficiente  del  primo  termine  ; ed  ogni 
quantità,  non  compresa  fra  queste  radici,  sostituita  ad  \,  dà  un 
risultato  dello  stesso  segno  del  coefficiente  del  primo  termine. 


Digitized  by  Google 


508  APPENDICI. 

Infatti,  ponendo  l'equazione  m,rs-|-nx-i-p=0  sotto  la  forma 

m (x»-f-— x-f-— )=0 , 

\ m mi 

il  suo  primo  membro  uguaglia  (IMS)  m{x — x«j(x— -«•,). 

Per  fissare  le  idee  supponiamo  elle  delle  «lue  radici  a-,  sia  la 
minore , riguardando  le  quantità  negative  come  minori  delle  po- 
sitive. Or  sia  a una  quantità  compresa  fra  xt  ed  x, , tale  cioè 
che  s' abbia  a > x,  c < x, , avremo  a — ,ct  > 0 o positivo  , ed 
« — x,<0  o negativo;  quindi  i due  fattori  a — x«  ed  a — x,  son 
ili  segno  contrario  ; quindi  il  loro  prodotto  (a — xt)  (a — x,)  è 
negativo.  Dunque  m[a — x,)  (a — x,l,  o il  suo  valore  ma^-f-na-j-p 
è di  segno  contrario  a quello  del  coefficiente  m del  primo  termine. 

Sia  ora  a una  quantità  non  compresa  fra  le  due  radici , sia 
cioè  a <Xi  o > x, , è chiaro  che  i due  fattori  saran  dello  stesso 
segno;  quindi  il  loro  prodotto  [a — .r,)(a — x„)  è positivo;  con- 
seguentemente m(o — Xi)(n — x,) , ovvero  ma,-{-na-+-p  sarà  dello 
stesso  segno  di  m. 

Per  questa  proprietà  si  può  conehiudere  che , in  un  trinomio 
i lei  se rondo  <jrado , dando  alla  variabile  x valori  positivi  o nega- 
tici , sempre  crescenti  , dee  arrivarsi  ad  un  numero  , oltre  il 
quale  i risulta  menti  unno  sempre  lo  stesso  segno  del  suo  primo 
termine. 

Secondo  caso.  Supponiamo  ora  n* — \mp= 0,  per  il  che  le  due 
radici  Xi  ed  xm  saranno  reali  ed  eguali:  abbiamo  che  qualumiue 
quantità,  differente  da  quella  che  rende  il  trinomio  uguale  a zero, 
si  sostituisca  ad  x , si  avrà  sempre  un  risultato  dello  stesso  segno 
(lei  coefficiente  del  primo  termine. 

• * H* 

Dalla  relazione  n* — 4m/;=0  ricavasi  p=  — i quindi  il  trino- 
mio mx'-|-nx-|-p,  ovvero  ni  (x*-f-  — x-+-~)  può  mettersi  sotti* 
la  forma 

ovvero  •»(*+-)’• 

Or  celi  è chiaro  che  qualunque  valore  si  dia  ad  x,  differente  «fa 

— Iw’  *a  «ìuautità  (x-f-  ."-)*  sarà  positha;  dunque  n(jr  + 2in) 

ovvero  mxt-\-nx-l-p  sarà  sempre  dello  stesso  segno  di  m,  coeffi- 
ciente del  suo  primo  termine. 

Qoesta  proprietà  ci  conduce  a qui  esporre  un  teorema  di  un 
uso  frequente  nell’ analisi. 
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Qualora  un  trinomio  del  fecondo  grado,  mx*-f-nx-+-p , è un 
>[uadrato  perfetto,  debbe  averti  la  relazione  n* — lmp=0  tra  i 
tuoi  coefficienti,  > • > 

. In  effetti,  poiché  questo  trinomio  è un  quadrato  perfetto,  lo 
radici  dell' equazione  che  si  ottiene  uguagliando  a zero  questo 
trinomio  debbono  essere  uguali  ; ma , perda!  le  radici  di  un’equa- 
zione di  2“  grado  sicno  uguali , è necessario  che  la  quantità  sotto 
il  radicale , che  nel  nostro  caso  è n* — 4 mp , sia  nulla  ; dunque 
la  relazione  n® — 4mp=0  debbe  esistere. 

Reciprocamente:  Se  fra  i coefficienti  di  un  trinomio  del  3?  grado, 
mx'-f-mH-p , esiste  la  relazione  n*— 4mp=0  , il  trinomio  è un 
quadrato  perfetto. 

In  effetti , dalla  relazione  n® — 4mp=0  abbiamo  quindi 

mx*-\~nx-\-p=mx*-\-nx-{-  ^ = (.r  \Zm-\-  jA=)  * • 

Terzo  caso.  Supponiamo  finalmente  n» — 4mp<0,  o negativo; 
per  il  che  le  radia  x , ed  xt  saranno  immaginarie  : abbiamo  ehe 
qualunque  quantità  reale,  sia  positiva  sia  negativa,  si  sostituisca 
ad  x nel  trinomio,  si  à sempre  un  riputato  dello  stesso  segno  del 
coefficiente  del  suo  primo  termine. 

Dalla  relazione  n® — 4mp<0  si  à 
4 mp>n®, 

ovvero  dividendo  per  4m®, 

' ' P ^ »*' 

rn  4m* 

A f|* 

Sia  dunque  — + , essendo  A*  una  quantità  essenzial- 

mente positiva  : abbiamo 

mx^-j-nx-j-p , ovvero 

”*  {x'+lx+i)=m  [x'+l  [(*+fe)' +*']  ' 

Or  egli  è chiaro  che,  qualunque  valore  reale  si  dia  ad  x,  la 
quantità  essendo  la  somma  di  duu  quadrati,  sarà 

sempre  positiva  ; quindi  V*a]  ovvero  il  suo  valore 

tnx%+-nx-\-p , per  qualunque  valore  reale  si  dia  ad  x,  sarà  sempre 
dello  stesso  seguo  del  coellìciente  m del  suo  primo  termine. 
Dalle  discussioni  precedenti  risulta  ancora  che  l' inequazione 

[2]  »ix'-l-n.i'-f-p>0 , 
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M!  m è positivo , resta  soddisfatta  dando  ad  x tutti  i valori  mag- 
giori di  Xi  c minori  di  x% , qualora  xt  ed  x%  sieno  reali  ed  ine- 
guali, o tutti  i valori  minori  di  xt  e maggiori  di  x% , qualora 
x%  ed  x%  sieno  uguali  o immaginari.  Se  poi  m fosse  negativo, 
allora  dessa  resta  soddisfatta  dando  ad  x tutti  i valori  compresi 
Ira  x,  ed  xt , qualora  xt  ed  x,  sieno  reali  ed  iueguali;  se  poi 
fossero  uguali  o immaginari,  l’inequazione  [2]  è impossibile. 
L’inverso  accade  per  l’inequazione 

wwr®-f-nx-j-p  <0 . 

Finalmente,  mettendo  il  trinomio  [1]  sotto  la  forma 


[3]  *(*■+£*+£)• 

supponiamo  che  m sia  negativo,  e che  il  suo  valore  numerico 
sia  m'\  possiamo  mettere  il  trinomio  [3]  sotto  la  forma 

%'  ( — x’H — -x- 
V m' 


in 


n* 

1 H 

,JL\ 

4m'a  ~ 

1 lm'“ 

ovvero 


e,  sotto  tal  forma,  appare  come  il  trinomio  [1]  diventa  massimo 

facendo  x — — ^-=0 , ovvero  dando  ad  x il  valore  x=-~.  ov- 
2 m'  2m 

n 

vero  x— 

m 

Supponiamo  ora  m positivo:  allora  il  trinomio  [3]  prenderà 
la  forma 


m 


I . ” » 

r + mI  + W 


ovvero 


la  qual  forma  mostra  come  il  trinomio  [1]  diventa  minimo  fa- 
cendo x =0,  ovvero  dando  ad  x il  valore  x— — — . 

Possiam  quindi  conchiudere  che  un  trinomio  di  secondo  grado, 
pel  valore  di  x= — ammette  un  massimo,  se  il  primo  ter- 
mine è negativo , ed  un  minimo  se  è positivo. 
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MOTA  [H]. 

Considerazioni  fui  logaritmi. 

I logaritmi  Neperiani  diconsi  ancora  Iperbolici  a causa  delle 
arce  asintotiche  dell’iperbole  equilatera  che  essi  esprimono.  L’ana- 
logia che  passa  tra  queste  aree  iperboliche  ed  i logaritmi  fu  molto 
beue  sviluppata  verso  la  metà  del  secolo  XVI  da  Mercatore  nella 
sua  Logaritmotecnia,  e da  Giacomo  Grbcort  nei  suoi  Exercita- 
tiones  geometricae. 

I risultati  della  loro  teoria  sono: 

I.  Che  prendendo  sull’asintoto  di  un'iperbole  equilatera  delle 
ascisse  in  progressione  geometrica,  la  differenza  delle  aree  asin- 
totiche sono  eguali. 

II.  Che  crescendo  o diminuendo  le  ascisse  in  progressione 
geometrica,  le  aree  asintotiche  crescono  o diminuiscono  in  pro- 
gressione aritmetica. 

III.  Che  il  calcolo  delle  serio  esprimenti  queste  aree  dà  i 
logaritmi  Neperiani  perciò  detti  iperbolici. 

Ma  non  i logaritmi  Neperiani  solamente  esprimono  aree  iperbo- 
liche, sibbene  un  qualunque  altro  sistema  ancora  ; ma  siccome  fra 
le  iperbole  l’equilatera  è la  più  semplice,  cosi  si  è dato,  molto  im- 
propriamente per  altro,  il  nome  di  logaritmi  iperbolici  a questi  che 
ne  rappresentano  le  aree  asintotiche  a preferenza  di  ogni  altro.  Cosi 
per  i logaritmi  ordinari  o Briggiani  si  è trovato  che  essi  conven- 
gono ad  un’iperbole  i cui  asintoti  formassero  un  angolo  di  2ò*,  di'. 

Passiamo  ora  ad  esporre  un  metodo  ingegnosissimo  per  rinve- 
nire facilmente  il  logaritmo  di  un  numero  dato  qualunque;  tra- 
lasciando per  brevità  il  problema  inverso , di  trovare  cioè  il  nu- 
mero corrispondente  ad  un  logaritmo  qualunque , perchè  può  que- 
sto facilmente  desumersi  dal  primo. 

Problema. 

In  che  maniera  ti  può  in  breve  tempo  calcolare  con  tette  cifre 
decimali  esatte  il  logaritmo  di  un  numero  intiero  compreso  fra 
1 e 10000000. 

Solmlone. 

Andremo  a dimostrare  che  la  sola  conoscenza  del  modulo  M, 
che  è uguale  a 0,43429148,  basta  per  calcolare  prontamente  è 
con  faciltà  tutti  i logaritmi  de’  numeri  da  1 sino  a 10  con  sette 
cifre  decimali  esatte. 
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In  effetti, 

i.  Si  à,  n."  4SI, 

log(l-f-y)=M(y— 


V3  »_* 


dunque 

Ponendo 


i t 


La 

i-y 


=l-+-x , si  à 


»»(i+*i=“Ijji +5(i^)'Ksfey-t-  • • •]  - 

e ponendo  - in  luogo  di  x , si  à la  formola  conosciuta  : 
log(<H-^)  = loga 

.+^+K^M=b)*- 

2.  Se  a è uguale  a 945  ed  x a 10 , risulta 


io 

1900” 


1 

"Tuo’ 


dunque 


ovvero 


2o-fx 

(sfc)'3»^'000  000  15  • 

31(=fc)'=0'<,’5C)- 

Quest’ultimo  numero  moltiplicato  per  2M,  numero  minore  del- 
l’unità,  non  dà  una  settima  cifra  decimale.  Risulta  quindi  da  questo 
semplice  calcolo  che  se  il  valore  di  x è 95  volte  più  piccolo  che  quel- 
lo di  a,  ed  anche  minore,  allorquando  si  vogliono  calcolare  i logarit- 
mi con  sette  cifre  decimali,  si  posson disprezzare  tutte  le  poteuze  di 

”T'~  superiori  alla  prima , ed  in  tal  caso,  porre  semplicemente 

“*  • * l . i 

[1]  log  (a+x)  = log  0-+-2  M^~: 

3.  Supponiamo  che  si  conoscano  tatti  i logaritmi  de’  numeri 
interi  da  1 sino  a 1000  ; si  potran  trovare , per  mezzo  della 
formola  [1] , i logaritmi  de’  numeri  frazionari  espressi  in  deci- 
mali e compresi  tra  1 e 1000 , e , per  conseguenza , i logaritmi 
di  tutti  i numeri  interi  tra  1 e 10’. 

4.  Non  è egualmente  necessario  che  di  conoscere  i logaritmi 
de’ numeri  interi  compresi  tra  800  e 1000,  ed  inoltre  quelli  de’nu- 


(*)  0’3  iodica  che  8 è preceduto  da  7 ieri. 
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nu  ri  2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , i\ , 1* , 1$ , 2* , H P™»>«  fra  quest i 
tredici  ultimi  numeri,  ve  n*  à sempre  uno,  tale  che  multipli- 
candolo  pel  numero  di  cui  cercasi  il  logaritmo , le  tre  prime 
cifre  a sinistra  del  prodotto  cadono  tra  800  e 1000  , dunque  , ecc. 

Il  quadro  seguente  mette  in  evidenza  ciò  che  abbiam  detto. 
Se  le  tre  prime  cifre  a sinistra  del  numero  proposto  sono  tra 


100  e 111  , basta 

moltiplicarle  per 

y , 

Iti  e 124  , 

» 

8 , 

124  e 142, 

» 

7 , 

112  e 100  , 

U 

0 , 

166  c 200 , 

A» 

5 , 

200  e 250  , 

4) 

4, 

250  e 285 , 

» 

3|. 

285  e 333 , 

1) 

3, 

333  e 100  , 

» 

2; 

100  e 500 , 

V 

2, 

500  e 600 , 

» 

1? 

000  e 000  , , 

ì> 

H 

000  e 800  , 

» 

H- 

5.  Diremo  di  più  , che  si  posson  calcolare  i logaritmi  di 
tutti  i numeri  intieri  da  1 lino  a IO7,  conoscendo  solamente  i 
cinque  logaritmi  2, 3, 7 , 11,  13  ; poiché  tutto  si  riduce  (1)  a 
calcolare  i logaritmi  de’ numeri  interi  tra  800  e 1000.  Ora  ven- 
ticinque di  questi  numeri  non  contengono  che  i fattori  2,3,5, 
7 , 11  , 13;  dunque  i logaritmi  di  questi  venticinque  numeri  sou 
conosciuti.  Questi  numeri  sono: 


800=2*.  10* 
810=3*.  10 
819=3*.  7 . 13 
825=3 . 5* . 11 
832=2».  13 
810=2*.  3.5.7 
845=5 . 13* 
858=2 .3.11.13 
801=2*.  3* 
875=5*.  7 
880=2*.  10.11 
891=3*.  11 
890=2*.  7 


900=3*.  10* 
910=7 . 10. 13 
921=3. 2*.  7 .11 
930=2*.  3*.  13 
945=3*.  5 . 7 
900=2*.  3 . 10 
968=2*.  11* 
972=3*.  2* 
975=3 . 5*.  13 
980=2 . 7».  10 
990=3*.  10 . 11 
1000=10* 


lliguardo  ai  numeri  restanti , si  possono  calcolare  i logaritmi 
con  esattezza  per  mezzo  della  formula  [1];  poiché  tutii  soddi- 
App.  05 
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sfano  alla  condizioue  d' inuguaglianza  In  effetti,  la  mag- 

giore differenza  tra  due  numeri  consecutivi  di  questi  ultimi  è 
960 — 915=15 , di  cui  la  metà  è 7,5  ; ora  questo  caso,  che  è il 

più  favorevole,  soddisfa  ancora  alla  relazione  , poiché  si  à 
7,S_2,5_0,5_  i 
915  318  63  120  ^93 

6.  Resta  ora  il  saper  calcolare  i logaritmi  di  2,  3,  7, 11, 13 
che  impiegheremo  sempre.  Ecco  il  metodo  a tenersi. 


Logaritmo  di  *. 

9M  94 

7 . log  1024=  log  2«=10  log  2=  log  1000 , 

facendo  , nella  forinola  [1],  a=1000  ed  x=24l  si  à 
51=0,43129118, 

2M=0, 86838896 , 

2M  • 21=0,86858896  • 1 • 6=3,17 135581,6=20,816135 , 
251-24  : 2024=20,846135  : 2024=0,010299471  (•) 
6061 
20133 
19173 
959 
119 


8 

lOlog  2=34-0.010299171=3,01029917, 
ed  in  seguito  log  2=0,301029917. 

24  3 1 ,1. 

Ma  - > — ; dunque  questo  risultato  non  sara 

molto  esatto,  ma  non  differirà  di  molto  dal  vero  risultato;  poiché 

1/  x \> ì[  21  \» 1/  3 'j» 

3\2a+x/  3V20247  — 51253/  ’ 

253  253=64009  ; 61009  -233=253»=16 194277 

759  1600225 

6325  192027  27  : 16194277=0, 0*1667 

61009  16191277  10806 

,TO0  (S5i)‘=°’0,1,i67 
119 


v‘)  Impiegheremo  sempre  la  divisione  abbreviata. 
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dunque 

log  2”=3, 01029947 4+0, 000000556=3, 01030003, 
e quindi 

log  2=0, 30103000; 

risultato  che  differisce  dal  precedente  di  0,0’5  ; d’ onde  segue 
l’ importantissima  osservazione. 

Osservazione.  In  moltissimi  casi  si  può  prendere  esattamen- 
te ae>  — ; del  resto  egli)  è chiaro,  come  abbiam  veduto  negli 

articoli  precedenti,  che  non  saremo  affatto  obbligati  nella  serie, 
di  oltrepassare  questo  limite  ; ma  poiché  i logaritmi  de’  numeri 
2,  3,7,  11,  13,  saran  sempre  usati  di  molto,  ci  bisogneranno 
in  conseguenza  i logaritmi  di  questi  numeri  con  una  mantissa  di 
otto  cifre  decimali,  e perciò  ci  sarà  necessario  di  calcolare  il 

termine  calcolo  del  resto  assai  semplice , prenderemo 

ancora  nel  caso  seguente,  a;>^  • 


Logaritmo  di  S. 


8.  log  3*=4  log  3=  log  81=  log  80+^, 

log  80=log  8. 10=log2’  • 10=3  log2-M=l  ,9030900, 
2M  : 161=0,86858896  : 161=0,00539196 
635 
1528 
799 
155 
10 

dunque 

log  3=i(l  ,9030900+0,00539196)={  • 1 ,90848196 
=0,47712121. 

Le  tavole  di  Callet  danno 


log  3=0,47712125; 

la  differenza  del  nostro  risultato  e 0,00000001,  c poiché  — , si 

HO  ffìi 

vede , in  effetti,  clic  si  può  anche  sorpassare  questo  limite  (vedi 
V osservazione  precedente).  Avendo  riguardo,  del  resto  al  termine 

l(au^x)5’  s‘  lrova  faci*menle 

log  3=0,47712125. 
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TiOKMrltnia  di  1. 

log  7*=1  log7=  log  -2101=  !og2100+  —, 

log  210=log  10 . 3 . 2'—  2+  log  3+3  log  2 

=2+0 ,177 1 2 1 2.+0, 90309000=3, 38021 1 -25. 
2M  : 2101=0,80839  : 1801=0,00018092 
38819 
411 
9 

lue 

1|og7=3, 38021123+0, 00018092=3, 38039217. 
log 7=0,81 509804  esattissimo. 

■ / * 

Logarilma  di  ff. 


411  •)  U 

10.  log  1 00=2=  log  99+  — =log  11+2  log  3+ — , 


log  1 1=2-2  log  3-U = 2-0,93421230  , 

1^=0,808389 : 199 

=1,342915 : 995=0,1312915  : (1000— 5)=0, 00434294  500 

2171  173 
10  857 


0,00136177 1 

dunque 

log  11=2 — 0,9132123 — 0,00136477=2 — 0,93860727 
=1,01139273. 

Le  tavole  di  Cau.et  danno 

log  11  =1,041 39269; 

la  differenza  del  nostro  risultato  è di  0,0’i  cioè  0,00000001, 


differenza  che  si  trova  facilmente  calcolando  il  termine 


quindi  prenderemo 


stó=y- 


log  11=1 ,01139-269 
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liOiCHrltnao  dt  <3. 


Il 


dunque 


log  1001=ìog7. 1 i . 13=1ojì 7— f— lo^j  i|-t-log  13 
=logl  0004-^=3+.^, 

log  13  =3+^-1037-^11 


=3+— — • — 0,84509801 — 1,01139269 

~200t 

=:}+— — 1 ,88649073=1 , 1 1 350927+J— , 
T 201)  l 2W.  1 

-2M  =0,868389  : 2001=0,00013408 
2oot  ’ 

6818 

8139 

133 

15 


log  13=1,11330927+0,00043108. 
log  13=1 ,1 1391335,  esattissimo. 


MOTA  [C|. 

Metodo  di  eliminazione  per  le  equazioni  di  grado  superiore 
al  primo. 

Allorché  si  ànno  due  equazioni  di  un  grado  qualunque , affetto 
da  a;  ed  y , come  ad  esempio  le  due 

[1]  Py“  + (^-*  + Ri/"— > + S!/'"- 3+ccc.  = 0 

[2]  py  -+  qy'  1 + ry"  1 + sy*  3 + eee . = 0 

nelle  quali  la arè  implicitamente  compresa  nelle  1',  (j,  R,  p,  q,  » , eoe., 
è necessario  trovare  un’altra  equazione  nella  quale  non  \i  sia 

p*ù  y • ; . 

Moltiplichiamo  l’equazione  [2]  per  la  quantità 

[3]  Py*  " +■  Ay*  * -+  By1  "— 1 + Cy*  " 3 + ecc . 

nella  quale  sonvi  k — n arbitrarie  A , B,  C ecc. , e l’equazione  [1 1 
per  la  quantità 

[4]  py*~ ■ ■ + oy‘— «— * + ty*— » + Cyk~m~i  + CCC. 

in  cui  k — m quantità  arbitrarie  a,  b,  c ecc.  si  contengono. 
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Ciò  posto  eguagliando  questi  due  prodotti  , avremo  ima  sola 
equazione,  in  cui  i due  membri  conterranno  le  stesse  potenze 
di  y.  Or , se  uguagliamo  rispettivamente  i coefficienti  di  questi 
termini , dovendo  questi  essere  eguali , si  distruggeranno , e re- 
steran  gli  ultimi  termini  non  affetti  della  y che  formeranno 
l’ equazione  richiesta.  Or,  poiché  in  amcndue  i prodotti,  il  ter- 
mine in  cui  è massima  la  potenza  della  y è P pyk , resteranno  k — 1 
termini  che  debbono  distruggersi  scambievolmente  per  la  deter- 
minazione di  altrettante  indeterminate.  Ma  il  numero  delle  let- 
tere arbitrarie  introdotte  da  prima  è 2/; — m — n;  quindi  dovendo 
essere  eguale  a k — i , è necessario  che  sia  k=m-+-n — 1. 

Quindi  è che  moltiplicheremo  la  equazione  [1]  per  la  quantità 
indeterminata 

[5]  py"~'  -1-  ay”—’  -f-  bif—3  -+-'cy°-‘>-\-ee.c. , 
c l'equazione  [2]  per  la  quantità 

[6]  Py""-*-f-  Ay"*-^ ‘-t-By"- 3-t-Cy"*—4-+-ecc. 

Uguagliando  i coefficienti  de’tcrmini  che  contengono  la  y alla 

stessa  potenza  in  ciascuno  di  questi  prodotti , avremo  le  seguenti 
equazioni 

m pP=pp 

P«-+-Qp=pA+yP 
P6  + Qo  -t-  Rp =pB  + qX  -+-  rP 
Pc  -f- Q6  -f-  Ra  -f-  Sp  =pC  -+•  qB  r A -f-  <P 

ecc. 

La  prima  di  queste  equazioni  è soddisfatta  di  per  se  stessa  , 
quindi  resteranno  wi-f-n  equazioni  fra  le  quali  determinando  le 
quantità  arbitrarie  A,  B,  C...  a,  b,  c...  si  avrà  una  equa- 
zione finale  non  contenente  che  P,  Q,  R,...  p,  q,  r,  ecc.  c 
sarà  questa  l’equazione  richiesta. 

È necessario  aggiugnere  come  le  quantità  [3]  c [4]  debban 
formarsi.  Basta  solo  osservarle  per  vedere  chiaramente  che  il  primo 
termine  della  quantità  [3]  è Py*~  ",  in  cui  vi  è per  coefficiente  p, 
cioè  quello  del  termine  che  à la  maggiore  potenza  di  y nella 
seconda  equazione  proposta,  [2],  poi  y elevato  alla  potenza 
k — n , essendo  k una  indeterminata  ed  n la  massima  potenza  di  y 
nell’  equazione  [2] , il  secondo  termine  è Ay*— ' ■— * in  cui  A è una 
indeterminata,  così  il  terzo  termine  si  forma  da  una  indetermi- 
uata  B,  e da  y elevata  ad  una  potenza  di.  uq’  unità  di  meno  che 
il  termine  precedente;  e così  di  seguito  per  gli  altri  termini. 

Similmente  per  la  quantità  [4]  si  osserva,  che  il  primo  ter- 
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mine  è formato  similmente  da  P ed  y elevato  a k — in,  essendo  k 
la  stessa  indeterminata  ed  m l’esponente  di  y nell’ equazione  pro- 
posta [1],  il  secondo  termine  ayk~M~‘  è formato  da  a che  è una» 
indeterminata  ed  y elevato  ad  un  esponente  minore  per  un  unità 
del  precedente,  e così  di  seguito  per  gli  altri  termini.  Allorché 
si  determina  k,  queste  due  quantità  [3]  e [4]  si  riducono  alle 
altre  due  [o]  e [6] , e ciò  è chiaro  per  quel  che  abbiamo  detto 
precedentemente. 

È facile  d’  altronde  la  determinazione  delle  quantità  arbitrarie 
A,B,C...o,6,c...  contenute  nelle  eq.1  [7]  ; e ciò  uguagliando 
i membri  di  ciascuna  equazione  a delle  nuove  indeterminate 
a , /S , y ecc.  Per  maggior  chiarezza  il  faremo  sul  seguente  esempio. 

Sieno  le  due  equazioni 

Py*-f-%*4-N=0  , 

pyJ-h7y’-HnH-*=o . 

moltiplicando  la  prima  per  py*-\-ay-\-b , e la  seconda  per  Py+A: 
avremo  le  seguenti  eguaglianze 

Pp=Pp 

Pa-+-07=/’A-+-yP=* 

Pà4-Qa-f-R  r=//  A-t-  rP=r 
2à-f-Ku=rA-f-«P 
Bi»A. 


La  prima  equazione  è soddisfatta  da  per  se  stessa  ; e dalla 
seconda  abbiamo 

a=^,  A =£2*. 

P V 

Dalla  terza  abbiamo  poi 

Q*P_Rp 
P~  P*  p ' 


^ r Q a B p r xQ 

~~P  P P ~P  ” 

e p==—  — ~+rP  , 
p P 


e,  sostituendo  questo  valore  di  p,  sarà 

»/  qq  *V  o*p  Rp 

Vp  p p*  p*  p 

ovvero 


Ir. 


xlVq—Qp)  Q V-H’V  ^ Pr—  ll,i 


V'p  t'p  p 

il  quale  valore  sostituito  nella  quarta  equazione  darà 
xQ(Pq-Qp)  _ y (P q—Qp ) (Qp-t-Py)  <J{rr— Bp<  *R 


P’p 


P ri 


-l‘7, 


»Q/> 

p 
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ovvero  , moltiplicando  per  P ®p , 

j.<J(Py— Qp)-|-fcP(Rjp— Pr)— 0(Pj— Qp)(Pj-f-Op)+PQp(Pr— 2Ri») 
— f-P*<7r — P’p*=0.  • 

quindi  sarà 

r'O'?*— Q*pp— P\>pr-t-2PQRp*— P’?r+P> 

* P<J'J— C>‘p-t-PK/)— P'r 

Finalmente  l’ ultima  equazione  darà 

aR(P</— Op)  R(PV— Q>a)  , R(Pr— Rp)_aP  Vqi 

PJi  Wp  P J>  P~  ' 

dalla  quale  similmente  ricavasi 

PJRr/* — y2RP® — P'Rpr-T-PR’p® — V*qt 
“ PRV— yR;>— P“i  * 

i quali  due  valori  di  * soddisfano  all’equazione  richiesta. 

Ricerca  delle  radici  uguali , e di  segno  contrario. 

Se  un'equazione  à due  radici  uguali  e di  segno  contrario,  a 
e — a,  egli  è chiaro  che  cangiando  il  segno  ai  termini  di  posto 
pari,  la  trasformata  che  si  otterrà,  avendo  le  radici  uguali  e di 
segno  contrario  a quelle  della  proposta , siegue  che  avrà  ancora 
due  radici  uguali  ad  a e — a,  e però  la  proposta  equazione  e 
la  trasformata  ammetteranno  un  massimo  comun  divisore  della 
forma  (x — a)  (x-f-a) , ovvero  i* — a*  : ond’è  che  si  ricercheranno 
le  radici  uguali  e di  segno  contrario  trovando  il  massimo  comun 
divisore  tra  la  data  equazione  e la  trasformata  che  si  ottiene 
cangiando  nella  proposta  i segni  ai  termini  di  posto  pari. 


t:s bm  r i o. 

Sia  l’equazione 

x5 — 9xs-)-7x*-f-i4x — 14=0: 
la  trasformata  sarà 

x°  — 9xJ — 7x*-l-  14x-f- 14  = 0. 

Ricercando  il  massimo  comun  divisore  si  trova  x*  — 2,  quindi 
la  proposta  equazione  à due  radio!  uguali,  e di  segno  contrario 

che  sono  x=+l/2,  x= — 1/ 2. 
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Discuttion»  dell i equazioni  trinarne. 

Sia  un’equazione  della  forma 

x"-+-Aa^-hB=:0. 

Prendendo  la  prima  derivata,  ed  uguagliandola  a zero  si  à 
[1]  iHX"-'-+-ttA£*-,=0 

quest'equazione  è soddisfatta  ponendo  x = 0 : diridendo  per 
a:"-1  si  à 

mx”— "-f-nA=0; 

e però 

[2j 

quindi  si  vale  che  se  m — n è numero  pari  ed  A è negativo, 
quest’ ultima  equazione  ci  darà  due  valori  per  x,  e però  l’equa- 
zione [1]  avrà  tre  radici  reali,  onde  la  proposta  in  questo  caso 
non  ne  può  avere  più  di  quattro,  dacché  le  sue  radici  sono  li- 
miti di  quelle  di  (1) , e saranno  rispettivamente  comprese  tra 

w — rt  m—  * n m — fi 

+«,  , +*/-;», + |/-£a  e 0,  0 o 

n»  — n _________ 

— l/  — -A  e -oo. 

y m 

Nello  stesso  caso  che  m — n b numero  pari,  se  A è positivo, 
l'equazione  [2]  da  per  x valori  immaginari,  e quindi  l’equazione  [1] 
à una  sola  radice  reale  cioè  x=0,  onde  la  proposta  non  può 
avere  più  di  due  radici  reali. 

Se  m — n è dispari  l’equazione  [1]  avrà  due  sole  radici  reali 
qualunque  sia  il  segno  di  A,  e però  l’equazione  proposta  non 
può  avere  più  di  tre  radici  reali. 

Sia  ad  esempio  l’equazione 

[3]  a;»—  63*’ +5  = 0: 
la  sua  prima  derivata  sarà 

[4]  9x8  — 44  lx* = 0 , 

equazione  che  è soddisfatta  per  x=0:  dividendola  quindi  per 
x®  si  à 

9x* — 441  = 0 

da  cui 
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e quindi 

x =±7 

Or  poiché  quest' ultima  equazione  dà  due  valori  reali  per  xr 
l' equazione  [4]  avrà  tre  radici  reali  ; quindi  l’ equazione  data  [3] 
non  può  avere  più  di  quattro  radici  reali  ; le  quali  dovendo  essere 
i limiti  di  quelle  dell’ equazione  [4]  saranno  rispettivamente  com- 
prese fra  64  e +7,  fra  7 e 0,  fra  0 e — 7,  e fra  — 7 e — 64. 
Se  ciascuna  coppia  di  questi  limiti  da  risultamene  di  segno  con- 
trario, la  proposta  equazione  avrà  effettivamente  quattro  radici 
reali. 


Metodo  del  signor  Cauchy  per  la  ricerco  delle  radici  reali 
dell’  equazioni  algebriche  per  approssimazioni  successive. 


Dopo  aver  trovati  I limiti  generali  delle  radici  di  una  equa- 
zione, è chiaro  che  il  limite  inferiore  sarà  un  valore  approssi- 
mato della  più  piccola  delle  radici  d i questa  equazione  ; or  il 
signor  CaOciiy  partendo  da  questo  valore  ne  à cercato  uu  secondo 
più  approssimato;  e quindi  in  generale  si  à proposto  di  trovare 
un  valore  più  approssimato  di  una  radice  qualunque  , qualora 
sia  già  dato  un  primo  valore  meno  approssimato.  Questi  valori 
per  tanto  di  prima  approssimazione  potranno  facilmente  aversi 
prendendo  il  limite  inferiore  de’ limiti  particolari  di  queste  radici 
pel  valore  stesso  della  radice. 

Sia  a un  primo  talare  approssimato  di  una  radice  reale  « di 
un’  eqmzione  data  f(x)=0,  compresa  fra  i due  limiti  a ed  A;  si 
cerca  un  calore  più  approssimato  di  questa  stessa  radice  a. 

Per  maggior  semplicità,  supponiamo  che  la  radice  * sia  posi- 
tiva , e che  anche  fi»)  sia  positiva. 

Facciamo 


f(xì — fia\ 

x — a 


F[x) 


ovvero 

f[<n=MMz— #»  - 

F(x)  sarà  una  funzione  intiera. 

Decomponiamola  in  due  parti , 1’  una  <p(x)  contenente  l’insieme 
de’ termini  positivi,  l’altra  |(x)  contenente  l’ insieme  dei  termini 
negativi  : avremo 

F(x)=<p(x) — -t(x)  ; 

e ciascuna  delle  funzioni  <p(x)  e |(x)  crescerà  con  x indefinita- 
mente, anche  quando  x passerà  da  a ad  A.  Allora  dando  ad  x 
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in  <?[x),  cioè  nella  somma  dei  termini  positivi , il  suo  più  piccolo 
Valore  a,  ed  in  \[x) , cioè  nella  somma  dei  termini  negativi , il 
suo  maggior  valore  A , e prendendone  la  differenza 

9(0)— 4(A)=m, , 

questa  differenza  da  a ad  A , sarà  sempre  minore  dei  valori  di 
F(x);  si  avrà  dunque 

F(x)>m,,  ovvero 

ed  in  seguito  poiché  da  a ad  A anche  x — a è positivo , sarà 

/(*)>/(®)+m,(* — «)• 

Or  può  facilmente  dedursi  : 

1. °  che  la  frazione  data  f[x)  c la  funzione  di  l.°  grado 
f[a)-\-m,{x — a)  per  x=a  prendono  lo  stesso  valore  positivo  f[a)  : 

2. '  che  la  funzione  f[u)-\-ml[x— a) , positiva  da  principio  cioè 
quando  x=a , dovendo  aver  sempre  un  valore  numerico  inferiore 
a quello  di  f[x)  quando  x cresce  da  a ad  A,  diverrà  negativa 
quando  f[x)  sarà  divenuta  zero,  per  x=x,  essendosi  già  ridotta 
a zero  per  un  valore  o,  di  x compreso  fra  a ed  » ; quindi''pos- 
siamo  porre  l’equazione 

f1 a)+mi(a. — o)=0 

da  cui 


1 mt  ’ 

ed  è o,  precisamente  il  secondo  valore  più  approssimato  della  radice 
4.  Indicando  con  j . dei  valori  dedotti  da  o, , a, , a3 .... 

come  abbiam  dedotto  aI  da  a , avremo  una  serie  di  quantità  come 

„ A“) /K) /K) 

I — “ m,  ’ “*  ^7»  a,—  a*—  „lt  >••• 

che  reuderaimo  sempre  più  approssimata  la  radice  richiesta. 
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Napoli  10  Maggio  1853. 


CONSIGLIO  GENERALE 

DI 

Il/p.°  Car.° 


Oggetto. 


Vista  la  domanda  di  Gennaro  Giliberti  capo  compositore  della 
Reale  Tipografia  Militare , il  quale  à chiesto  porre  a stampa 
l’opera  intitolata  — Traduzione  sulle  lezioni  di  Algebra  di  Lefe- 
burc  de  Fourcy,  pei  signori  Janni  e Salvati; 

Visto  il  parere  del  Regio  Revisore  D.  Francesco  Bruno; 

Si  permette  che  la  suindicata  opera  si  stampi  ; però  non  si 
pubblichi  senza  un  secondo  permesso  che  non  si  darà  se  prima 
lo  stesso  Regio  Revisore  non  avrà  attestato  di  aver  riconosciuto 
nel  confronto  esser  l’impressione  uniforme  all’originale  approvato. 

Il  Presidente 

* Francesco  Saverio  A puzzi 

Il  Segretario 
Giuseppe  Pietrocola. 
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